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PRÉFACE. 


On s’est proposé dans cet ouvrage d'offrir un genre de calcul qui 
embrasse la théorie des suites , et dont le calcul différentiel n est qu’un 
cas particulier : il fournit des procédés qui abrègent des opérations labo- 
rieuses , et des formules qui facilitent les recherches dans de» nsrières 
compliquées ; il sert à lier entre elles plusieurs branches de FAnelyse : 
appliqué à une assez grande variété d’objets , il m’a conduit directement, 
et le plus souvent sans peine , à des résultats , dont plusieurs me paroissent 
nouveaux, et d'autres présentés sous un aspect nouveau. 

Cette méthode de calcul est fondée sur une manière générale de 
considérer les quantités comme dérivant les unes des autres ; -c’est ce 
qui me l’a fait nommer Calcul des dérivations. 

Pour se faire une idée des dérivations , on observera que des quantités 
ou des fonctions qu’on déduit les unes des autres par un procédé uniforme 
d'opérations , sont des quantités dérivées ; telles sont les différentielles 
successives. On peut étendre cette idée en considérant des quantités qui 
dérivent les unes des autres , non en elles-mêmes , mais seulement dans 
les opérations qui les assemblent et les lient entre elles ; les quantités 
elles-mêmes étant quelconques , arbitraires , indépendantes. Ainsi , en 
supposant que de plusieurs lettres différentes la première entre seule 
dtms une fonction, tandis que les deux premières entrent dans la dérivée 
de cette fonction, que les trois premières entrent par la même loi dans 
la dérivée de cette dérivée , et ainsi de suite ; on aura des dérivées dans 
le sens étendu que je leur ai donné. Ici les quantités désignées par les 
lettres différentes ne dérivent pas les unes des autres ; et les dérivées 
que je considère sont moins des dérivées de quantités que des dérivées 
d'opérations , comme l'Algèbre est moius un calcul de (juantités que 
d'opérations arithmétiques ou géométriques à exécuter sur les quantités. 

La dérivation est l'opération par laqûeUc une dérivée est déduite de 
celle qui la précède ou de la fonction. Ijl méthode des dérivations en 
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gênerai consiste à saisir la loi qui lie les assemblages de quantités quel- 
conques les uns aux autres , et à se servir de cette loi comme d’un moyen 
de calcul pour passer de dérivée en dérivée. 

Pour former l’algorithme des dérivations, il a fallu introduire des signes 
nouveaux ; j'ai donné une attention particulière à cet objet , persuadé que 
le secret de la puissance de l'Analyse consiste dans le choix et l'emploi 
heureux de signes simples et caractéristiques de la chose qu'ils doivent 
représenter (*). Je me suis prescrit à cet égard les règles suivantes ; i.“de 
rendre les notations le plus qu'il étoit possible analogues à des notations 
reçues ; 2 .* de ne point introduire de notations inutiles et que j'aurois 
pu remplacer sans confusion par des notations déjà en usage ; 3.° de les 
choisir très - simples , en y faisant entrer cependant toutes les variétés 
qu’exigeoient les différences nies opérations. 

Apaàs cette idée générale de la méthode, jetons un coup d’œil sur 
les matières traitées dans* cet ouvrage. 

Le calcul différentiel donne avec tant de facilité le développement eii 
série des fonctions de binômes , qu’il est naturel de désirer une méthode 
qui s'étende avec la même facilité à des fonctions de polynômes d'un 
nombre de termes quelconque. M’étant proposé cette recherche , je fis 
varier les coëfficiens des termes des polynômes, en les regardant comme 
dérivant les uns des autres , lors même qu’ils étoien't indépendans. Celte 
considération me conduisit à la méthode générale de développement 
que j'expose dans les trois premiers articles, qui forment comme la 
première partie de l’ouvrage. 

J’y considère non-seulement les séries et les polynômes simples ) c’est- 
à-dire ceux qui sont ordonnés suivant les puissances d'une seule lettre, 

('*) Edleii, dans un mémoire intilulé : Subsidium calculi sinuum , cl imprimé 
dans le lome V des nouveaux commentaires de Fétersbourg, dit, page i65 : Ac li 
guident ipeius AnalyeU prcettanliam spectamut , eqm prœcipue soli idoneo guanli- 
tales tignit denolandi modo tribuendam eue deprehendimus ; guo minus erit miraa- 
dum si commoda sinuum in algorithmum inlroductio tantum lucri attalerit. 
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mais encore les séries et les polynômes ordonnés suivant les puissances 
et les prodi^its de deux, de trois lettres différentes, qu’on peut appeler 
séries et polynômes doubles , triples. Le sujet des trois premiers auticles 
est la solution du problème général suivant : 

Étant proposée une fonction quelconque d’un ou de plusieurs poly- 
nômes simples, doubles, triples ; i.® développer la fonction en un?série 
pareillement simple , ou double , ou triple , en faisant dériver les uns 
des autres les termes successifs du développement : 2.® dans tous ces 
cas, trouver immédiatement un terme quelconque du développement, 
sans le faire dépendre d’aucun des autres termes. 

Les coèflîciens dans ces développemens de fonctions de polynômes se 
présentent composés de deux espèces de quantités ; de celles qui conser- 
vent le signe de la fonction ou qui dépendent de la fonction, et dans 
lesquelles n’entre que le premier terme du polynôme ; et de celles qui , 
dégagées du signe de fonction , demeurent les mêmes pour des fonctions 
quelconques , et forment des groupes composés uniquement des coëfficiens 
du polynôme , à commencer par celui du second terme. Comme ces 
quantités dépendent du nombre des termes dont le polynôme est formé , 
j’ai cru pouvoir les d&igner par la dénomination de quantités polyno- 
miales. 

IjCS règles pour faire dériver les unes des autres les quantités qui 
dépendent de la fonction , sont les mêmes que celles du calcul différen- 
tiel pour prendre les différentielles successives d’une fonction , la diffé- 
rentielle de la variable étant constante et égale à l’unité ; ainsi on pourra 
toujours former à part ces quantités. 

I.es règles de dérivation relativement aux quantités polynomiales 
donnent des procédés si simples et si expéditifs, qu’en faisant dériver ces 
quantités les unes des autres , on pourra écrire sans s’arrêter le déve- 
loppement tout réduit, et le pousser aussi loin qu’on voudra; bien plus, 
on pourra écrire de même l’expression toute réduite d’un terme quel- 
conque de la série du développement, indépendamment des autres termes. 
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Les règles pour exécuter les déreloppemens réduits sont des consé- 
quences faciles de formules générales et symétriques qu’une même 
analyse, diversement appliquée, enchaîne les unes aux autres. Si donc 
on trouvoit une sorte d'aridité dans les énoncés ou dans l'accinnulation 
des règles , si on les croyoit à charge à la mémoire ; on observera qu’il 
suffit de retrouver les formules , et que, comme les règles en découlent, 
si on a une fois saisi la manière de les en déduire , on pourra toujours 
dans cloaque cas , sans qu’il soit nécessaire d'avoir retenu la règle , la 
former de nouveau d'après les formules. 

C'est dans ces formules que consiste proprement la solution des pro- 
blèmes : elles suivent des lois faciles à saisir , ce qui les rend elles- 
mêmes faciles à retenir ou à retrouver : elles jouissent d’une propriété 
qui en augmente Tutilfté dans les analyses et dans les démonstrations, 
celle d'être susceptibles de difPérens degrés de développement , que j’ai 
distingués par les noms de développemens premier, second , troisième, etc. 

Dans l'article premier, où j’ai donné le développement des fonctions 
d’un polynôme simple , je me suis permis plus de détails que dans les 
articles suivans : j'ai présenté d’abord la méthode telle quelle s’est 
offerte à mes recherches , pour ne la réduire que par la suite à son état 
le plus simjile , parce que cette marche conduisoit naturellement à plu- 
sieurs vérités utiles h l'intelligence parfaite de la méthode simplifiée. 

Quoique les règles de la méthode simplifiée soient très - faciles , 
l’analyse qui y mène peut paroître un peu longue. Outre que j’ai donné 
le moyen d’abréger cette analyse , j’observerai que l’apparence de 
longueur eu doit être imputée en grande partie au soin que j’ai pris de 
tout démontrer et de ne rien passer de ce qui m’a paru propre à répandre 
quelque lumière. Je conseille aux jeunes Géomètres qui, dans. la lecture 
de cet ouvrage, seront parvenus jusqu’aux règles, de s’exercer quelque 
temps à les pratiquer , afin de contracter l’habitude d'écrire sur-le-champ 
et tout réduit chaque terme du développement avec tout ce qui y entre , 
pour ne passer qu’cnsuite au terme suivant. Si après cet exercice ils 

reviennent 


Digitized by Google 


reviennent sur l’analyse, ils pourront l’embrasser et en saisir l’ensemble 
comme d’un coup d'oeil. 

'Je n'ai fait aucun usage des combinaisons, que plusieurs Géomètres, 
Leib.vtz entre autres , croyoient propres h ces recherches. Je dois remarquer 
à cette occasion , que la théorie des combinaisons a été beaucoup perfec- 
tionnée par le Professeur IIindenbuhg , qui s’en est servi pour donner les 
développemens des fonctions d'un seul polynôme simple , et ceux des 
produits et des produits de paissances de deux ou de plusieurs polynômes 
simples. Analyse combinatoire de cet Auteur a été embrassée et 
cultivée avec ardeur par les Géomètres allemands. 

Lorsque je commençai ces recherches , les procédés et les notations 
du Professeur Hindenburg ne m’étoient point familières, je ne connoissois 
guère ses écrits que par le titre ; j’ai suivi mes propres idées. Bien éloigné 
de vouloir diminuer le mérite des travaux de cet Analyste , si j’en parlé, 
c’est pour témoigner le cas que j’en fais ; ses procédés me paraissent être 
ce qu’on pouvoit donner de plus achevé sur cette matière , en prenant 
pour base les combinaisons. Mais je ne puis me dispenser d’observer que 
les métliodes de dérivation qu’on trouvera ici , malgré quehjucs points 
de contact qu'elles peuvent avoir avec les méthodes combinatoires, en 
diffèrent dans les principes , dans les procédés , dans les notations. 

Les principes que j'emploie sont plus étendus , les dérivations étant 
liées avec la théorie générale des fonctions , dont elles forment une branche. 

Les procédés que je donne sont plus analytiques. Dans l'Analyse 
combinatoire le calcul des quantités que j’ai nommées polynomiales , 
s’exécute par portions détachées ; on y forme d’abord séparément les 
groupes des lettres , puis séparément leurs coëfBciens numériques. Mes 
procédés , au contraire , donnent les termes entiers des développemens 
par un calcul continu , qui fait trouver è la fois les groupes des lettres 
et les coëfHciens numériques , et qui fait découler les quantités polyno; 
mialcs les unes des autres, toute réduites, et avec tant de facilité qu'il 
n’en coûte guère que la peine de les écrire ; on n’a besoin ni "de tables 
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de combinaisons calculées d’avance , ni de moyens en quelque sorte 
ipécaniques ou fondés sur la disposition des cases de certains tableaux, 
pour former les groupes des quantités polynomiales. 

Quant h mes notations , elles sont simples , expressives et en très-petit 
nombre. 

J’observe encore que les problèmes de développemcns difllciles et 
compliqués , savoir ceux qui concernent les fonctions quelconques de 
deux ou de plusieurs p>olynomes simples , et ceux sur les fonctions d’un 
ou de plusieurs polynômes doubles , triples, sont ici résolus pour la 
première fois ; personne que je sache n’ayant encore donné de méthode 
pour former dans ces cas les développemens complets et réduits. Ces 
matières occupent la fin de l’article second et tout 'l'article troisième, et 
elles exigeoient , si je ne m'abuse, quelque attention et quelque adresse. 

Les articles qui suivent le troisième sont destinés principalement à 
offrir des applications et des usages des formules et des règles trouvées 
dans les trois premiers. ' Ces formules, d'un côté, fournissent de nouveaux 
moyens de résoudre Hifféreris problèmes , qui ne pourroiènt être résolus 
qu’avec plus de difficulté par d’autres voies ; de l’autre côté , elles servent 
à rapprocher et* à réunir sous un même point de vue des solutions 
connues , mais fondées sur des principes différens et présentées sous 
diverses formes. 

L'article quatrième contient l'application des méthodes et des formules 
de dérivation à l’expression du terme général des séries récurrentes, dont 
on connoit l’échelle de relation. 

Les séries récurrentes simples n'ont point présenté de difRculté. De 
l’équation de relation j’ai déduit la fraction génératrice de la série , ensuite, 
de cette fraction , le terme général. Cette analyse , qui est la plus rapprochée 
de la marche ordinaire , m’a paru la plus féconde en conséquences. Les 
dérivations donnent des formules et des développemens pour le terme 
général , 'soit qu’on laisse le dénominateur de la fraction génératrice tel 
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qu’on le d^uit de l'équation de relation , soit qu'on le décompose en 
ses facteurs binômes. 

Les séries récurrentes doubles et triples ont présenté , surtout dans 
la détermination de leur fraction génératrice , des difficultés que j’ai au 
moins fait sentir, si je ne les ai pas surmontées : aussi -bien je ne 
donne la méthode pour les séries récurrentes doubles que comme un 
essai que d’autres efforts pourront porter à plus de perfection ; dans l’état 
oii je l’ai laissée , elle a donné des solutions , souvent assez faciles , de 
plusieurs questions relatives aux séries récurrentes doubles, que Lagrange 
et Laplacb ont résolues par d’autres voies. 

Le retour général des séries, traité par les dérivations, qui fait l’objet 
de l’article cinquième, est une das matières dont je me suis occupé avec 
le plus de plaisir et peut-être de succès. JT ose espérer qu’on la trouvera 
présentée avec plus de généralité et de facilité qu’on n’y en avoit mis 
jusqu’ici; qu’on jugera dignes d’attention le théorème très -étendu que 
j’ai placé à l’entrée de l’article , sa démonstration , et surtout la manière 
dont j’en ai fait découler les différentes propositions sur le retour des 
fonctions et des séries simples , propositions parmi lesquelles se trouvent 
les plus beaux théorèmes qu’on connoisse sur ce sujet ; et qu’on remar- 
quera la facilité avec laquelle les développemens s’effectuent par les règles 
de dérivation. . ' 

Passant de là au retour des séries doubles , j’ai donné des solutions 
nouvelles des cas de Leibniz, Cousin, Lambert; des théorèmes , 
fort généraux ; des formules remarquables par leur symétrie , dont 
quelques-unes peuvent être utiles dans le calcul différentiel. 

Revenant ensuite aux séries simples , j'ai fait voir comment le rappro- 
chement de quelques formules et de divers moyens d’arriver au retour des 
séries , conduit à des théorèmes et à des observations sur les dérivations. 
Je n’ai pu toucher que légèrement à l’usage qu’on peut faire des formules 
sur le retour des séries pour calculer par approximation les racines des 
équations; et je n’ai pu entrer dans l’examen de la convergence de ces 


PRÉFACE. 


viij 

formules : mon but principal ëtoit de considérer le retour des séries 
sous le point de vue des transformations. 

Après avoir considéré les dérivations dans les opérations seulement, 
j'ai supposé , dans l'article sixième , que les quantités variables dérivent 
elles-mêmes les unes des autres; ce qui a lieu dans le calcul différentiel 
et intégral. 

Les formules et les règles des dérivations générales , trouvées précé- 
demment, servent à faciliter la pratique du calcul différentiel, princi- 
p>alement dans les cas où les différentielles des variables sont variables 
elles -mêmes. J’en ai tiré des règles abrégées, tant pour déduire les unes 
des autres les différentielles successives , que pour calculer immédiatement 
la différentielle d'un ordre quelconqiie d'une fonction h une seule 
variable', lorsque les différentielles de cette variable sont elles -mêmes 
variables. J'en ai tiré ensuite , pour les différentielles des quantités et 
des équations à plusieurs variables, des for;nules simples , et faciles k 
développer .ultérieurement ; parmi 'ces dernières je crois pouvoir faire 
remarquer des expressions générales des rajiports différentiels provenant 
d'une équation à deux variables , sans substitutions successives. J'ai 
donné de plus des formules, dont la loi est facile à saisir, pour des cas 
aux différentielles partielles. 

En rendant négatifs les indices, j'ai étendu aux intégrales les formules 
de dérivation ; j’ai remarqué et prouvé par des exemples , que le calcul 
des dérivations en général a son inverse , tout de même que le calcul 
différentiel a pour inverse le calcul intégral. 

J’applique, dans cet article, aux différentielles , aux dérivées générales, 
aux relations entre les différentielles- et les différences (finies), une mé- 
thode de calcul qu'on peut nommer méthode de séparation des échelles 
d’opérations : elle donne le moyen de présenter sous une forme très- 
simple des formules compliquées et de parvenir avec une extrême facilité 
à des résultats importans. Considérée généralement , cette méthode 
consiste à détacher de la fonction des variables , lorsque cela est possible, 
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les signes d’opération qui affectent cette fonction , et à traiter l'expression 
formée de ces signes mélés avec des rmantités quelconques, expression 
que j'ai nommée échelle d opérations , à la traiter, dis-je, tout de même 
que si les signes d'opérations qui y entreut étoient des quantités ; puis k 
multiplier le résultat par la fonction. * 

Cette méthodê me paroît porter au plus haut degré de simplicité, de • 
clarté et de généralité, l’espèce particulière de calcul qui a pris naissance 
dans l'analogie observée par Leibniz entre les puissances positives et les 
différentielles, et entre les puissances négatives et les intégrales ; calcul 
que Lagrange a le premier mis dans tout son jour et étendu considéra- 
blement dans les Mémoires de Berlin pour 1772. Lia méthode de sépa- 
ration des échelles a l'avantage de donner immédiatement des résultats 
dans lesquels il n'y a plus rien à changer, où il n’est plus nécessaire, 
ni d'appliquer aux signes de différentiation les exposans des puissances, 
ni de faire passer les indices d’ordre à l’état d’exposans de puissances 
pendant que l'on calcule, et de changer dans le résultat ces exposans 
en indices. 

Cette méthode des échelles me parolt directe, et ses procédés portent 
avec eux leur démonstration ; elle m’a donné avec une grande facilité 
des formules compliquées et même des théories entières du calcul diffé- 
rentiel , auxquelles on n'avoit pas encore songé d'appliquer le calcul 
fondé sur les analogies , dont il vient d’être question. Je donne une 
partie de ces applications , «le défaut d’espace m’en a fait supprimer le 
reste. 

11 m’a paru résulter de tout cela qu’on abrégeroit d'une manière 
remarquable un traité de calcul différentiel , si dès le commencement 
on y réiinissoit aux règles et aux théorèmes ordinaires la méthode des 
dérivations et celle de la séparation des échelles. 

L'articee septième rassemble, sous trois divisions, plusieurs cas où les 
suites ne sont plus ordonnées suivant les dimensions d'une ou de plusieurs 
lettres , mais où elles procèdent suivant d'autres lois. 
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ÎJL première division contient l'application des formules de dérivation 
au développement des fonctions de polynômes qui renferment des sinus 
et des cosinus , en suites ordonnées suivant les sinus et les cosinus des 
multiples d'un même an^le. Les dérivations fournissent le moyen de 
traiter avec généralité et facilité ce sujet utile dans l'Astronomie. 

En traitant , dans la seconde division , des produits de facteurs en 
progression arithmétique , on n'a pas eu pour but d'étendre la théorie 
de ces produits , mais de la ramener à la théorie et aux notations des 
dérivations. 

La troisième division offre d'abord l'application de la séparation des 
échelles à la méthode directe et inverse des différences. J'ai lieu d^espérer 
que le lecteur sera content de voir avec combien de facilité les théorèmes 
généraux et des formules iinporlantes de la méthode des différences 
découlent de principes aussi simples. En associant ensuite la méthode 
des dérivations à la séparation des. échelles , on obtient encore d'une 
manière simple des formules fort générales, relatives à la transformation, 
à la sommation , à l'interpolation des suites; jiarmi lesquelles se trouvent 
des formules que Laplacb a déduites par une analyse différente du rapport 
qu’il a observé entre les fonctions génératrices et leurs variables corres- 
pondantes, rapport qui est le fondement de son mémoire sur les suites, 
imprimé dans le recueil de l'Académie des sciences de Paris pour. 1 779. 

De là on peut encore tirer la conclusion qu'en réunissant les méthodes 
de dérivation et de séparation des échelles , on poiirroit apporter des 
simpliHcations importantes à un traité de la méthode directe et inverse 
des différences. 

Telles sont les matières traitées dans cet ouvrage ; elles y sont liées 
entre elles par une méthode générale et uniforme , qui invite à de nou- 
velles applications , en même temps qu'elle abrège considérablement les 
calculs, dont la longueur, quelquefois excessive , 'est un des principaux 
obstacles aux progrès de l’Analyse. En rapprochant ainsi les unes des 
autres plusieurs théories importantes et des solutions fondées sur des 
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principes et des mëtliodes diverses, j’ai surtout étë jaloux, pour mieux 
faire sentir futilité du calcul des dérivations , d’attacher à ce calcul 
plusieurs des plus élégantes formules dues à la sagacité des grands 
Géomètres Lagrange et Laplace. c» Ces sortes de rapprochemens , dit 
» Lagrange , sont toujours instructifs , et ne peuvent qu’être très-utiles 
» aux progrès de l’Analyse ; on jieut même dire qu’ils y sont nécessaires 
» dans fétat où elle est aujourd'hui ; car, à mesure que cette science 
n s’étend et s’enrichit de nouvelles méthodes , elle en devient aussi plus 
» compliquée ; et l’on ne saiiroit la simplifier qu’en généralisant et en 
» réduisant tout à la fois les méthodes qui peuvent être susceptibles de ces 
» avantages. >» 

Si quelque chose peut me faire croire que fobjet de cet ouvrage n’est 
pas indigne de l’attention des Géomètres , ' c’est le dé.sir que témoigne 
un tjes meilleurs Analystes de f Angleterre, le professeur Warino, d'une 
méthode dont le but seroit pareil à celui de la méthode des dérivations, 
et qu'il désigne sous le nom de méthode de déduction directe et inverse 
(methodus deductionis et reductionis) ; mais il se contente d’en faire 
mention , sans donner aucun moyen pour y parvenir. C’est par ce vœu 
qu’il termine ses Meditationes analyticœ , Cantahrigirc , lySS, ouvrage 
considérable sur les séries, et le calcul différentiel et intégral. 

Le présent ouvrage est la suite de mes recherches sur la vraie théorie 
du calcid différentiel, que je finis au commencement de l’année >789. 

On peut distinguer deux sortes de principes dans le calcid différentiel. 
Les uns se rapportent nu passage des quantités discrètes aux quantités 
continues, c’est-à-dire qu’ils concernent ce qu’on nomme la méthode 
d’exhaustion des Anciens, ou celle des limites ou des infiniment-jietits : 
les autres concernent les règles pratiques pour former les différentielles 
successives; ceux-ci tiennent aux dérivations. J’ai traité deS premiers 
dans un mémoire envoyé, au printemps de 1789, à f Académie des sciences 
de Paris , et auquel j’ai donné le titre ÿ Essai sur de nouveaux principes 
de Calcul différentiel et intégral , indépendant de la théorie des iifi- 


P R ÎE F A C E. 


xi) 

himent- petits et de celle des limites (*). Ce travail me fit faire des 
réflexions sur les principes de la seconde sorte ; j'en vis naître di's-lors 
les premiers germes des idées et des méthodes qui , développées et éten- 
dues, font la matière du présent ouvrage. Comme Lagrange a bien voulu 
faire mention de mon premier travail dans sa belle théorie des fonctions 
analytiques , et que Lacroix l'a cité à la page Syo du premier volume 
de son traité de calcul différentiel et intégral , sans qu'il ait été imprimé 

(*) Ce mémoire étant encore manuscrit, on me permettra d'indiquer les principes 
qui y sont répandus, et sur lesquels je me suis fondé pour donner à la théorie du 
calcul différentiel la rigueur et révidence de l'Algèbre ordinaire. 

I. Si l’on a une équation entre des quantités qui dépendent d’une 'variable, 
et d'autres qui n’en dépendent pas et demeurent toujours les mêmes ; et 
que l’équation ait lieu pour des 'valeurs quelconques de la variable ; les 
termes indépendans et les termes dépendans de cette variable seront sépa- 
rément égaux entre eux. 

Ce principe, qu’on peut appeler principe de la séparation des quantités indépen- 
dantes, est le fondement de la méthode des coëlEciens indéterminés. 

II. Si Von a une fonction quelconque de'x, qu’on y mette x -f- tsx à la 
place de x, et qu’on la développe en une série ordonnée suivant les puissances 
de tsx , de cette forme .* 

fflx pSx -H H H ^5 (A«)i -1- etc.; 

les coëfficiens p, q , r, s , etc. seront des fonctions de x, qui dérivent les unes 
/ des autres par la même loi et le même procédé par lesquels p dérive de (px. 

Ce principe, ainsi présenté, est dû à Lagrange, qui l’a publié dans les Mémoires 
de Berlin pour 1772. 

Si l’on fait abstraction des dénominateurs numériques; les second, troisième, qua- 
trième termes de la série précédente seront les différentielles première , seconde, 
troisième de la fonction (px. Ainsi les différentielles sont des portions de différens 
ordres de la*différence (finie). 

III. Toute fonction de x -f- Ax peut toujours être développée en une 
série qui procède suivant les puissances entières de t^x , si l’on suppose à x 
une 'valeur générale. . 
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jusqu’à présent; on ponrroit être tentë de confondre les doux ouvraf^es. 
J'avertis donc qu’ils n’ont entre eux rien de commun ni pour le fond 
ni pour les détails. Je prie les Géomètres de recevoir avec indulgence 
celui que je publie présentement, et de pardonner, à raison de la com- 
plication des matières que j'ai tâché de simplifier, les fautes qui auroieut 
pu m’échapper. 

Cet ouvrage est annoncé depuis long-temps , et il y a plus long-temps 

Il y a cli-s fondions où, pour certaines valeurs particulières de a;, les coefficient 
de la série deviennent iiifihis , et partant le développement en série devient impos- 
sible ; mais ces cas font exception au calcul dilTércntiel , qui se trouve alors en défaut. 

IV. Dans le développement de (p(x Aæ) on peut toujours prendre pour 
A a; une •valeur finie et assignable , assez petite pour qu’un des termes quel- 
conque de la série soit plus grand que la somme de tous ceux qui le suivent. 

Je n'ai jamais fait évanouir aucun terme de la série, aucune dilTércnticllc : quelque- 
fois je n’ai pas considéré la fonction comnte développée en entier ; j’en ai arrêté le 
développement apres un petit nombre de termes, mais en tenant toujours compte du reste. 

V. Soit une courbe quelconque , dont l’ordonnée y , qui répond à l'abscisse 
Æ-+- Ax, soit représentée par la série 




d^ 






etc. 


\.i.dx^ v'-'—y ' 1 . Q . 3 . dx^ 

qu’on développe pareillement l’ordonnée u' d’une autre courbe, dont F équa- 
tion, donnée et rapportée A la même ligne des abscisses, contienne un nombre 
n de constantes i l'abscisse correspondante à u' étant r-l-AS, erAr = Aa>, 


du 


AJ5 


d^u 




d^u 


^(A*)î 


etc. ! 


dt ' 1 . 9 ' X .‘l.'i.dt^ 

si Ton détermine les n constantes de la dernière courbe par les équations 
du d'y d*u d^y d*-'u d*-^y 


au a y a^u 
** — y • TT • — J T • T7TT — 


etc. , 


hx*-' 


dt' dx’ dt* dx* ’ ' dt*-* 

cette courbe ainsi déterminée sera de toutes les tourbes de même pâture 
celle dont le cours approchera le plus du cours de la pretjiière , de manière 
qu'il sera impossible de faire passer entre ces deux cours celui d’une autre 
courbe de même nature que la seconde. 

£n particulier ; en faisant n = y , la seconde courbe et la première passeront par 
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encore que l'impression en est commencée ; elle a été interrompue 
plusieurs fois par différentes circonstances. J’espère qu'on aura lieu 
d'étre content de l'exactitude de l'édition ; et à cet égard je dois témoi- 
gner ma reconnoissance à Français, Professeur de Mathématiques à 
Colmar, qui a pris le soin de vérifier mes calculs et de m’aider dans 
la correction des épreuves. 


un mime point ; en faisant 


du dy 

''-ST = -5r ’ 

du 


seconde courbe sera tangente 


> . ». -- dy d'u d'y 

a la première ; en faisant u ■= y , , et , la secondé courbe 

sera osculatrice de la première ; de sorte que le contact deviendra d’autant plus intime 
qu’on égalera entre eux un plus grand nombre de termes dans les deux séries. 

De là découlent, comme cas particuliers, les formules des soustangentes, sousnor- 
males, rayons osculatcurs , celles pour les points d’inflexion , pour les développées, etc. 


VI. Si l’on a trois expressions ordonnées suivant les puissances de x ou 
de ^x , 

U = a h.tsx -4- c(Ax)* -4- r/(Ax)* -4- 

V = a' -f. If.tsx -+- c'(A^)» -H </'(Aæ)* -f- etc. 

TV == a" -4- If'.Sx -4- c"(Ax)* -4- <I"(Ax)* - 4 - etc. ; 

et tfue, sans connaître la valeur de , on sache quelle est intermédiaire 

entre celles de U et de TV, c’est-à-dire plus grande que T une et moindre 
que T autre ; si les deux séries extrêmes ont un certain nombre de leurs 
premiers termes, égaux entre eux , la série de T'' aura le même nombre de 
ses premiers termes égaux aux termes correspoytdans des autres séries. Si 
Ton a, par exemple , a = a" , b= b“ ; on aura aussi a' = a, U ■=. b. 

On peut &ire un grand usage de ce principe : il m’a donné d’une'maniére rigoureuse 
la différentielle de l’aire et celle de l’arc d’une courbe quelconque , tant pour le cas des 
ordonnées paral^les , que pour celui des ordonnées qui partent d’un même point , etc. 

Il me semble que j’ai fait yoir le premier, d’une manière développée, qu’au moyen 
de la réunion de ces principes, l’on peut traiter le calcul différentiel et intégra), et 
notamment ses applications aux courbes, sans rien faire évanouir; et c’est en cela 
que la méthode des anciens Géomètres se distingue principalement de toutes celles 
que postérieurement on a cherché à y substituer. 
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TABLEAU DES notations principales, 
employées dans cet ouvrage, avec T indication des numéros où Ton 
en fixe la signification. 


DM MC on a obligé d’iniroduirc quelques signes nouveaux , il peut arriver 
en voulant prendre une formule quelconque de cet ouvrage , l’on ignore ou l'on 
oublié la signification des notations qui y entrent ; l’objet de ce tableau est de 
faire connoître ou de fiiirc retrouver celte signification, sans perte de temps. 


O , signe des dérivations n.” 3. 

S , D. , différence entre n sans point et avec point n.°* 3 et 9. 

P’. P*-. ’ "•* 39 - 

p'-"'". , p'".p'"«. P»*. . . . n.® 111, 

P".p'*. , n.® i 3 o. 

’*P° » ''P” P" » ■ n.® i 53 . • 


P"P'*-P’''' I P*P''-P’''-P'’'' » n.®* 161 et 166. 

8 , S* , 8>* , 8'» , au lieu de Vf-' , B“* , D*“* , D“‘» , .... n.®‘ 36 et 391. 


= , BM">-f-, n.®4aa. 

d , signe ordinaire de la différentiation , n.®' 1 et 35a. 

. n.® 35 a. 

d'i, d.' , d-* n.® 371. 

y= d~* , signe ordinaire de l’intégration ; y* = d“* , . n.® 384. 

® . §’ » . $"• n.» 35 a. 

Ji'., d.‘, a..', a>.. , a.‘. , a..*., n.® 376. 

/*/*»/•>/*•> au lieu de a-« , a-® , a->. , a-*. „.o 38^_ 

A, 2: , signes ordinaires des opérations qui donnent la différence et l’inlégrale-somme. 

> n.® 409. 

E , E» , signes des états variés n.® 44 a. 

' ’ ’ 444 - 
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Lonqu^on a employé des lettres franroiset comme caractéristiques) on les a presque 
toujours prises de caractère romain) pour les distinguer des lettres de quantités) 
qu*on a mises en italique. 

Quelquefois ) lorsqu'on avoit plusieurs séries différentes ) on a désigné par des lettres 
allemandes les coëfliciens de quelques-unes d'enlr*clles , afin de donner aux calculs 
plus de symétrie et de simplicité; fnais on ti'a jamais employé ces lettres comme signes 
d'opération ou comme caractéristiques : on a cru que les lecteurs François éloient 
suffisamment familiarisés avec les lettres allemandes par fusage qu'en a fait Ecler dans 
ses principaux ouvrages ) tant latins que François (voyei entre autres les Mémoires 
de Berlin, pour 1760). Au reste, voici les alphabets allemand et François mis en 


parallèle 

) pour 

ceux 

qui 

Mroient dans le cas 

d’y 

recourir. 






b, 

«, 

b,- 

«, 

f. 

S, 

b. 

1, 

t, 

1. 

nt. 

", 

a, 


c, 

d. 


/, 

gt 

A, 


A, 

It 

m, 

", 

». 

♦>, 

q. 

r. 

«, 

t. 

U, . 

», 

. », 

ï. 

V, 

) S 


0, 

Pt 

Çt 


*t • 

t, 



w. 

Æ, 

J't 

a; 


SI, 

as, 

Œ. 

®, 

G, 

g, 

®, 

S}, 

3 , 

S, 

i, 

®l. 

91, 


B, 

C, 

Dt 

E, 

F. 

G, 

Ht 

■/, 

E, 

E, 

M, 


c, 

V, 

Û, 

K, 

®, 

X, 

U, 

B, 

iS5, 

ï, 

V, 

3 . 


0 , 

Pt 

Qt 

B, 

>s, 

T, 

U, 


W;. 

^t 

rt 

Z. 
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FAUTES A CORRIGER. 


Page a 3 , ligne 5 , car il n’y a que ce terme , lisez car ü n’y a qu’un terme 
pareil. 

Page 40, ligne 4 en remontant , de n qui affecte y, lisez du n avant y. 
Page 44^ lignes 6 et 7, mettez ■+■ etc. à la fin des premiers membres. 
Même page, ligne 26, lisez 6 oÇ 5 y»J. 

Page 66 , ligne i , p’ïp*, lisez p*<pC. 

Page 1 3 7 , ligne 1 3 , c’*’' , lisez c’'”' . 

Page 140, ligne 10, <P», lisez <f)a. 

Page ao8, ligne 4 en remontant, cci'~' , lisez ai'-'. 

Page a 3 o, ligne a du n.° a 5 î , , lisez. ExA. 

Page 3 1 a , Hgtte 8 en remontant , dx* , lisez d x* . 
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CALCUL 


DES DÉRIVATIONS. 


ARTICLE PREMIER. 


Méthode facile et générale pour développer en séries des fonctions 
quelconques de polynômes, et pour calculer un terme quelconque 
du développement indépendamment de tous Us autres. 

J B suivrai dans l’exposition de ces recherches la voie même que j’ai suivie en 
les faisant ÿ et je ne réduirai la méthode que graduellement à l’état le plus 
simple. 

S- 

Exposition et premier état de la méthode. 

1. Soit F(« + o;) une fonction quelconque du binôme es 
qu’on peut développer cette fonction en une série qui procède suivant les 
puissances de x , de cette forme 

F(«-l-a;) = n + hx-^-f-x^ H ^ % — etc. : ...(i) 

' ' . 1.9 1 . 9.3 1 . 9 . 3. 4 

on sait aussi que a= Fes; que h dérive de a ou de Fes, c de i, d de c, etc. 
nar la même loi ; de sorte que , si on connolt la manière de faire dériver b 
Ue a ou Fit, ou saura aussi faire dériver c de £ , de c, et ainsi de suite. 

2. En désignant par d l’opération qu’il faut faire sur Fes pour en déduire b , 
il est clair qu’on aura b = nFes , c - — onFes = d’F« , d = d^Fis , etc. 
Ainsi la série précédente (i) peut aussi s’exprimer de cette manière : 





-f- 


n’Fe 


1.9 




D^Fes 

îTâTs' 


etc. 


•(») 
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Je prends pour la caractéristique des dérivations qu’on considère ici, la 
petite capitale d , de caractère romain , parce qu'il est nécessaire de distinguer 
ces dérivations des difTérentiations auxquelles Lbibmiz a consacré le signe d. 


3> On sait de plus, par le calcul dilTérentiel, que, si l’on regarde et comme 
la variable ,‘ on a 

dJF» 

etc. , 


= ZT’ 




d*F« = 


(d«;^ ’ “ (d«)^ 

où da est constante et arbitraire ; on peut donc faire d<a = i , et dans cette 
supposition on a simplement DFoe= dF«, D''>Fa = d’F«, d^F» =d^Fa, etc., 
et les règles des dérivations sont les mêmes que celles des difTérentiations. 

Soit, par exemple, F(«+^) = a F« = logai, d'où, en faisant 

dac = 1 , à^et = O , on tire ^r dérivation 

D log« = *-*:d« = <»-• , D»log« = D«-« = — D^logai = 

iJ(— !.«-«)= i. 2 .«-ï, Dilog« = D(i.9.«~®) = — i.9.3.«-<, etc. Donc 


4og(« +x) = lo^et-h~x — 




etc. 


Si l’on avoit à développer F , on n’auroit qu’à changer dans ( 3 ) x en 

Cx , et en détachant les S des x , on trouveroit 


F(«+fx) = F« 


n>F«.e* 


D^Ffl(.C* 


xî ■+• etc. 


(3) 


t 1.8 1.9.3 

Mais on peut aussi regarder les C de ce développement comme provenant des 
opérations faites sur F«. En effet, supposons que a soit une fonction fa. d’une 

dF,a dfa 

rr"37 = 


variable a, telle que dfa = Cetda = i; alors dFoc devient 
dFa 

dfa = DF«.ufa. Comme ici nfa = dfa doit être = Ç, et n»fa — 

ait 

d*fa = o , il sufSt de supposer fa = Ca , ff étant constante. 

Pour distinguer cet état de dF« du premièr , où d« = 1 et u« = i , nous 
mettrons un point après le d, nous écrirons n.Fct pour dF«.Ç, et nou# 
dirons que n.F» est la dérivée de Fa, a variant et ayant n.a = C = dfa 
pour dérivée; tandis que oFa sans point après n est la dérivée de Fa, a 
variant et ayant oee= i = da pour sa dérivée. 

Si l'on fait sur s.Fa = oFo.n.à = oFa-C la même opération qu’on a laite 
sur Fa*, on aura, n.a = C étant invariable, u'.Fa = n.)[oFa.D.a) = 
»«Fa.(n.a)' = u>Fa.C* ; ensuite u^.Fa= u.jD»Fa.(D.a)’} = n’Fa.(i>.a)* 
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£= d^F«.C^, et ainsi de suite; de sorte que la série ( 3 ) s'exprime aussi de 
la manière suivante : 


F(« + ex) = F» -4-^x 


d».F« 


dS.F* 


X* -i- etc. \ . . .(4) 


i.a 1.9.3 

En opérant ainsi sur log«, par exemple, on trouvera 

€ e* " e* e^ 

log(as ex) = log« H X -Xt -+■ r^x* rx4 etc. 

^ j/w* Afitl 


3 «î' 


4 »' 


4. Si l’on compare cette manière de développer les fonctions des binômes 

avec celle qui est en usage dans le calcul différentiel , on verra qu’elle ep 
diffère en ce que nous prenons a pour la variable et que nous mettons pour 
D.« le coëOicient que x a dans le binôme « -t- €x. '■ 

5 . Pour passer des fonctions des binômes à celles des polynômes, prenons 
de chaque membre de (4) la fonction (p; nous aurons, d’un côté, 

<pF(«-t-ex) = q)(F«-H?^x -H iï^x» -+- -t- etc.); 

I 1*3 1*3*^ 

de l’autre , en mettant dans ( 4 ) 9 F au lieu de F , 


<pF(«;4-ffx) = <pFet 


o.<pFct 


D*. <p F * i>*. ^ F « 


1 1.9 1.9.3 

Donc, en iâisant Fet = n, d. F« = o.a, d>Fs = n'-'.a , etc. , on a 


etc. 


, D.a 

^(a H X ■ 


D’.a 


etc. ) = (pu - 


D.<pa^ D'.(pa 


■ etc. 


,.( 5 ) 


1 1.9 ' 1 1.9 

11 s'agit de trouver les développemens de o.(p<z, n’.^a, o^.<pa, etc. 

11 est visible d’abord, par le n.° 3 , que B.(pa = j><pa.D.a; mais ici,o’.<z, 
D^a , etc. n’étant pas zéro , o*.(f)a , D^.(pa , etc. ne sont plus égaux k d>^(I.(d.<i)>, 
D^^.(o.a)3, etc. , et il est clair qu’il faut y ajouter les quantités qui proviennent 
de D.a , o'.a , etc. variables. 

Pour trouver D*.<pa , il faut faire sur D,<pa = D<pa.B.a la même opération 
qu’on a faite sur (pa pour en déduire o.(pa , mais en considérant o.a comme 
ayant n>.a pour dérivée : or les signes d et d étant ici sujets aux mêmes 
règles, on aura u^.(pa = n.(D^a.D.a) = d^<9 x n.(D.a) + D.(D^)xn.a 
— n^iz.o*.a -I- t>*<pa.(p.a)* ; on aura pareillement o\<pa = D.-(o'.(pa) = 
j>.\o(pa.D‘‘.a H- D*(pa.(D.a)'j = s.^a.n^.a + -4- 

9 '^. 9S.<i.D*.a + B^lf)a.{p.ay = D(pa.D^.a + 3n>^.o.a.D’.a + D^<Pa.(D.a)^; 

et ainsi de suite. On voit donc que les coëfficiens des différentes pubsances 
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de X, dans le développement do second membre de (3), dérivent les uns des 
autres et du premier terme «pa, toujours par une même loi uniforme, et qui 
est encore la mémo au fond que celle par laquelle se forment les termes 
successifs du développement de F(« -H ar) » U n’y a de différence qu’en ce 
que dans F(» + x) la dérivée d» est = i , tandis qu’ici la dérivée u.a est 
variable et a elle -même D'.a pour dérivée, et ainsi de suite. 


6. Mais si le polynôme a b,x x’ -l- 


— x5 -t- etc. est tel 
1.9 1 . 9.3 

que b ne dérive pas de a, ni c de ^ , ni d de c, etc. ; b, c, d, etc. étant 
des quantités quelconques , qui ne sont liées entre elles par aucune loi ; alors 
on n’a qu’à feindre que a, b, c , d , etc. dérivent les unes des autres , et 
l’on aura encore 

c d 

a(a ■+■ b.x H X» H r-xî etc.) = 

....( 6 ) 

n*. <Ba. n^.<Da , 

0a -I- D.0a.x -) — — x“ -I -^^x^ -f- etc., 

^ ^ 1.9 1 . 9.3 

pqurvu qu’aprés les dérivations effectuées on change o.a en b, n>.a en c, 

u^.a en d, etc. 

En effet , avant la substitution de £ à la place de n.<z, de c à la place* de n'.n, 
etc., le développement du second membre de.(6) coïncide avec celui du 
second membre de (3) ; or, après le développement tout l'effet de la dépen- 
dance des quantités o.a , o'.a , nKa , etc. est produit, et on peut alors les 
considérer comme indépendantes; c’est-à-dire qu’on peut mettre après les 
dérivations dans les deux membres de (3) ^ au lieu de d.<i , c au lieu de 
o\a , etc. On a donc le théorème suivant : 

Pour développer la fonction 

C ' d ' 

0 (a ^ l>.x -i- — x‘ -h 7-^*5 -I- etc. ) , 

<j , b, c, d , etc. étant quelconques , en une série de cette forme 
CD. A, 


B.x 


■X» ■+■ 


etc. 


-X» 


etc.; 


1.9 1.9.3 i. 9 . 3 ....n' 

on aura A '= 0a , B = n. 0a , C — v‘.0a , et généralement A, = d*. 0a , 
en faisant varier a.a dans les dérivations et mettant b pour n.0 , c pour o^.a, 
d pour D^.<i , etc. après les'dérivations effectuées, ou en faisant successivement 
dans les dérivations v.a — b , d. & = c , s.c = d, etc. 

7. l^s 
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7 . Les polynômes se présentent rarement sous la forme v. 

t c . d , 

€i Ux ■ wC* J; H — etc* 

1 . <X 1 . 3. 3 

c’est-à-dire, avec les coëOIciens numériques — -—x< \ — » etc.; 

^ 1. a’ 1. 3. 3 1 . 3 . 3. 4 ’ 

communément ils manquent de ces coelBciens et ont la forme suivante 
ec Sx yx‘ -4- Jx’ -f- etc. ; 

on suppose aussi communément > 

<P(ct -i- Sx -h yx' -4- Jx’ -4- etc. -4- «,x* etc.) = 
yi H- £x -4- Cx* ■+■ Dx* -I- etc. -4- -H etc., 
et, et A, désignant les coëHiciens après les quantités « et A respective- 
ment. 

Pour faire usage de notre méthode , on pourvoit mettre ces séries sous la 

forme précédente, et écrire 

v' V et' 

<P(ae H- ffx -H A— -4 ç x’ - 4 - etc. H :: — x" -h etc. )=' 

1.3 1 . 3, 3 1. 3 ...n ' 

A Bx -h X* -H T x’ -4- etc. H ^ X” -4- etc. , 

1. 3 1 . 3 . 3 1 . 3 ... n ’ 

en supposant ‘ 

y' = 1.3 y , V 1^3.3 (), etc. ci, = 1 . 3... n <*,, 

C= 1.3 C, £)' = i.3.3Z),etc. A’,= \.i...nA,% 

on feroit ensuite les dérivations , et , après avoir obtenu les résultats , on 

remettroit 

1.3 y pour y', 1.3.3 ^ pour J*, etc. i.3.../>«. pour 

1.3 0 pour O, 1.3.3 Z) pour D\ etc. \.i.,.nA, pour A\. 

Mais on n a pas besoin de ces détours ; il suffit de faire les dérivations sans 

avoir égard aux coèfficieiis numériques mettre 

ensuite 

f pour D.w , 1 . s.y pouTD'.s , I. 3 . 3 (t pour d’ .« , etc. i.3.«n«„ pour n'.a, 

^^ourn.^, 1.3 C pour r»*.y^ , i. 3 . 3 Z3 pour n’.y^, etc. i.i...n.A.fOur a’.A i 

car il est visible que ce second procédé revient au même que le premier. Ce 
qui donne cet autre théorème: 

B 


\ 
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■r Théorème. 

Soit 

(p(a -+- f.c -t- yt* -H Sk' ■+■ etc. -1- a..r.’ -+- etc.) 
une fonction quelconque d'un polynonie quelconque ; pour la développer en 
une série de cette forme 

A -f- £x -H Cx* •+■ Dx -H etc. -t- A^x" -f- etc. , 

on aura 

A =. ^ U pour le premier terme , 

X).A = B. (pi* pour le coefficient du second terme ; 
ensuite n'.A = »*. <p« donnera le coëlficient du troisième ternie, 
v}.A = u’.(pw donnera celui du quatrième, 
et en général ^ 

v'.A = donnera le coefficient de x* : 

pourvu qu'nprès avoir fait les dérivations , on mette dans les résultats 
C pour D. « , 1 . 2 y pour u*. « , i. 2. 3 i pour d’. *, etc. , i.2.../i«„ pour u*. «; 
B pour Tt.A, 1.2 6' pour a'. A, i. 2. 3 Z) pour n'.Ay etc. , 1. 2... «yZ.pour o'.A. 

Corollaire. 

8. Si l'on calcule successivement les valeurs des coëlficiens A, B , C, etc, 
et qu’on fasse chaque fois les réductions, il suffira de mettre simplement 
iCpouru.a, 2ypouro.f, 3 d pour d. y , etc. , pour d. , 

B pour D.yZ , 2C'pourD.Æ, 3Z? pour n. C’, etc. , pour d. 

En effet , puisque de cette manière d. y, par exemple, = n j d. i> a d*. «= 

= -i— d’.46 , on a 3j = — ^ n’. x et 1. 2. 3 <î^ d’.« ; de sorte qu’on subs- 
1.2 1.2 '1 

titue équivalpmment de cette manière 1. 2. 3 la place de d’. «, et ainsi des 

autres. 

11 est visible que le coëlficient numérique qu’on met devant la lettre qu'on 
stibstitue, est le nombre qui compte les dérivations que l’on a faites sur 1a 
lettre primitive x ou A. 

g. Lorsqu’on effectue les développemens , on peut se dispenser d’écrire des 
lettres affectées du signe n , en écrivant sur le champ celles qu’on doit lear 
substituer avec les coëfficiens numériques convenables; mais dans ce cas il 
est nécessaire de faire observer aux coëfficiens des puissances x*, x', x’, x’, 


s 
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etc. un certain ordre , par exemple l'ordre alphabétique , ou de les marquer 
par des indices ; il est avantageux que le nombre qui exprime l’indice soit le 
. même que l’exposant de la puissance de x, à laquelle le coëfHcient appartient. 


> 0 . Quant aux régies qu'il faut suivre pour développer les dérivations indi- 
quées par D.<pa, o^.<px, etc. ; elles sont, pour les cas que nous traitons, 

les mêmes que celles que prescrit le calcul dilTérentiel pour elTectuer les 
difTérentiations d.<p«, d*.<px, d^.^os, etc. en regardant « comme la variable, 
et d«, de même que d^ae, d^«, etc. , aussi comme variables. Ainsi, comme 
nous sup[)osons la connoissance de ces règles , nous n'entrerons à cet égard 
dans aucun détail. 

Observons seulement que nous mettrons toujours à l'avenir une différence 
entre les notations d^, etc. sans points, et celles-ci, D.<p«, D’.tpce, 

D^.^ae, etc., où le signe d est 'suivi d’un point. Voici en quoi elle consiste. 

Puisqu'on a 


d.(pa = ^pxd«, et d^tpa! = X d^ae -t- X d«’ 


etc. , 


afin d'éviter les expressions fractionnaires, nous désignerons 
d<p« d^^ae d^0« 

"dT’ 


-, etc. , simplement par n^as, n’fpae, n^<pa, etc., 


d a«^ d <»* 

sans points : ces quantités sont la même chose que les différons termes du 
développement de (p(x + >)> û l'on fait abstraction des coëfEciens numé- 
riques , car en supposant x p= i dans le n.” 9 , on a 

I _ 1 


<p(as I ) = (pas -t- nÇjat ■+■ 


■o’<px 


1.9.3 




etc. 


Ainsi n^(P« , etc. indiquent les dérivées successives de (p« dans 

le cas où la dérivée de la variable «, c'est-à-dire oa, est constante et égale 
à l'unité. 

Les expressions o.Çee, au contraire, indiquent les développemens 

Dtp* X n. as. Dtp* X D». as ■+■ D’<p* X (n. «)% 
où la dérivée de at , savoir u.« , est variable et quelconque , développemens qui 
deviennent par notre calcul 

D(P<* X ?, Dtp* X 1 . 9 y D»<p« X f*. 


En un 


D^(p* 
1.9 ’ 


etc. .sont les coëfEciens des termes successifs 

* 
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du développement de (p((c -f- x) ; et (p» , d. (p«, ° , etc. , les coëfTiciens des 

termes successifs du développement de (p(« ffx -f- yx’ -f- ixi etc.). 

On se servira aussi du point pour marquer jusqu'où s'étend le signe i> ; 
ainsi, dans D.^ae*&, o(pet.y]/a, D.(p«.D.\|/a , le point après (p« marque que le 
signe D avant <pet n'alFecte' plus â, ou ypa, ou D.^/a. D'autres fois le point 
est employé à la manière ordinaire , pour distinguer les düTérens facteurs ou 
les grouppes de facteurs des produits. 

11 . Nous nommerons le premier terme <p» du développement, ou celui 
dont on fait dériver tous les autres , origine des dérivations. 

Quand ce terme est donné , et qu'on a examiné lesquelles des quantités qui 
y entrent sont fonctions d’autres quantités, le reste ne demande plus d’autres 
raisonnemens ; tout se réduit alors à une suite d’opérations assujetties à une 
marche régulière et uniforme. * 

Quelquefois la loi des dérivations devient plus sensible , si l'on prend le 
second terme pour origine des dérivations. 

Si le premier terme os du polynôme avoit une valeur particulière , comme 
s'il étoit égal à l'unité , ainsi que cela arrive quelquefois , l’origine des déri- 
vations deviendrait (p i , expression qui ne seroit pas commode pour en déduire 
les autres termes : on mettroit donc à la place de i une quantité qui auroit 
une valeur indéfinie , comme et ; sauf à remettre , dans les résultats , au lieu 
de « sa valeur particulière. 

• 

12 . Il est temps de passer à des exemples, pour éclaircir tout ce que nous 
venons d'exposer , et pour montrer la facilité de notre méthode. 

Exemple I.“ 

On propose de développer la fonction 

log(« -f- ffx -+- yx» -f- Jx* -t- *x4 ^x* -h etc.) 

en une série de cette forme 

A ■+■ Bx -4- Cx^ - 4 - Dxî -t- £x4 + Fx^ -4- etc. 

On aura d'abord A = loga , parce que , x pouvant avoir des valeurs 
quelconques, les quantités indépendantes de x doivent être égales entre elles 
séparément. De ce premier terme nous allons déduire tous les coëfilciens 
C, D, etc. par de simples dérivations, d'après ce qui a été dit n.” S et 
siüvans. J'en mets ici tout le calcul sans rien abréger. # 
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A = logée ; de là l’on tire par dérivation , 

B = s. Iog« = = «”'•?; faisant une nouvelle dérivation, on a 

qC = D. = «“*.2v — x^*C€% réduisant ' * 

C = ot^\y delà, par dérivation, 

^ f 

3Z) = 3() — ee~'Cy — . îffsy 4 - C. ff‘, et réduisant, 


3 


D = ce '-i — “â”' * ’ 

£ = — ?Ç(îe<r H- y*) ^5Ll.3e*y — 


!.. I ». 


4E=«-^ 4* 9y-)H-^’f.ieV-HÇ’-3rîy - 


a 

4 


5F = ee~'-5^ — <*"”f « — ’l-iyi -H oy3j)--+i -+- y*) 

-t-îÇi(3ff»3^-|- 9.3ffîy*) — 2^C3?'y _?^.4e.9y -H 




et ainsi de suite. 


(sffg •+• ’^yi) OS'i -H 3fy’) — 4f 'l' “» — 7y~‘ f '» 


i3. La même méthode donne encore , avec une grande facilité , les coëf- 
ficiens A , B , C, D , etc. én termes récurrens, c’est-à-dire , par des formules 
dans lesquelles entrent les coéinciens précédens ; formules qu’on obtient ordi- 
nairement par la méthode des coëfliciens indéterminés, ainsi, qu’on peutde 
voir dans le calcul différentiel d’EuLsa , chap. viii de la a.* partie. Il suffira 
ici de regarder A et ses dérivées comme indépendantes de et et dç ses dérivées, 
c’est-à-dire, comme n’étant pas fonctions les unes des autres. 

Dans l’exemple précédent, on a A = log« ; d’où l’on tire par dérivation, 
D. A = en multipliant par «, cto.A = n. «, ou bien etB z= S, 

équation qui sert d’origine aux dérivations, et de laquelle on déduit ce qui suit : 

Dct -1— ï L'ff -f- ^ B y =: if 

4 £«-f- y. 3D^-t— y C’ay—H j.aCy 

-4— j B 3 S = 4 s < 

£« i£>e-+-56'y-4- 

etc. 

C 


A =3 logae; 

B a = Ci de là par dérivation , 

9 C'« -t-£C=sy,et rédui.sant. 
Cet -î- jBC != y i , 

3D«-»~ Ce-hi.iCC-t-iBs,y=3j, 
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De là on tire , en transposant 


yl =,loga; 
B 01'= Q \ 

Coo = y — j 


D« = J — |Æy — iCff; 

Eu. = É — — J6'V - 

etc. , où la loi est facile à saisir. 


Exemple II . 

* * * 

i4- On dem.indc à développer la fonction 




yx* + Jx’ 


*x 




etc. 


loge étant = i , en une série de cette forme : 

yi B X -k- C'x* H- Dx’ -t- £x* -t- Fx' 


etc. 


On aura A =. cf •, de là on tire p.ir les dérivations successives : .. 

A = é*\ ' 

B = 

>5 0 = e*.ay-t- e*C.C, • , 

C = e .y 


oc 

1.2 


3i> = é^Q.y 4- — .Ofly -4- — 

' 1.2 ' 1.2 

D — — .5ffy : 

1. 5 ' 1.5.3 

Ci oc et 

■^£ = e*.4*-4-e“C•.<r^-- (5f3<f^-5.5y*)-t-- e5CyH— f-^3r2y-+--^ 

£ = e*.a -H ^ ( 2 fJ -+- y*) -4- 3ff‘y -H 7 -^ 3 --?*; 




i'£. e I. 5 ^ -t” e C £ -H >j— j. (sff 4 * - 4 — 5.5y(f -f- 5y 3j) -H— ^ f (5 -H y’) 

+ &3 <«■»+ ’-»Ov>)+ C. 3f V + • (f 6f >, 

et OC oc oc 

£=e“.^^^(5&-t-5yJ)-h^^(3ff*^-H 3fy’)-H 
et ainsi de suite. 
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i5. Si l’on vent C€ilculer les coêlTiciens A, B , C, D etc. en termes récur- 
rens, on les trouvera avec la plus grande facilité. 

On & A = e* •, d’où par dérivation B = et, en mettant au lieu de 
e* , B ■=■ AÇ. 11 sufBra de continuer les dérivations, et l’on aura 


A 
B 
1 C 

c 

3£) 


= AC; 

= A iy -i- BS, 

= Ay ^ {BSi 
= Aij-+- By -i-^B-ly i.îCf, 


Z) = A J -4— J B y “4— -J Oc J 
\ IL = A 4a -4- B ^ -4- ^B 3^ -4— a Oy 
-+- .j Cay -4— J. 3 DS, 

F. = -:Cy-4-iZ)C; 

etc. , où la loi est manifeste. 


Exemple III. 


i6. Soit proposé de convertir 

sin(<* - 4 - Sx -4- yx* -4- Sx -4- «x -4- ^x' -4— etc.) 
en une série de cette forme : 

A -+- Bx -4“ Ox* H— D .t4~ F X* .-4" Fx^ etc. 


On aura d'abord A = sin* , qu’on considérera comme l’origine des déri- 
vations. De là on déduira ce qui suit : 

A = sin^e j . 

B = cosae-C; 

a C = cos«. a y — sin*. C*, 

sîiiûf _ 

C = COSt». V — — 

' 1. Q ' 

3D = cos^ 3J — sin«C.y — ÜIÎ?,aC2v — — C. CS 

' I. a 1.2 


D = cos», d — — . îby 

1.2 ' 1.2.3 

iE = cos». 48 — sin»C.i — ^^(2^3jH-2.2y*) — ^^-^ 2 fiy- 


2 

COS» 


sm» 
1. 2. 3 


c.c». 


E =; COS*. 6 

et ainsi de suite. 


sin* , ,, cos* , 

_ y.) _ 3C»y 


sin» 

1. 2 . 3.4 


cos» 

1.2.3 


5*-, 


:3S'iy 


• • % 
1 
e ' 

I 


\ 


i 


i 


4 

) 


I 


I 
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J 7. Pour trouver ces coëfficiens en termes réciirrens, je fais une première 
dérivation sur A =. siiia , ce qui donne B = cosec.Ci mais, puisque je ne 
puis pas substituer pour cos« sa valeur , je fais une seconde dérivation , qui 

donne C — cosa.y — ' sttLstituant maintenant pour sin* et cosa 


leurs valeurs A et ou 'aura l'équation __ 


1 C C = B 1 y — A ^ 


où il suffira de continuer les dérivations; mais comme la loi suivant laquelle 
les différens termes se succèdent, ne se présente pas aussi facilement que 
dans les exemples précédens , nous ne nous arrêterons pas davantage à ce cas. 


18. On pourroit , si on le jugeoit à propos, pour s'exercer à ce genre de 
calcul , développer par le même procédé différentes autres fonctions du poly- 
nôme « -I- -t- y.r* H- (Îx 3 + etc. ; nous n’y insisterons pas, parce que nous 

avons h proposer une manière encore plus simple d'elfectuer ces développcmens. 

La méthode que nous venons d'exposer donne, par exemple, avec une 
grande facilité le déveIop{>enient d'une puissance quelconque m du polynôme 
a + Cx + yx* -p etc. + mais, comme nous appliquerons à ce cas 

la méthode simplifiée , nous nous contenterons de faire voir ici la manière 
de calculer le même développement en termes récurrens. j 

C 

On a A = d’où l’on tire par dérivation B = 

et 

et en mettant à la place de , B m A partant 
Bet —mAÇ\ de là par dérivation, 

aC<* + BÇ = mBC + m A'Xy, transposant et réduisant, 
aC« = {m — i)BS + imAy\ faisant une nouvelle dérivation, 
a.3i?aî + (m — ijaCff + (m — i)Æsy -f- smjRy -p réduisant, 

3Z3(»=("t — a)Cff + . — i)-^y + i m Ai', 

3.4£» + 3 Z)e=(m — 2)(3Z)ff-p Csy) + (îm — 1) (sCy +.S 3 <r) + 3 m(Æj+ x'/4e) , 

4£<* = (m*— 3 )Z)f + (sm — a) Cy + (3 m — \)BS + \mAf, 
etc. 

où 


V 


DBS D^RIYATIOMS. 


iS 


où la loi est visible , sans qu'on ait besoin d'aller plus loin ; et l'on aura pour F" 
bFa = {m-\)ES + {'ini-b)Dy + {3m-'i)Ci + {\rn-i)Bs + brnA^.- 
Ces formules sont les mêmes que celles que trouve Euler à l'endroit cité 
de son calcul différentiel. 

. S II, 

♦ 

Simpiyication de la Méthode. 


19. Quoique le procédé dont nous venons de faire usage soit assez facile 
dans les premiers termes ; cependant , comme il fait calculer plusieurs fois 
des quantités composées des mêmes lettres , et qu'il exige des réductions 
relatives aux coëfTiciens numériques , ce qui le rend d'autant plus embarras* 
sant qu'on s'éloigne davantage du premier terme , on peut demander avec 
raison si ce procédé ne peut pas être simpLfié au point de faire éviter toute 
réduction , et de manière qu'un terine quelconque étant donné et ordonné, 
on puisse sur le champ en faire dériver le terme suivant, déjà^tout réduit 
et mis sous la forme la plus simple. C'est l'objet que nous nous proposons 
présentement. 

T II é o R ù M E. 


ao. Si l'on a une fonction quelconque de polynôme 

<P(« + ffx + yx® + (Jxï + etc. + a„x“- + etc.) 
à convertir en une série de cette forme 

A + Bx + C'x’ + Z)x* + etc. + A^x* + etc., 

et qu'on désigne le développement de ^(« + 1 ) de cette manière ( 11.* 10) 

, , D*®« . d"®* 

tp(« + 1) = ®« -H i>(p« + + etc. + ^ ^ - + etc. , 

le coefficient du terme général AaX" sera 


. d".®« . D*-*.C 

A^ ' D®û{. . . 

i.a... n i.5...(/i-i) 


D^®a D"“». D^<pe» D*~^.g^ 

• - ‘ 1. a ... (rt - a ) 1.5.3' î 7 a.... (n-S) 


1. a i 

D«-l 


+ etc. + — — 

i.a....(«-i) i.a...rt ’ 

où il faudra considérer C comme un premier terme de polynôme. 

'D 
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ai. Démonutation. Supposons 

7r'= yj: + + etc. + + etc. ; . . . ( 1 ) 

la fonction du polynôme deviendra (p(« + arx),eten développant on 

aura ( n.** 2 et 5 ) ,- » 

. . T*^(Ttx . 

®(« + yrx) = ®« + 4 - . 7 T*x* + - — »îx* 4 - etc, 

^ >. Q 1. Q.J 

4 - — tt’x* 4 - etc.*^ 

I.2.../1 

Or, puisque n, tt’, jr*, etc. , 71” sont aussi des fonctions de polynôme, 
on aura (n.“ 7 ) 1 

» - D’-ff , 

7f = b D.C.X -4— 

1* Q 


j) 3 , r* 

-t- D.e^.j; _1 

I. 2 

, ^ • D». ffî 

TT* = H — X’ 


1. a 


etc., et en général 


Ttt.C* 

= r* -f- D.ff”’.x -t- X» 


DÎ. C . 

Ti\Ç^ 
tX 

1. a. 3 
DÎ.fî 
1. a. 3 ^ 

DÎ.ff’ 


etc. 

etc. 

etc. 


■X» 


etc. 


p^g 

I. a... r ' 

IV. 

J. a...r“ 
I. a... r' 
li'.C 


X' ■ 


- etc. 

- etc. 

- etc. 

etc. ; 


1. a 1. a. 3 1. a... r 

formules, dans lesquelles f-est le premier terme du polynôme (1). 

Actuellement , si l’on substitue ces séries dans le développement de<p(*4-wx), 
et qu'on ordonne par rapport à x, on aura 


yi ■+■ Bx - 1 - Cx» 
(P»-hD(f)ac. f.x-t-D<p«.D.ff 

•+■ Z?x5 -h 

D^. ffl , 
x»4-d(P«. — 

£x< -+- etc. -+- y^,x- -h etc. = 

^ d3. 1 d“~ ' S 1 

-1- oÇcc. b x4-i-etc.-|-D®«. 1, 

i.a. 3 | ^ i.a..;/i-i) 


1. 2. 



■ 1 . a “ 

^ 1. 2 1. 2 

1 . a i.a..;/i-a) 


1 . 2.3 

4 - etc. 

1.2. J 

p3(p<* d"“î. ffî 
* i.a .3 i.a..(/i- 3 ) 

(2) 

... 

4 - 4 - etc. 

1.2. 3 . 4 

1 d4<P« d'‘~4. 

1 ... 4 1 . 2... 


etc. 


I. Q... n 


série dans laqueHe le coëfncient de x" est tel que nous l'avons énoncé. 


♦ 


{ 
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22. On peut aussi ordonner les termes qui forment le développement du 
terme général de la manière suivante , en écrivant la formule à rebours , 
ce qui est plus commode pour effectuer les dérivations relatives à f , 

C" ■+■ n. e* ‘ H ^ — . h etc. 

i.a.3.../i i.a...(« — i) i.a...(« — a) i. a 

+ — - — . + D®*.— — . 

1 . a i.a™(,rt — a) ^ i.a... (« — i) 

C0H01.1.AIRB II. 


23. II résulte du n.° 21 , que a est la seule lettre dans le développement qui 
soit affectée de la fonction ® ; les suivantes , y, etc. forment proprement 
les quantités polynomiales. Ces quantités ne sont affectées d’autres fonctions 
que de puissances entières , et sont toujours les mêmes pour toutes les fonctions 
possibles de polynômes. 


24. Tirons à présent du théorème précédent et de sa démonstration des 
conséquences propres à faciliter les dérivations. 

Dans le développement (2) n.° 21 , le coefficient de est 

T)-.Ç D^®« , D^®* , 

D®«. H n.f2 H 

1 . a 1.2 1 . a. 3 

celui du terme suivant de la série , affecté de x* , est 


D®«. 


DÎ.ff 


1. a. 3 


n’®« D’.fa ^ d 3®« »4®« 

- . 1 D.ffî 

I a i.^a 1 . a. 3 i. a. 3. 4 

et l’expression du terme général de la série fait voir que le coefficient du 
terme suivant , affecté de jt , sera 

^ i.a. 3.4 i.a J. a. 3 i.a.3 1 . a i.a. 3.4 ^i.a.3.4.5‘ ’ 

et ainsi de suite. 


De là découle cette règle : 

Pour faire dériver d’un terme donné d'une série celui qui le suit immédia- 
tement, 1.® on regardera comme constante la lettre a, ou ses fonctions , et 
l'on prendra seulement les dérivées des quantités où entre "S , en divisant 
chaque nouvelle dérivée par le nombre qui compte les dérivations. 


DU CÀ1.CUL 


l6 


2 ." Ensuite on fera encore varier la lettre précédente « D. « = f , mais 

seulement dans la ifuantité qui a déjà subi le plus de dèrwations; on prendra 
une nouvelle dérivée de cette quantité, qu'on divisera pareillement par le 
nombre qui compte les dérivations. 


... ^ 

Ainsi D(p«. ^ 

donnera d'abord 




D. 


1. a. 3 


(‘) 


dÆ«. r -+- — ^ H — D. 5 ; (a) 

^ 1. a. 3 I. a 1. a i. a 3 ' ' 


n'ffi* 


et en faisant une nouvelle dérivation sur , f|uanlité en ce, qui a subi 


D '• $ oc- C 


le plus de dérivations , on aura ^ ^ ^ — , et l’on ajoutera le terme nouveau 
f ' à 1^ formule (a ) , laquelle deviendra par là 


^ i.a .3 i.a i.a 


i.a .3 i.a.3.4 


ce qui est précisément le coëftlcient du terme suivant de la série. On peut 
continuer ainsi tant qu'on voudra. 

aS. Passons au développement des quantités où entre C et où toutes les 
fonctions sont des puissances entières. 


Soit en général 


D«. C' 

I. a ... fi 


à dévelopf^r ; en comparant cette expression à 


celle-ci ^ J , on voit que S remplace a , que l'exposant r remplace le 

signe <p de la fonction , et que y = Ts. C doit être considéré comme un 
premier terme de polynôme; on aura donc, par le théorème du n.® 20, ce 
premier développement ; 


D®. S' 

i.a... « 


= De^ 


D’f’’ D’“». y> 




n*~3. V* 


i.a..(/i — 1) i.a i.a...(/i — a) i.a 3 i.a...(/i — 3 ) 

d"-'C' 

-f- etc. -t- ■ ■ • ' r* D. «y® “ * -t- * v*. 

J. a...(« — i) ' 1 . a... fi ' 

£n particulier , on a 

'D.y’ •+• î"y’l 

1. 3 ' 1. a. 3 ' 


n3. r D». y 

1. a. 3 1.2 


et 
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et la dérivée est 

D'i. f' RÎ.y D^S' v^.y- , n'tf' 

l.Q.3.4 • 1.3.3 1.3 1.3 1.3.3 ' 1. 3.3.4 

d’où l’on conclud que la régie' que nous avons donnée dans le numéro précé- 
dent s’applique encore aux dérivations des quantités où entre 5 . Il en est 
de même de celles où y entre , qu’on développera de la même manière , pour 


avoir un second développement de 


D". S' 


-, dans lequel entrera la lettre S; 


1. 3 n 

laquelle lettre sera considérée à son tour comme un premier terme de poly- 
nôme , conformément nu n.* 21 ; et ainsi de suite. 

Nous nommons en général premier développement celui dans lequel entre 
une lettre de plus que dans l’expression proposée , cette lettre étant mêlée 
avec les signes n ; développement second , celui dans lequel entrent deux 
lettres de plus ; développement troisième , celui qui renferme trois lettres de 
plus; etc. 

26. Le développement des quantités , etc. , s’arrête natu- 

rellement après qu’il est parvenu au terme dont le second facteur n’est plus 
affecté du signe dérivatif d. Ainsi le développement de ^ a pour dernier 

° ^ . yî , celui de a pour dernier terme — ^ ^ • S '*• 

1. 3. 3 ' ’ 1. 3 . 3 . 4 1. 3 . 3 . 4 


terme 


Le 


second facteur du dernier terme est , dans ce cas , une puissance d’une seule 
lettre, dont l’exposant compte le nombre des dérivations qu’on a faites sur la 
puissance ou la fonction de la lettre précédente , et ce dernier terme est le 
seul qui puisse donner un terme nouveau dans la dérivée. 

Mais il y a des cas où le développement s’arrête plus tùt ; c’est ce qui 
arrive toujours quand l’indice ou exposant n du signe dérivatif est plus grand 


que l’exposant r de la lettre sous le signe , comme dans 


» 7 . gJ 

t... 7 


} alors le déve- 


loppement s’arrête après le terme dans le premier facteur duquel l’exposant 
de la lettre sous le signe » non ponctué est égal à l’indice de ce signe ; car 

il est 'visible que les quantités de cette forme ^ égales 


à l’unité, et leurs dérivées, comme 


1. j...(/»-t- 1)’ 1.3.. 


(m ■ 

£ 


.3) ’ 


etc. 
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— 3 ! , etc. , toutes égales à zéro^ Ainsi le premier développement 


1. a- (m-H i) ’ 

de — ^ — J n'a que trois termes , parce qu’il s’arrête après celui dont le premier 
iacteur est ^ = i ; ces termes sont 


1. a. 3 

— = “f'- s 

1. a... 7 I... 6 


n'>. y 


D-ff5 D^.y^ 
1. a ’ 1- 


n^. y* 
1. a . 3 !.. 


3 1. a. A 1.... 4 

Lorsqu’il arrive que le dernier terme d’un premier développement a son 

premier facteur de la forme -j — ^ ~ , c’est - à - dire , égal à l’unité , alors ce 

dernier terme ne donnera pas de terme nouveau dans la dérivée , parce que 
les dérivées de Tututé sont égales à zéro ; de là il résulte qu'en calculant des 
premiers développeinens , dès qu’un développement s’est arrêté dans une des 
dérivées, toutes les dérivées suivantes ne contiendront plus que le même 
nombre de termes de premier développement , les premiers facteurs demeu- 
rant les mêmes dans toutes les dérivées. Ainsi l’on a » 


1 .... 8 

Dî». 


= Dffî. 

= Dffî. 


n 7 . 


1 .... 7 
pH.y 
l™. 8 


1. a 


d'>. y =1 


1 .... 6 
D’ffî D 7 . yi 
1. a ‘ 1.... 7 


p 5 D*. y 5 

Tm'TTTTï’ 

D^.y» 

T’ 


• g 1™. » 1. a r.... 7 i.a. 3 ‘ 1. 

etc. ; ce qui fait voir que la 2.* partie de la régie n.® 24 ne trouve pas 
d’application dans ces cas, les dérivations qu’elle prescrit n’étant pas possibles. 

27. Donnons actuellement les développemens succéssiis en y, J, «, etc. de 
deux dérivées immédiates , dans la vue d’examiner comment le développement 
complet et réduit de la dernière dérivée découle de celui de la précédente. 

Nous avons calculé chacun de ces développemens en suivant la voie indi- 
quée dans le n.° n 5 , et , pour faciliter les comparaisons , nous les avons placés 
sur des colonnes correspondantes dans les deux tableaux sui vans (I) et (II). 

( V^oyez les tableaux ^ pttges 20 et ai ). 

De cette manière, chaque colonne de (II) présente la dérivée de la colonne 
correspondante de (1),, exprimée par les mêmes lettres. 

On remarque que dans ces tableaux on a fait 

n^. y d 5 . d D'-'. « ^ ^ 


I... 4 


1 . 2.3 


1. 2 


Digitized by Googlc 


SES si 


RtTÀTXONS. 


il est aisé de se convnincre de l’exactitude de ces transformations , et en général 
de celles-ci ‘ • 

d"- '.i 


il. — 


!>"- 


= etc., 


i.a... rt 1.2. ..(«-a) 

car, si on regarde successivement y > S) s, i , etc. comme des premiers termes 
de polynômes , on a ( n.® 7 ) 

i.a. 3. 4 ;) = D^.y , 1 . a. 3 ff = d 5. ^ , i.a») = D*.t, 1 if = D.g’. 

On peut encore s’en convaincre par l'application immédiate de la formule 
du n.° a5 , car elle donne 

Il '• V d 3. J , D’.g ^ > 

= Dy. s = D y. D J. - — = D y. D tf. D g. D. 5 = D y. D J. Dg. D 5. »( , 


et puisque les expressions Dy dJ, Dg , sont toutes égales à l'unité , on a 
D*. y nî. J 

. 1 




4 1. a. 3 1. a 

Après avoir considéré les deux tableaux comme formés indépendamment 
l'un de l’autre, examinons de quelle manière chaque colonne du second 
dérive de la colonne correspondante du premier. 

En s’arrêtant d’abord aux premiers développemens , en y , on voit que la 
première colonne de (II) se déduit de la première colonne de (I), si l'on fait 
simplement une dérivation sur les seconds facteurs en y, sans rien changer 
aux premiers facteurs en ff, lesquels demeurent les mêmes dans la dérivée 
et ne donnent point de terme nouveau, parce que ici se rencontre le cas dont 
il a été fait mention à la fin du n.® 26. 

Passant aux secondes colonnes, qui contiennent les développemens en J des 
quantités en y des premières colonnes , il est visible que la deuxième colonne 
de ( II ) se déduit de la colonne correspondante de (I), en faisant une dériva- 
tion uniquement sur les derniers facteurs en i, sans rien changer aux facteurs 
en y et à l'exception cependant des facteurs en y, suivis d’un facteur en j 
non affecté du signe dérivatif D , et dans lesquels l’exposant de y est plus grand 
que l'indice de 1> , lesquels facteurs donnent chacun un terme nouveau dans la 
colonne dérivée en (U), conformément à la 2.® partie de la règle n.® 24. 

On fera des observations semblables sur les colonnes suivantes. 

On remarquera aussi que les termes qui dans (II) proviennent d’une dériva- 
tion relative à la 2.' partie de la régie n.® 24 , ne sont pas susceptibles de déve- 
loppement ultérieur , et se retrouvent les mêmes dans les colonnes suivantes de 
( II). La raison en est que leurs derniers facteurs sont dégagés du signe dérivatif. 
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Tableau (I), 


Dével.' I.", en y. | Développem.' a."’, en J. | Développement 3.®, en *. 
-, y f - Dh S 


1.9. 3.4 


DÎ. y» 

1 . 9 1.9.3 


1 9.3 

'-a 


D>y^ H, 
i— D. 


p!*.C> 

1.9-.5 


= 


1 . 9 




fi 

1 . 2 


1 . 2 


=< 


Dy^. D. fi 


n 2 y » 
1 . 2 


dS^.s 


nî D^.y5 
1 . 9. 3 1.3 


Tableau (II)» 


1)5 ff* 


Dy5.D.(f 


1.9.3 J P^y5 


1 . 3 


P4f4 


Py5. s 

d5Ç4 * 

i-9-3")^d^.^. 


1. 9 


P4f i 


n''. f4 
i.9..6 


Dével.'i.",en y. Développera.' a."*, en J. Développement 3.*, en «. 


rpe4 

dV 

1 . a... 5 

d 4. y 2 

1 . a.. 

P’ 4 

1. 9 ' 1 . 9 . 3.4 

*+" • 

i.a 

=< 

p5f4 p3.y5 


■*■ 1—3 TT3 

■^1X3’ 

P4f4 P».yi 

P4ff4 

^ 1 . 9 . 3.4 ï -9 

* 1.9.3 . 4 


^ p5 

Pf 4. " 


, p3.<r 

y • 1—3 

D3y3 D». 

1. a 1 . a 


1. 2. 3 


^ % r>^s 


P»f4 


pJad,< 


P>.J 


Tm’ 


= 


J5 


1.9 ) . I>’7=* ) 

r~hr-f-“ 


D y^- D. fi 


1.9.3 ^ 1.9 

P 

1 . 9. 3 


p4f4 


:py-».g 


1 . 9 . 3.4 )-+ 


pay4 

1. 9 


P 
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D*. 


I. a... 5 


Développement 4.*, en Développement 5.', en >(. Développ.' réduit, 


I 

/ 


D D. { 




lD7=.^ 


i.a 1 D>v^ » 


< 


1. a 


D C t. 1 


D»g't 

1 . 3 




4 




l.a.3 ^ D=<y5 


1. a 


(}’ 


X)^gt 


Dy'.J 


^ l.a.3.4 

Développement de 


y’ 

1. a 


I Dy’.j 


D J’. ( 




>= 


D^gt 


o4gi 
V ^ j.a.3.4 

D<>. g '• 

1. a— 6 


Dy'i. J 


6g' 


4ff' 


I 2V-g 

I -H ai* 

^ 3 y', e 
I -+- 3y. J' 

4v'-f 


Développement 4-', en 

Développement 5.", en q. 

r) 

Développ.' réduit. 

D‘.â 
D g4. — 2 . 
1 . a 

Dg4. D.if 


1 

iC^.9 

Uy'.D.^ 

Uy’n' 



lay.i, 



Dtf'.^ 


-H6g'\H- a J. ^ 
f-H s' 

^i.a) D'y'j 

1 . a \ D'y' 

r^'i 

Lîii-... 

1 . 2 





= 


1)^ g* ) , n'y- 


i.a .3 1 1. a 


D^'.i 


„.C4 ("ï*-* 


[oy’-l 

pjg4 ) , n'y^ 


= 


1 . a. 3 i 1.2 


I)if4 


!.«■ 3 
(Dyls 


D<f'. 


i.a ._4 


X •• 9 ' ' 

(*) On « omit It cUvelu{>penieat tixiime, qui Dt düTèr* du cioquiiinc qu« dani le premier terme. F 


•5V.J' 

1. 2 


i 3 y’. ^ 

-f- 4g^-f-3y.a^.e 
•tfî 


4yî.S 


J 
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a8. II est essentiel de s'arrêter aux dévoloppcmens réduits , placés dans les 
dernières colonnes , et dans lesquels, les dérivations ayant été cfFectuées, les 
signes D ne se trouvent plus nulle part. 

On conclura d’abord de l'inspection des colonnes précédentes et des obser- 
vations que l’on a déjà faites , que « pour déduire le développement réduit 
» de la dérivée (II) de celui de (I), on n’a jamais de dérivations à faire que 
» sur les dernières lettres de tous les termes de ( I ) et sur les avant- dernières 
» de quelques-uns de ces termes , et qu’on ne touche pas aux autres lettres. » 
Ainsi , en ne faisant varier que les dernières lettres , l’expression suivante 
-f- iS-s) s -+- 3y.J-) 

laquelle est le développement réduit de (I), donne pour la dérivée les termes 
suivans 




4 S’^6 -f- a -4- -H -f- 3y.ijt) -+- 

Les seuls termes de l’expression précédente dans lesquels il faille de plus faire 
varier les avant-dernières lettres , sont 

6 >. î J. s -4- 4 C 3 y. -t- ^y^•^ 
ils donnent, par cette autre dérivation , les termes 

4^3y^ 

2 ’ 

lesquels , étant ajoutés à ceux que nous venons d’obtenir , forment la dérivée 
\S^.Ô -4- 6ffi4(2y.i) -4- aj ^ -+- s’) H- 4?(3y^.^ -+- Sy.'iSe -4-i^) -+• , 

ce qui est, comme l’on voit, le développement réduit de (H). 

Les dérivations que l’on fait çur les dernières lettres de chaque terme , 
remplissent l'objet de la première partie de la règle n.® 24 ; celles que l’on 
fait sur les avant - dernières , et qui donnent des termes nouveaux dans la 
dérivée , satisfont à la seconde partie de la même règle. 

11 est toujours facile de reconnoitre dans les développemens réduits les termes 
sur lesquels il faut faire deux dérivations , et qui donnent des termes nouveaux 
dans la dérivée. 

« Le caractère auquel on reconnolt ces termes, consiste en ce que, les lettres 
» étant disposées suivant leur ordre naturel, la dernière lettre du terme, ou sa 
» puissance , est précédée de la lettre immédiatement précédente dans l’ordre 
» des lettres , ou d’une puissante ou d’une fonction de cette même lettre. » 
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Ce caractère est exclusif, et il n'y a que les termes qui le portent qui soient 
susceptibles de deux dérivations. 

En effet, supposons qu'on soit parvenu au développement en a, et qu'on 

D*-»" 


ait le terme ... X 


•A', où le dernier facteur a' n'est pas affecté du 


I. a... m 

signe D ( n.” 26 ) , et où k' a subi le plus de dérivations , car il n'y a que ce 
terme qui puisse donner un terme nouveau dans la dérivée ( n.” 24 ) ; il 
résulte des n.*^ 21 et 26 que dans ce cas l'exposant i de A doit être égal à 
l'indice m de d"; le terme dont il s'agit, aura donc nécessairement cette forme 

... X Actuellement , on ne peut*faire à, l’égard de r que ces 

trois suppositions : ou r est > 7» , ou r = m , ou r < 

d"k'' 

i.“ Si r > m : soit r = m n, le terme .... X A' devient 

... X A“ , et à cause de ' 

i.a...m 

d"k*"*-* (’m + n)(7CT + /t-i). . . f«+i) ^ (m + I ) (m + a) ... (m + 7?) ^ 

i.a...77t I. a . . . 77t * 1. a ... 7» * ’ 

+ (tTI + 1 ) CtT» + a)....(77I + 7j) 

on a . . . X — A" = ...X i i 

I. a. ..77» t. 2 ... n 

où l'on voit A“ précédée de «*, « étant la lettre qui, dans l'ordre naturel, 

précède A immédiatement. Aussi dans ce cas le terme est- il susceptible de 

deux dérivations , puisqu'il a les conditions exigées par la seconde partie de 

la règle n.* 24 , et par le n.” 26. 


2.® Si r = 77i; alors 


n">e 
1. a... 771 


devient = 


P" K 
].a... 771 


= I ; donc le terme 


... X 


D"* 


‘ A* devient ... X A" , où k disparolt entièrement : donc la 

i.a... 77 i . ’ ’ 

lettre A ne sauroit être précédée de Aussi le terme ne sauroit-il donner 
aucun terme nouveau dans la dérivée parce qu'il est dans le cas désigné à la 
lin du n.® 26. 

3.“ Si r < 771 , le terme même disparolt et ne sauroit se trouver dans aucun 

p"»* ■ 

développement, parce que — — éfct = 1 , toutes les dérivées ultérieures 


1. a... (77» + n) 


sont zéro. 


igitized by Google 


a/, 


O V CÀLCUIi 


29. Les (lérlvaiions dans ce §. II sont, comme on voit, toujours accom- 
pagnées des divisions par les produits convenables des nombres 1, 2, 3 , 4i 
etc. Ces dérivations, les divisions y comprises, s’elTectuent de la manière la 
plus aisée et sans que les coëfllciens numériques c.lusent aucun embarras : 
nous en nommerons les résultats des dérivées divisées. 

Si c’est sur une dernière lettre qu’il faut faire une dérivation, cette lettre 
est ou simple ou élevée à une puissance. Soit généralement x" la puissance 
de la dernière lettre ; on a pour la dérivée divisée d.x" = dx"'. A=mK"“*.A; 
et si ni = I , on a n.x = A. Ainsi, 

1. ® « Pour prendre la déÿvée divisée d’une lettre simple, on n’a qu’à écrire 
» la lettre suivante; » ce qui résulte d’ailleurs de la remarque faite n.* 27. 

2. * « Pour prendre la dérivée divisée d’une puissance , on multipliera par 
» l'exposant de la puissance, lequel deviendra un coellicient numérique; on 
» changera une seule lettre dans la suivante, ce qui diminuera l’exposant 
» d'une unité: » 

Si c’est sur une avant-dernière lettre qu’il faut faire une dérivation, cette 
lettre est ou élevée à une puissance , ou sous le signe de fonction. 

Soit le terme ... X A x". A^ , où A est un coëllicient numérique ; la dérivée par 
D. x" 

rapport à x est ... Ion n divisé par p-hi (n.®24), parce que 

l’exposant ^ de A compte le nombre des dérivations que x" avoit déjà subies : 
or, D.x" =Dx‘".A = wx"*-' A ; donc la dérivée sera ... X x"-'A^'. Donc, 

3 . ® « Pour prendre la dérivée divisée d’une avant-dernière lettre x élevée à 
» une puissance, on multipliera par l'exposant de cette puissance , on diminuera 
» ensuite ce même exposant d’une unité, dé laquelle on augmentera l’exposant 
» de la lettre suivante , et on divisera par ce dernier exposant ainsi augmenté. » 

Si l’avant-demière lettre est affectée du signe de fonction, le terme sera de 

. d" (Dtx 

cette forme — 


■ Ë”, et la dérivée divisée sera 


D" + ' ^ . . . 

— fl ‘ ; ainsi , 

1. + ’ 


1. 2...;» 

4.® « On fera une dérivation sur la fonction comme si d<» étoit = i , on 
n augmentera l'exposant de la lettre suivante fl d’une unité, et on divisera par 
» cet exposant augmenté. 

« En général , toutes les fois qu’il se forme une nouvelle puissance plus élevée 
» d’un degré , on divise par l'exposant de cet^ nouvelle puissance ; et toutes 
» » les fois qu’une puissance s’abaisse d'un degré , on multiplie par l'exposant 
» non diminué. » D’après 
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D’après cela , les dérivées suivantes de 


d'^./3'* 


se déduisent facilement du 


I. a.... 6 

développement réduit de celte quantité (n.* 27 ), et l’on a sur le cliairip 


D 7 .j 3 ' 




: - 1 - 6 / 3 ^ (zy.ô -t- 


D^g' 

1.2...8 


6. ayiP, 
~3~’ 


= 4/3^-x -i- (^y-j -+- 2J.fi 


_f_4y3.^ -4- 6y7.2js 
• 2«>f -1- 4/3{3y’.fi -4- 3y(2j.i;-f- 26 ^) 


-4-3j'.^-H 3Js’ }-t- 4y3.i; -t- 6y’(aJ|f-4- s’) *4- 4y3j’« -+- J<. 
On peut remarquer que toutes les fois qu’on arrive à un terme susceptible des 
deux dérivations, on les fait de suite et avant que de passer au terme suivant. 


3o. En rassemblant les observations qwBous venons de faire , on parvient 
à cette règle très-simple , pour former les avivées divisées et développées : 


R & G 1. B. 

% 

Pour faire les dérivations qui servent à déduire le développement de 

— celui de ^ . après avoir disposé les lettres suivant leur 

i.a..n.(rt-|- 1) 1.2... « ' ' 


ordre, de succession , 

\° On ne fera narier, dans chaqtie terme , que la dernière lettre ou sa 
puissance , en suivant les règles des différentiations, et en mettant simplement 
/3 pour D.«, y pour D.fi, S pour D.y, etc., sans autre coefficient que l'unité. 

2 .® On fera de plus varier l’avant- dernière lettre, sa puissance ou sa 
fonction, si elle se trouve être la lettre qui, dans l’ordre alphabétique, 
précède immédiatement la dernière du terme ; et cùmme la puissance de 
la dernière lettre augmente alors d’une unité, on divisera par l’exposant 
ainsi augmenté. 

Cette règle est d'une pratique extrêmement aisée : elle ne fait jamais calculer 
qu’une seule fois les produits composés des mêmes lettres; elle donne les 
coëniciens numériques sans la moindre peine : de sorte qu’avec son aide on 
déduit les uns des autres les termes de la série déjà tout réduits, et avec tant 
de facilité qu’il n’en coûte que la peine de les écrire. 


3i.On peut appliquer celte règle aux exemples déjà calculés , n.®’ 12 , 14 . 16 ; 
mais donnons- en encore d'autres , aGn de mieux montrer la marche facile 
et rapide du calcul. 

G 
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Exemple I. 

Développer la puissance quelconque m d'un polynôme quelconque , 
(a ■+■ 0» ■+- -H st^ -H etc.)" , 

en une série de cette forme 

-h Bx -i- 6’x* -H Dx^ -H Et* -f- Fx‘‘ Gx® -t- etc. 


Nous avons j de là on déduit successivement B, C, D déjà tout 

ré<luits , ainsi qu'il suit : 


= et ” , 

= 

m.m—1 

C = ma’' — '.y -+- a” 

I. a 

_ m.m-i ^ ^ rn.m—i. m—l , 

D — -H — : — : — a/3y -t- — ; — - — 


M' 


G = m«" 


i.a ■ ■ 1 . a. J 

— ^ - Ht" — ^ ( a /5 J -+- y*) -t- — \~^~ï — * 

H î «■— ».0®, 

1 . a. 3. 4 

m.m- _ i.m-a ^S(30»^ -f- 3/3v') 
1 . a. J 

— « ns . ni.m- i.m-a.w-3.m-4 . 

«"-■ *.4/3Vh ^ ^ 3 ^ - 3 — « 

.. m. m-i.OT-a 
«* — *(a/s^-|- 9 y« •+-. i*) - 


E = rna”~'-e -4- 


.P= — j — - — fle"~’(a/3« -H ayiî)-f 

wrjfri- 1 7 »- a jn-3 
1 . a. T. î~ 
m.rn - 1 


1 . a 


■30iyJ-i-y^)-h j 3 -«"~^-(4)3V •+• 6/3 V) 


J. a. 3 
1 .•>• O 

m... n»-5 


«“■ 
as"— 3(3/3’g 
5/3'*y 




1 6 

etc. On peut continuer avec la même facilité autant qu’on voudra. 

Si le procédé pouvoit encore avoir besoin d'explication après ce qui en a 
été dit précédemment , nous en donnerions l'indication suivante. 

Qu’on soit parvenu à D , par exemple , et qu’on veuille en déduire E : le 
premier terme m«"—'Jdonne, en changeant la dernière lettre J en * , ma”— ; 
et comme J n'est pas précédé de y dans ce terme de D , mais bien de a , je 

passe au terme suivant * «"~*.a0y. J’y change d'abord la dernière lettre 
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y en Si j’ai ec"'~*. <2 [iS > ct'i comme dans le terme, y est précédé 

de 0 , qui est la lettre qui précède y immédiatement dans l'ordre alphabétique , 

il faut aussi changer 0 en y, et j’ai de plus y* , en divisant 

par 3 , parce qu’il se forme une nouvelle puissance y’. Le troisième terme 

- contenant deux lettres voisines, donne aussi deux 

1. 2. 3 

termes pour la dérivée, savoir ^ 3 0* y en faisant varier 0 , 

,m. 77I.-I.Wt-9.m-3 n. • r ■ . » , . , .-J 


1. 2. 3. 4 


«■ — <0‘* en faisant varier «. La réunion des quantités 


que nous venons de former, compose la valeur de E. 

ExemplbII. , 

3a. Développer 

cos(« ■+■ 0x -+- yx» •+• (fx^ -)- «X* -+- fx5 -t- ,f.r« -f- etc.) 
en une série de la forme 

-H Ex ■+- Ce» -t- Z)x’ -I- Ex* ■+■ etc. 

On ^ A — cos«; de là, B = — $ina.0; continuant les dérivations, on a 
sur le champ , et sans être obligé de faire aucune réduction, ce qui suit : 

A — cosas , 

B = — sin«. 0 , 

C = — sinflf. y P* > 

1*2 

D =- sin«.J _ S^.20y -H fi^-j.0», 

£ =_ Sin,.s _ ^.(20J + y‘) -I- S-3/3V -H 

F — — sin«.^ — 7^^* (30"iî -t- 30y*) 

cos» sin» 

Ù — — sin«.ij — ^^-(5)3^ -+- «ys ri- d’) ri- ■^^j'(30*s ri- 30JyJ ri- y ) 

+ f^-(40’d + 60V) - 

etc. , et ainsi de suite. 
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53. Mais sans nous arrêter plus long- temps à des cas particuliers, nous 
allons donner onze termes du développement du cas général où la fonction 
du polynôme est quelconque, connue ou inconnue. 

Soit donc la fonction exprimée généralement par 

<P(ec -t- /3x -I- yx^ ■+■ Sx^ ■+■ a.ri -t- f.c* ■+■ ijr® -+- etc.): 
le premier terjne du développement est <p« ; en suivant la règle du numéro 
5o, on écrit Sur le champ les termes suivans, chacun se déduisant de celui 
qui le précède ; voici le développement : 


(pae -+- D(pcc- /3.x ntpoe. y 


1. 2 




h Dvpaf. i 

-“--^?.a/3y 


i.2 


i.a.3 


XÎ •+• D(p».$ 


h_e!1^.3/3^v 
1. a. J ' 


<Px 

l.a. 3.4 


/3^ 


x4 -J- ntp«. ^ 

•+- -+- 97 J} 


^i.a.3 

p4(pat 
i.a. 3.4 

i.a.-j 


4/3^7 


D(p«. IJ 




_ T>^<Pcc ^ \ 3/3 ’s - 

1 . a. 3 


- 3/3ay<î' 
-4- 7 ’’ ! 


■ 4 - 773^' { 4/3^(Î-1- 6/3-7-} 


i. a. . J 

n'~'(pg 

j. a...6 


/S« 


D(Pet.8 


P’<P« 
I. a 


(a/3ij -4- ay^ -4- a Js) 


D^tpg (3/3-’^-t- 3/3(ay«-f-J-‘d 
■».a.3‘| -t-3y = J ) 

I 


P4(pg ( 4 / 33 * 
■ l.._ 4 ’ I 


G^^lyi 

407* 

tO03ya J 


p'’<p» 

TTé' 

P'tpa: 
1 .... 7 


6/3 -’y 


07 


,r7 + D(p«. J 

{205-4-2yij -t- ajjf -+-e’} 


(p« ^ 3/3’ij-t- 3/3(a7^-t— ais)! 
i.a.3 ^ -t-3y^e + 3yS^ ) 

n'itpg j405^-(-6/3’(ay*-4-(î^) 
"i... 4 ' 


D^<P« (5/34* 


5 

p''ip« 


403y-i'-j_y 

- 10/23 ayj 

- 10/3^y3 




1 ... 6 


{6/3’^ -4- l504ya} 


^ÿf,g‘y 


n 

’i-.S' 


0 ® 
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+ D<p«. M 

+ + îAf + 3*^} 

D^lpa ^3/3'Ô + 3/3(3yif + 2^4's’)J 

J. a.3 ( + 3y"^ + SyiSs + 5 

■ D'’*^ j4/3'if + + 3js)^ 

!•— 4 / +4i3(3y^« + 3-yJ'-'^+4y3^) 

, B^(Pfl6 0/3'^ + «o/3*(îys + 

1 .... 5 ( + ln/3’3y-^ + ^By'* i 

+ ^•{'■#e+ i5/3‘3yj+ 30/3V} 

+ ^-{7/3'^<î+3lj3-V} 

+ ^-8/37y 

+ ^.B> 

^ I..-9 ^ 

etc. On peut continuer ainsi sans peine autant qu’on voudra. 

34 . On pourroit développer de la même manière les fonctions suivantes , 
ung(« -h Sx yÆ» -f- etc.), cotang(a f æ -t- yx^ _^_etc.), 

arc.sin(« -+- ffx yr» ■+■ etc.), arc.cos(* -k ffo: -f- yx^ -Hetc.), 
log.sin(» -H ffa: + yx^ ■+■ etc.), log.cos(a -H f c yx» -|- etc. ), 

et toutes sortes d'autres fonctions. Mais comme les quantités polynomiales 

demeurent toujours les mêmes, et que les seules nipx, etc. 

changent avec la nature de la fonction ; que d'ailleurs ces dernières quantités 
se trouvent toujours par les règles du calcul différentiel , puisqu'elles no 

sont autre chose que ■*; , etc. , d« étant constante : 
des 1 . adas“ i.a..>d(«^ ' 

H 
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|.x9 ■+ D<p«. A 


+ ^j^‘{ 3/3* + 3y< + 7 S 9 + 7sn + 


p3<pae ( 3/3’j + 3j3(3yô '+ îjif + 3s^) 
1.2.3 I + 3y=>i( + 3y(2<}^ + + SJ-igf 


p'»<p« U[i^6 + 6/52 (2yif + + s’) ) 

1.... 4 t +4/3.3y-^+3y9(5's+J5^ + 4y3* + 6y’J=) 

O 

(5/S^ij + io/33(2y^ + ads) ) 
1 .... 5 t + io/3’^ (3y*s + 3yj‘J) + 5/34y^J+y*) 

■ P^(p« + i3 /3K®ys + ^^) + ao/3^3y-(î) 

+ J { 7 / 3*8 + ai/3*ay<f + 3504y3) 

+ ^•{8/37^ + a8/3«y»} 


3o 


DU CALCUL 


il suffira de substituer les valeurs de ces quantités dans le développement du 
numéro précédent, pour avoir celui de chaque fonction particulière. 

On remarque , sans que j’en avertisse , que si le polynôme n’est composé 
que d'un nombre limité de termes, comme si l'on a -+- C.r -(- yr’), il 
suflit de traiter ■ comme constant le coiifllcient y du dernier ternie de ce 
polynôme ; de cette manière on ne calcule rien de superflu , et on a sur le 
champ le résultat tout réduit. 

î 

35. Si ce n’est pas les dérivées divisées qu'on demande à déduire les unes 
des autres, mais mon les dérivées simples n. (^«, B\<pix, etc., 

dégagées des divisions par les produits convenables de i , a , 3 , 4 , etc. ; 
voici comment on s’y prendra. 

Soit en général t>". (p<* développée et réduite.; pour en déduire ’O" 
on multiplie chaque terme de la dérivée proposée par n i , indice de la 
nouvelle dérivée , et l'on exécute les dérivations par la règle du n? 3o. 

Ainsi l’on trouve 
t>.(f)cc — D^ee.C, 

D». (P<* = an(p«. y -t- n=(p«. 

T>\<px = a. 3 Dtp «.cl -+- 3n^(p«. affy -f- n'^(pcc-C^, 

D't.tp« = a.3. 4 Dtp«. s -+- 3. 4 DJtpa.faffJ -t- y’) -4- 3ff*y -+- n4(p«.ff4 ^ 

ei ainsi de suite. 


La règle précédente découle immédiatement de celle du n.® 3o. En effet , 
il est facile de voir qu’elle mène au même résultat que l’on obtiendroit en 

calculant , ^ (/t+i) règle du n.® 3o, et en multipliant ensuite chaque 

terme par le produit i, 2 . 3... n(«+i), afin d’avoir n"+*.(p«. 


36. Jusqu’à présent nous avons déduit chaque dérivée de celle qui la pré- 
cède immédiatement , mais nous pouvons aussi faire l’inverse , et déduire en 
rétrogradant une dérivée quelconque de celle qui la suit immédiatement 
et qui est d’un ordre plus élevé d’une unité , c'est-à-dire , déduire le coefllcient 
de x*~‘ dans la série, de celui de x*. On peut nommer cette opération 
une dérivation inverse, et la désigner par n~* ou par s, en faisants = n~« , 
(s est une petite capitale de caractère romain) : cette opération répond à 
l’intégration comme la dérivation directe répond 4 la différentiation. 
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Pour déduire une dérivée divisée de la dérivée divisée de l'ordre immé- 
diatement supérieur , on observera la régie suivante : 

R È O I. B. 

Soit donnée ^ développée et réduite : pour remonter de celte dérivée 


à celle qui la précède d'un rang, savoir à 


, (pee 


1. a...(rt- 1 ) ' 

1 .® Rejetez tous les termes où les dernières lettres sont élevées à' des 
puissances plus hautes que la première ; 

a.® Dans chaque terme terminé par une lettre simple, changez cette 
dernière lettre du terme en celle qui la précède dans l’ordre alphabétique , 
et toutes les fois qu’il se forme une nouvelle puissance , divisez par son 
exposant. 

Ainsi, soit donné, par exemple, 

-H ays -H -f- 3ffay^+y3) 




1 .,.. 4 




1 .... 5 


5ff4y 


1 .... 6 




on trouve par la règle précédente, pour la dérivée inverse ^ , 

-1- ayj) H- 3fy’; H- 


D 3 ® as 

Tm’ 




Cette régie est l’inverse de celle du n.® 3o , et il est aisé d’en sentir la 
raison , sans qu’il soit nécessaire d’y insister; il suffit d'observer que les termes 
qu’on rejette sont ceux qui , dans les dérivées directes , proviennent des 
dérivations faites sur les avant-dernières lettres. 

On peut calculer par cette régie , dans un ordre inverse , les termes du 
développement du n.® 33, ce qui sert à la pratiquer et me dispense de 
l’appliquer à d’autres exemples. 


37 . S’il s’agit de faire des dérivations inverses pour former des dérivées 
simples, c’est-à-dire non divisées, on observera la régie suivante 


3a 


DV CAIiCVl. 


Soit donnée o*.(Jxt développée et réduite-, pour remonter de cette dérivée 
à celle de l'ordre immédiatement inférieur , D'‘~'.(pae, divisez toute l'exj>res- 
sion par n, indice de la dérivée proposée , et suivez au reste la règle du 56. 
Ainsi (le . 

D'>.(p a = 24D<p«.e -f- 12 -4- y’) -+- 405(^08. 3 C •‘y -4- 

on déduit par cette règle 

u5.(p* = ÙDtptt-S -4- 3d»<P«. 2ffy^-f- DÎ<P(*.ffî. 

Cette règle est un corollaire des n.** 55 et 56. 


38. Voici une autre manière de parvenir à la règle du n.* 3o, qui est à 
quelques égards plus simple et même plus directe que celle que nous avons 
employée. Elle ne suppose que ce qui a été dit n.” i , 2 , 5 et la règle du 
développement des puissances des binômes, et mériteroit peut-être la préfé- 
rence dans une exposition abrégée de la méthode. 

Dans (P (a -+- Cx -+- yx^ -4- Jx* -+- etc.) 

on peut considérer le polynôme a -4- ffx -t- yx’ -4- etc. comme engendré 
de la manière suivante : soit d’abord « seule et soit ffx son accroissement, 
on aura as - 4 - ffx j soit actuellement yx l’accroisscmcnt de ff, on aura 
a -4- Cx -4- y-T’; soit encore Je l'accroissement de y, le polynôme deviendra 
U -4- ffx -4- yr“ -4- et ainsi de suite. 

Or, si on avoit d’abord tp(a -t- ffx) , ffx étant l’accroissement de », le 
développement seroit , n.“ a et 3 , 

<P(« -4- Cx) = 


(P« -4- Dtp». Cx 


D^. 


C^X^ 


d’<p» 




D^<p( 


•f4x4 


etc. 


1 . 2 ' 1 . a. 3 ” 1 . 2 . 3.4 

Que C croisse maintenant de yx , on aura d’une part 
tp(» -4- Cx - 4 - yx’), 

et de l'autre, en mettant - 4 - yx au lieu de C dans f , ff’ , etc. consi- 
dérées comme des fonctions de ff - 4 - yx , et ordonnant par rapport à x , 
tp» -4- D(p». Cx -4- D<p».yx. X 


D-tP» 
1 . a 




1. Q 


Df’.yx. X’ -4- 


D’tP» D’g’ 
I. a 1. a ‘ 


y» X’. xK 


1.2.3 



D ffî. yx. X* 


etc. 


ü4ffl» , 

H ^ • ff^x4 + et(x 

1 . a. 3 . 4 


Si 
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Si on met , de plus , y + ifx au lieu de y , ensuite + s x au lieu de Sf 
etc. ; on aura , d'une part , 

(P(« -t- fx -f- yx> -t- Jxî -+- gx4 -4- etc. ) , 

et de l’autre , 

ffc -+- Dtp*. y*.x H-Dcp*. Jx.x’ -+- r> g X. .rî -J- etc. 

H H v.r.x^ -I of3.(fx.x5 

I. a 1 . a ' 1 . a 


1.3.3 


J>^<Pcc 


1. 3 


1. 3 


y’X>.X’ 


-H ° ^" -ng^.yx.x^ 
1. 3. 3 ' 


D '■ (p « 
i-î-4 


f ■'• X “• 


Maintenant , après avoir calculé quelques termes de plus , qu’on fasse 
abstraction des x et qu'on suppose simplement l'accroissement 'de « = f , 
celui de = y , etc. , ou bien d.* = C, o.C = y > n.y = etc. , et qu’on 
examine de quelle manière le coëlTicient d’un terme quelconque dérive du 
précédent , on parviendra sans peine A la règle du n.® 3o. 

Si de plus on observe que y = n.ff; S = n.y = , oGKy = nC-*. o.ff 

» n3.ff . . n’C^ . .. D’.f 

=: D. f * ; s — , nff^. J H y’ = nff^. H (n. ff) * := — ■ . 

1.3.3 1. 3 ' V. 3 1. c' ' 1.3» 

jiÇ\y = D. et ainsi de suite; on aura les premiers termes de la série (i) 
du n.“ 21 ; d’où l’on conclura, quoique par une sorte d’induction, le théo- 
rème du n.“ 20 . 


3g. Introduisons ici pour les dérivées divisées une notation plus simple, 
dont nous ferons souvent usage par la suite. Puisque dans ‘ 3^*77 > ~ ^ » 

le dénominateur se forme d’après l’indice ou exposant m du signe dérivatif n, 
ce dénominateur n’étant autre chose que le produit des nombres naturels 1 , 
2 , 3 , etc. m, dont le dernier est cet indice même ; nous proposons de mettre 

P " au lieu de ; , le * au-dessous du n indiquant un coélTicient déno* 

1 . 3 . 3. ..tu * 

minateur, déterminé par l’indice m. Ainsi on écrira indistinctement p^(p« ou 

D-'ffl» , . - D-\Ç' , d'i.C' 

TT’ iT3’ TT’ m’ TTTT’ 
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nv CÀLCVi, 


§ III. 


Manières de calculer un terme quelconque du développement 
indépendamment de tous les autres. 

40. La méthode que nous venons de donner offre des moyens simples 
de calculer un terme quelconque de la série dans laquelle se développe la 
fonction du polynôme, sans qu’on ait besoin de connoltre les termes précédens 
ou subséquens ; car les termes de ce développement sont la plupart composés 
eux-mémes de plusieurs autres termes , et comme il est toujours facile d’avoir 
un de ceux-ci , tels que le premier ou le dernier , on peut en déduire les 
autres par dérivation , ù peu prés comme nous avons fait dériver les termes 
même de la série les uns des autres. Ces manières de calculer un terme 
de la série , isolé et hors de rang , étant souvent d'une grande utilité , nous 
les présenterons avec quelque détail ; elles sont fondées sur les formules des 
n.“ 20 et 22 : comme celle qui résulte de la dernière de ces formules est 
la plus facile , nous allons l’exposer la première. 

Observons d'abord en général , que , puisque les quantités affectées du signe 
de fonction, n(p«, > etc., qui entrent dans les formules citées, 

se calculent par les régies des différentiations, tout se réduit à laire voir 
comment on développe, en les faisant dériver les unes des autres , les quantités 
que nous avons nommées polynomiales. 


Phemibre manière. 

4 1 . Prenons la formule du n.° 2a , savoir : 

P*. (P* = p’Ça. " -f- P" - • • - « -+- P*-» (p«. P’, ff"-» H- etc. ■+■ n(p«.p»-«.ff ; 

les quantités polynomiales à développer se suivent dans cet ordre , 
e«,D.e»-', p>.e«-», p 3 .C«- 3 , etc. p"-'.f, 
et les exposans de S sous le signe d vont toujours en diminuant. 

Pour faire dériver le développement d’une quelconque de ces quantités do 
celle qui la précède et dont le développement est connu , voici le procédé 
qu’il faut suivre. i.“ Il est nécessaire avant tout de faire sur le développe- 
ment proposé une préparation , qui consiste à diminuer dans chaque terme 
l'exposant de S d’une unité , è changer en conséquence les coëiEciens 
niunériques qui proviennent des exposans de C, et à rejeter les termes où Ç 
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n’entre pas. 2 .” Après cette préparation , on fera les dérivations conformé- 
ment à la règle du n.® 3o. 

Cela suppose qu'ayant en général on en déduise d'abord p"". 

et ensuite p" + *. ff' — • de p"*.ff''~'. Si on donne à chacune de ces trois 
expressions un premier développement , on y lira la démonstration du procédé. 
En effet on a, n." ai et a 6 , 

p-.f' P" -«.y -f- ^e--*.p- -».y» ^ î.y$ 

-t- etc. - 4 - rff. P" — ■ H- p" — '.y, (i) 

p".f-' = (r-i)e'--»p—'.y -+- g--^ p—».y» -H 

« H- etc. -+- (r- i)e’.p"'— -H p”'-'^+’.'/-'; ( 2 ) 

S'-* = {r- p-.y p— '.y» -+- V* 

-+- etc. -4- (r - 1 )C > -4- p-— '•+».y'— ' (3) 

L'inspection des formules ( i ) et (a) démontre la 1 ." partie du procédé; 
et puisque la formule ( 3 ) n’est autre chose que la dérivée divisée de la formule 
( a ), la 2 .* partie du procédé est aussi démontrée. 

42 . Pour donner un exemple de ces dérivations , soit C* =; ff’ ; on en déduit 
successivement, par notre procédé , 

sr.y, ;•..... = D.e» 



6f5., ^ff4.ayj+ ^fï.yî, p^.f^ 

i -H = p'.e» 

4g^. s -1- ^ ( ayg’-l- a Js ) -I- 1' I f- (3y°s + 3yd0 - 1 - 1 ^ = p*.f^ 

3g^.fi -4- —g. (îys -+- aJf -4- s®) -1- 7 -^ (3y^ -4- 3yaie -4- J’) , = p®. g* 

ag. » -4- (ayô -4- 2 <îs -4- 2sg), p^.g^ 

1 *. =p».g. 

Le calcul dérivatif de ces quantités est si facile qu’il n’y a guère d'autre 
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peine que celle de les écrire ; car les coëfficiens numériques pliicés avant Ç 
sont ceux qui naissent du dévelojipement des puissances du binôme : il est 
donc très-aisé, en passant d’une ligne à l’autre, de les changer en ceux qui 
appartiennent à des puissances do S inférieures d’un degré. Dans cet exemple , 
je n’ai pas réduit les coël'Ilciens numériques , et j’ai laissé ceux de S séparés des 
autres, afin de faire voir plus clairement la marche des préparations. Rien 
n’em pèche de réduire les coëfficiens ; il est même avantageux de le faire, pour 
la simplicité des expressions. 

Quand on fait ces réductions , le changement à faire aux coëfficiens numé- 
riques, en conséquence de l’abaissement des puissances de C , pour pas>cr 
du développement de à celui de .se réduit à multiplier 

dans P”. S' chaque puissance de S par son exposant et à diviser tuiiit les 
termes par r. Cela résulte encore de la comparaison des formules (i) et ( 3 ) 
du n.“ précédent. 


43. On peut donc prescrire , pour ces sortes de dérivations , la règle sui- 
vante : 


R À G I. B. 


Le développement de p".ff' étant donné, pour en déduire celui de 
P" 1 .® divisez toute l'expression par r, multipliez chaque puis- 
sance de C par son ei posant et diminuez cet exposant de l’unité, en obser- 
vant que dans les termes sans Ç cet exposant est zéro, a.® Apres cette 
préparation , faites les dérivations conjormément à la règle du n," 3o. 


44 . Exemple I. Trouver immédiatement le coëfficient du 8.® terme du 
développement de -H Ca; H- etc. ). 


Ce coëfficient est p7. tp», qu’il s’agit de développer. On a d’abord, n.® sa, 
pt.(P« = p7<p«.ff7 -t- p'^<p«.D.e6 -f- p’’<p«.p».ff» p^(p«.p^.f4 

-H p5<p*.p^.f5 pa(p„. pî.fj _J_ D<pa.p''.e‘; 

on voit donc que la question se réduit à celle-ci : étant donné p"(p«. f7, 
c’est à-dire, la valeur de p7, (p* lorsque le polynôme se réduit au binôme 
oc Sx, déduire de ce terme tous les autres qui complettent le dévelop- 
pement de p’.cp* lorsque le polynôme a un nombre quelconque de termes. 

En 
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En suivant la régie précédente , on a sur le champ 
d 7. (pa = ÿTipcc-C: ■+■ p'><p«.6e’.y 

-+- H- -f- p^<p«(4f^.g -1- ayj -4- 4fy^) 

■+> p3(p* -H 3ff(ayg •+■ Ja) -+- 3y“J} 

-4- ÿ^CpxiiS-tf -f- îy^ -+- aJs) -H Dipo-.^. 

Exemple II. Trouver immédiatement le coëfiicient de dans le déve- 
loppement de sin(a fx yx» - 4 - etc. ). 


La formule du n.® a 2 donne 

p'’.sin<* = p''sin».ft’ -+- p5sin«.D.g5 p4sin«.p=.ff4-|- D3sin«.p5.ff5_<_D28in«.p4.ff' 

-H Dsintg. p^f. 

Or on a nsinæ, =cosœ , o'-'sinai = — sinœi n^sin* = — cos«, D4sin« 
= sin« , d 5 sin* = cos» , D'’sin« = — sin» : on a donc pour le premier terme 

— déduit les autres par la règle du n.” précédent , et l’on 


trouve 

p^.sin» 


_sin»_. g 
i.a..6 ** 


CO s» 

i.a...3 


5ff4.y 


sin» 
1. a... 4 


-t- 


yj) 


COSce 

1.2.3 


(3ff^g 4- 3ff. ay^ 4-7^) (tff-^4- ays 4- J’) 4- COSec•^• 


45 . En multipliant tous les termes par 1 . a. 3... n, la formule du n.® aa 
devient 

D<i.(p» = D*(f)».ff* 4- D*“* (p». nD.ff* — • 4- D*~*<p».n(«- l)p’.ff* — * 4- 

D" — ^(pa- n{n- i)(n- a) p*. 4- etc. 

4- D<p».«(/i- t ).... a. l.p" — '.f, 
ce qui donne le moyen suivant de calculer immédiatement une dérivée non 
divisée d'un ordre quelconque. 

Pour développer n’.tp», on a pour premier terme n»<p».f*, et l’on en 
déduit les autres en suivant le procédé du n.® précédent , à cela prés qu’on 
omet les divisions , et qu’au lieu de prendre les dérivées divisées p"<p« > 
p*'*<p» , etc. , on prend les dérivées simples n*(p», d«- *(p» , etc. 

K 
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Soit proposé, par exemple, de développer D^\(pet; on aura 

■+■ d 5 (P«. ô.i.S'i. y , 

-H D^Çae. (6. 5.4.3. g'<. g -f- ^ CiyS H ^ y*) 

-4- { Ô.5.4.3. 2.g. ^ -H — — (siye -H ^■')} 

-H D<p«. 6.5.4. 3 . 2 . 1 . 1(. 


46. 11 peut arriver que, ayant à développer p*.<p«, on ne puisse pas avoir 
p*(p«.g* , parce que poip« est zéro, de même que quelques-unes des 
dérivées inférieures ; ce qui a lieu lorsque la fonction est une puissance entière 
positive. Si l’on demande, par exemple, le 9.* terme du développement do 
(<* -4- Çx -H y.i> etc.)*, on n'aura pas p’’** g®, parce que p*g* = i , 
et que p^'«* est zéro , aussi bien que toutes les dérivées supérieures. De là 
il s’ensuit que l'on a, par un premier développement, 

p8.«* = p*«*. p*.g* - 4 - p'«*.p''g 4 -t- pV. p*.g 5 -t- p“«*. p' 5 . g^ -+- DaS.pT.f. 
Il faut donc avant toute chose avoir le développement de p*«*. p*. 5 *, afin 
de pouvoir ensuite en déduire ceux des termes suivans.- On donne à cet 
effet un premier développement à p*. g* , et l’on trouve 

p5.g* = P* g*, y* -4- p>g*.D.y> -4- ng*.p».y, 
ce qui donne par la règle précédente , n® 43. 

P*.g* = log'.y* -4- logî.QyJ -4- 5g4.*. 

On écrit à rebours cette expression , et l’on obtient , en suivant encore la même 
règle, 

p8. œ* = 5 g^. 8 - 4 - log*. 2yJ - 4 - log^y* 

-4- 5«{4g*.^ -I- 6g“(2ye -4- -4- 4g.3y»iî -+- y4} 

-4- lo«s^{3g^.i; -4- 3g(ay^ -4- 2(Jg) -4- 3y>g -4- 3yJ^} 

- 4 - io«*{2g. ^ - 4 - ay»f - 4 - adg -+- s’} 

-4- 5 |. 
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Seconde MANièRE. 

47. Si l’on prend la formule du n.® ao , savoir 
p’.Çet — -f- etc. -f- p"<p<».ff®, 

les quantités polynomiales à développer se succèdent dans cet ordre : 
P’-'.e, p’-».ff^, p®-^ff 5 ,etc., C; 

La première de ces quantités n’est autre chose que la « - 1**"" lettre après 

(n.® a; ). Pour parvenir à faire dériver ces quantités les unes des autres, 
on observe que les puissances de ^ vont en augmentant et que les indices 
de D vont en diminuant, et qu’ainsi ces quantités offrent une sorte de dérivées 
inverses ; voici la règle pour en former les développemens par dérivation. 

R È O I. B. 

Le développement de p“.ff' étant donné, pour en faire dériver inversement 
celui de P”"'. 

1.® On fait d'abord la préparation suivante : on augmente de F unité 
T exposant de chaijue puissance de 5 , ce qui exige qu’on multiplie par Ç les 
termes qui ne contiennent pas cette lettre ; et on change , en conséquence de 
cette augmentation , les cocfficiens numériques qui proviennent des puissances 
de S : opération qui ’se réduit à diviser par chaque exposant de Ç, ainsi 
augmenté de t unité, et à multiplier tous les termes par r 1. 

a.® On exécute sur les termes ainsi préparés la règle du n.* 36 , et Von 
obtient tous les termes de p"”'. qui contiennent Ç. 

3.® Pour avoir les termes dans lesquels S n’entre pas, on change C en y 
dans ceux des termes que l'on -vient d’obtenir où Ç n’est qu’à la première puis- 
sance, en ayant soin de diviser par les exposans des nouvelles puissances 
qui se forment; après cela, on applique la règle du n.® 36, et l’on a tous les 
termes où entre y sans S. 

On change y en i dans ceux des termes que F on vient d’obtenir en 
dernier lieu où y n’est qu’à la première puissance , et F on applique de rechef 
la règle du n.® 36. 

On continue ainsi jusqu’à ce qu’on obtiendrait des termes où la dernière 
lettre serait antérieure, dans l’ordre alphabétique , à celles qui la précé- 
deraient dans le terme. 
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Ainsi de p7.f = i, par exemple, on déduit au moyen de cette règle toutes 
les autres quantités polynoinLales qui entrent dans le développement de 
comme il suit : 

< » P', f 

H- ayif -f- -t- s’, * • = 

-t- 3fi'.(2yf + 2 de) -H ^ - - -H 3yJ= , .... = p5. fï 

-H i') -H itSy-i + •• = P'-f* 

+ =p’.f> 

=p.,.. 

7f'’-y> D. ff7 

e». = e». 

On fera bien de réduire les coefTiciens numériques , que nous n’avons 
laissés tels qu’on les voit que pour mieux indiquer ki marche du calcul. 

é|8. Pour démontrer la règle , prenons les premiers développemens de p".ff' 
et de P" — , savoir (n.“ ai et 26 ) : 

r. r-l_ r. r-l.r-a_ , 

p".ff'- = re^-'.p--’.y H — — ff'-«.p”>- *.y^ H ___ fr-s.p— î.yj 

-+- etc. -f- /ff.p"-'+ -f- p■-^y , (1) 

p-«ff'+' = (r+l)f'.p"-=*.y -4- ■. p"-^.y^ -h ' C'-^. p--t.y^ 

-f- etc. ■+■ (r+ 1) f. p"-'^-'.y' -t- p"-'-».y+‘ (a) 

En comparant tous les termes de la formule (a), à l'exception du dernier, 
avec ceux de la formule (1), on a la démonstration de la 1.'* et de la a.*** 
parties de la règle. 

Quant à la 3.* partie , elle n'a lieu que lorsque r est < ou = m — a ; car , 
si r est >■ m — 2 , le développement de la formule ( 2 ) a pour dernier terme 
celui dans lequel l'indice de n qui affecte y est zéro , et tous les termes où 
cet indice seroit négatif en sont exclus ( n.* 26 ) : ainsi lorsque r est > 
m — a , tous les termes de la formule ( 2 ) contiennent G, et le dernier terme 
P"** y' + • n'existe pas. Mais dans les cas où ce dernier terme existe , la 

3.* 
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3.* partie de la règle enseigne à en former le développement d’après celui du 
terme précédent (r + i )€’. p"‘ ^ * '.y' de la même formule (a). Pour le 
démontrer, il suffit de comparer ensemble les développemens en S de ces 
deux termes , savoir (n.** a5 et a 6 ) : 

(r+ i)?. - j-t- ■ * gy"-».g"-'-».J» 

■+• etc. H- (r + i)rffy.p"-»'.^'-‘ -t- (''+ ») C p"*»'- *. J', ... ( 3 ) 

Çm — ' — a, y'-t- ■ = (/•+ t ) y. P" — — ï. (J -f- C Y~ '. P" — — 4. /» 

■+■ etc. ■+■ (r+ 1 )y. p« — ». J' p»_ar— S.Jr+i 

4 

Or, cette dernière formule ( 4 ) se déduit, au dernier terme prés, delà pré- 
cédente ( 3 ) , en changeant dans celle-ci ff en y, en divisant par les exposans 
des nouvelles puissances de y, et en faisant ensuite une dérivation inverse sur 
les quantités affectées du signe d. Quant au dernier terme p*-*'- 3 . ^'■4-1 Jq 
la formule ( 4 ) , il dérive d’une manière semblable du terme précédent 
(r + 1 ) y. p"‘ de la même formule; et ainsi de suite, jusqu’à ce 
qu’on arrive à des termes où l’indice de d devienne négatif. Ce qui présente 
la démonstration de la 3.* partie de la règle. 

49. Exbsiple I. On propose de calculer Immédiatement le 7.* terme du 
développement de (p(«-t-ffo:-t^y.r»-;-etc. ). 


Le coefficient de .t* est p^. cp» ; or on a , n.® ao , 

= n(p«.p5.ff -+- p’^o-pi.?» p5(f«.pj.ff5 H- p4(Ji«.p’.fi -H p’<p«.D.f5 

-4- 

OÙ le premier terme est n;p«.p5. de ce premier terme on déduit les 

développemens de tous les antres au moyen de la règle du n.® 47 , et l’on a 
p^.<p<» = -t- p-<p<». (:f. ^-4- îys -+- -f- p^ipfls- (3ff-‘.a -t- 3CayJ -+-y^) 

-+- P '(p»- -+- CC^ y-') -H p’ipaî. iff'.y -+- p 'tpcc-C^‘ 

On peut appliquer la règle aux différens termes du développement du n.® 
33; chacun en fournit un exemple particulier. 

Exemple II. Trouver le coefficient de xi dans le développement de 
log(fls -4- ff* -H y.t» -f- etc.}. 


L 


4a 


D V 


C A L C V Z, 


On a d’abord, n.* 20 , 

pMogæ =«•'. p'.f J-' H 

et , en appliquant la r^gle , 

P*. logûe = «■ ‘. j’ — (îff-É -H îy/) -+- “J~’ ( ^ " 1 " 3 fy’) 


5 o. Il est trop facile de développer immédiatement par cette seconde manière 
«ne dérivée non divisée n". <p«, pour que nous'nous y arrêtions ; car , en 
multipliant par i. 9. 3 ... « la formule du n.® 20, elle devient 
B», (fa = 1.9... «Dtp*. P"- ‘.ff -+- 3 . 4... p«-’.f> -f- 4. 5 ... rt n 5 <p*.p"-î.fï 

. ■+■ etc. ■+■ D. ff"-' o'<pet.S’ , 

où les quantités polynomiales se développant par la règle du n.® 47. 

I.a seconde manière fait trouver les termes qui composent le terme cliercbé 
de la série dans le même ordre qu’on les a trouvés n.® 33 ; la première 
manière les donne dans l’ordre inverse. 


5 i. Nous croyons devoir rappeler ici un moyen dont nous avons déjà fait 
usage, n.® 27, et qui peut servir dans d’autres occasions. 

En prenant pour guide la formule du n.® 90 , on peut faire des développe- 
mens successifs, d’abord en C, puis en y, ensuite en J, etc. Ce procédé 
peut être employé avec avantage lorsque le polynôme n’a qu’un nombre de 
termes déterminé et peu considérable, ou lorsqu’on demande une dérivée 
d’un ordre peu élevé. 

Un exemple va éclaircir ce que nous venons d’indiquer. Qu’il s’agisse 
d’avoir le 7.' terme du développement de la fonction du quadrinome 
tp ( « -H f j; -H yx^ -H jx 3 ): on a d’abord , en faisant un développement en C, 
p'i.Ç» = Dtp*. p5.C-t- p’tp*. p5(pa!.D.ei 

p'’ 

faisant actuellement le développement en y , on trouve 

p'\cp<» = oipoe P'<.y -+- p^tpa. (2f. p^.y-l-p^.ys) -t- p 5 <p«. ( 3 Si.Ç^.y ■+- 3^0.7’ -i-y 3 ) 
-t- p'*Cp«. (4ff-’D.y CC-*. y^) -t- p*(p«. iff'y -t- p'tpa-ff '; 

d’où l'on rejette 2fp5.y, 3ff-p^y, parce que p'.y, p^.y> p’-y 
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sont les 4 *, 3.', o.' lettres après y respectivement , lesquelles sont zéro , à cause 
que dans le quadrinome , S est le dernier coëfildent. Je fais à présent le 
développement en J, et j’ai 

( 2yD. J -H p^iÇaî- ( 3 f 2 y J-l- y^) -H (4^^^ -4- 

-H p5(P«.3ff‘y -H 

et , en rejetant encore n.S— s, j’ai le développement demandé. ‘ 

Remarques. 

» 

5a, Les quantités polynomiales S", n. p’. ?•-», etc. peuvent aussi se 
former par 1 m combinaisons , quoique d’une façon moins facile et moins 
analytique que par les dérivations ; il ne sera donc pas inutile de faire con- 
noltre l’accord des quantités polynomûales avec certains résultats que l’on 
obtient par les combinaisons , afin que dans l’occasion on puisse comparer nos 
formules avec des théorèmes auxquels diiférens analystes sont parvenus par 
les combinaisons ou par d’autres voies. 

L’expression ^ ^ ■— désigne le coefficient du m - 4 - i* terme , dans le déve- 
loppement de la puissance n du polynôme f -4- y-® -4- -f- gc^ -(- etc. 

Or, n étant un nombre entier positif, on démontre par la théorie des 
combinaisons (*), i.* que ce même coefficient est formé de la somme de tous 
les produits qui peuvent être représentés par 

Cf. yt. S'. e‘ , 

Pt ^t '"t ^ étant des nombres entiers positifs ou zéro, et tels qua 
p-i-(/-i-r-^s-+- etc.’ = rt , 
ç -4- 2 r -4- 3 1 = m ; 

*.• que chacun de ces produits a pour coefficient numérique 

1 . 2 . 3. 4 . 3 n 

I. 2 . 3 ...//X 1 . 2 ... yX l. 2 ...rX 1.2...SX... ’ 
ou bien , ce qui est la même chose , ’ . 

n(n - I ) (>>-2)(n-3)....(p -P 1 ) 

1 . 2 ... y X 1.2.3... rX 1 . 2 ... SX...' 

Ainsi, en prenant le signe f pour désigner un assemblage de termes ou 


(*) Voyez Tz/rz coff/Vrf.rn «le JaC'Jpu ljaftxovi.U« ptrtu U» cliap. YIU ; «l Ul«OMJiU&ai Infinitif 
H9tnii tii^nuatum hUlvrùi , Ic^et ac Ji/raïuitg. 
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produits ajoutés les uns aux autres (* ) , on peut représenter le coefficient de 
x" dans la /»"”* (Puissance du polynôme, par 

^ »(«-!) 'V _ 

^ 1.2 — </ X I. 2 ... r X. 1. 2 ... J X . . . ■*■■■■ 

Nous aurons donc toujours 


= f- 


n (n- il (n-4-2)(/>-f- l) 


ffr. yf. S', i'. . 


I.2.... I/X I. 2 .... rX 1.2... SX 
où p-^-<f-^-r-^-s = n, 
et 9 2 r -t- 3 s == n» ; 

ce qui est la rel.ntion que nous voulions faire connoltre, et>(j|ue l'on peut 
encore énoncer de la manière suivante. 

Les lettres S, y , J, etc. ayant pour indices ou quantièmes respectifs i, 
2,3, etc. , c’e.'.t-à (lire , ces lettres étant représentées par etc. ; 

n'". C' 

— — i ou P". G“ indique la somme de tous les produits différens composés 

chacun de n lettres (les mêmes lettres pouvant être répétées), sous la condi- 
tion que dans chaque produit la somme des indices de toutes les lettres soit 
égale à « -t- /n , et qu'on donne pour coéllicient numérique ù chacun de ces 
produits la quantité (jui exprime le nombre des permutations que peuvent rece- 
voir les letties qui forment le produit, en ayant égard aux lettres répétées. 

Au moyen de ces indices, la recherche des produits peut se ramener à cette 
question sur la partition des nombres : connoissaiit le nombre entier n m , 
trouver toutc.s les manières différentes de le former par l'addition de « nombres 
entiers plus petits (**). 

55. Puisque dans le produit y». J', g' . . . . le nombre des permutations 


des lettres est 


n(n- i)(n- i) i ) 


il s'ensuit de là une manière 


1.2_. yX 1.2... rX 1.2... iX.... 
do vérifier les coëfficions numériques de chaque terme des quantités polyno- 

miales D C'"* , — ‘ ^ ^ etc. développées. Si j avols , par exemple, à 

vérifier le coefficient de y- S ; je ferois la somme des e.xposans 3 -t- 2 -f- i 

, .. . fl. 5. 4 

= 0 = n, et laurojs — — = Oo. 

’ ' 1.2X 1 


(*) Eulir le leri touvrni du si^ne ( datif ]c mAmn «eof. 

{**) Ou peu t voir lUiu l'ouvrage (hé h mauîùrc (loin Je Ptofe&teur Hiroucbit.c a rêuilu ce problème. 


Les 
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54. Les notations dont nous nous servons , malgré leur grande simplicité, 
puisqu'on n’y emploie qu'un seul signe particulier d, ont différentes signili> 
cations qu’il convient de faire remarquer. 

1. ® Elles sont des signes de coefficiens. Considérées sous ce rapport, elles 
indiquent non-seulement le quantième du terme, mais encore la nature de la 
fonction du polynôme au développement de laquelle ce terme appartient. 

P** C" 

Ainsi — ^ est le coëfficient du tn 1“"" terme du développement de 

(ff-4- vx ■+■ etc.)*: ° signifie jg coefficient du 11* terme de 

sin (y -t- Sx: gx’ etc. ) développé. 

2. * Ces notations représentent une série entière par un seul monome. 

3. ® Elles sont des signes de dérivations. Ainsi la notation ^ exprime , 

par D", une suite d'opérations assujetties à la même loi, et répétées m fois; 
elle exprime de plus , par le rapport de n avec le d des différentiations , la 
nature de cette loi , ou le genre de dérivation approprié au cas que nous 


4.® Enfin D. C , 


• , en particulier , peuvent encore être con- 


sidérées comme des signes de combinaisons, ainsi qu’on l’a fait voir dans le 
numéro précédent. 

11 me parolt donc que nos notations réunissent tous les avantages qu’on 
puisse exiger, ceux d’être très simples et très-caractéristiques. 

§. IV. 

Application de la Méthode à différens cas généraux. 

55. Les applications que nous allons faire ù quelques cas des plus étendus, 
feront voir que la méthode n’est pas bornée à ceux qui ont été traités 
précédemment; mais qu’elle est digne d'attention, non- seulement par sa 
simplicité, mais encore à raison de la fréquence de ses usages dans l'ana- 
lyse. Nous avons déjà fait la remarque ( n.“ 11 ) que dès qu’on a observé, 
dans l'origine des dérivations ou dans quelques-uns des premiers termes du 
développement, quelles quantités sont fonctions d'autres quantités, le reste 
du développement n’est plus qu’une opération presque mécanique ; c’est ce 

M 
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qu’on verra avec plus de clarté en suivant les calculs des exemples dont on va 
s’occuper. Ce paragraphe est principalement destiné à faire contracter l'habi- 
tude de. lire dans la fonction proposée et non encore développée, ou au 
moins de pressentir quelles quantités .sont fonctions d’autres quantités , et 
comment elles le sont. Nous aurons d’ailleurs occasion d’y menre nos procédés 
dans un plus grand jour, et de les généraliser à quelques égards; et nous ter- 
minerons le paragraphe par des observations sur les diverses formes des poly- 
nômes. 

( !•) 

PnODLÈMK. 

56. Les signes (p et \|y indiquant des fonctions quelconques , on demande 
à développer d’une manière générale la double fonction 
<p\|;(<* -k- ix ■+■ cx^ -+- dx^ -t- etc.) 
en une série de la forme 

^ -H üx -+- Cx^ -4- Dx^ ■+■ etc. 

Si on considère la double fonction comme une seule fonction Fo, 

la dérivée de a étant b , on trouve par la régla du n.® 3o, 
y4 - — tP'vj/a , 

B = U, 

C = n<p\j/rt. c -H 

D = n<p-^a.d -4- p^(p\jya. aiic -+- 

etc. 

Mais il est facile de donner aux quantités qui portent le double signe 
un développement ultérieur; pour cela on observe que dans on peut 

considérer yj/tj comme la quantité variable de la fonction , et qu’ainsi n. (pyj/a 
est = DtpypiJ.B.ypa , OÙ il faut distinguer n^yj/a de n(P\j/<z; dans Dtpypa 
c'est •vj/C qui est la variable , dans nip\)/<j c’est a ; et , puistjue d’ailleurs n.ypa 
Bypa.b, on a B-Çy^/a ==: Btpypa. nyj/a. b. Maintenant, comme cette der- 
nière expression a trois facteurs , on peut l’envisager sous deux aspects , ou 
comme partagée en ces deux facteurs B^ypa et n\j/a. b , ou comme partagé© 
en ces deux autres B^ypa.Bypa et b\ ce qui donnera deux sortes de déve- 
loppemens , qui reviennent au même pour le fond , piais qui diffèrent pour la 
forme. On aura de la première manière, par la règle du n.® 3o , 
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y# = <P\|/<Z , . 

B = D(p\^a. [d\|/0. , 

C = -D(p \)/a. [D\|/â. c -t- p* 4 ^a. i*] -f- %|/0> [ (ds(/«)*. i»J * 

D = o(p^Jâ. [o'vj/ai d •+■ p* 4 /a. 7 bc ■+■ p*\j/«. i^] 

*+” P’ <P \)/ 0- [ ( D ^)/ 0 ) *. a A C •+• t D \J/ 0i P’ \(/0. ] 

4 - p 5 (pif 0 -[ (D\f/ 0 )*. Z> 5 ] ^ 

etc. > 

En considérant D(p 4^0. d >|/0. £ sôus le second aspect, la même règle du 
n.® 3 o donne encore 

= (pv(/0 , ■ • 

B = [d(P 4'0. D\)/0]. i , 

C = [n<p\f/0. D\j/0]. c [d(P'v|/0. p*\|/ 0 -f- P* (p \J/ 0 . (d 4 / 0)»]. b*, 

D = [d(P 4"*- n4’0]</ -S- { n -+- p'(p4'0. (d4/0)’]. « bc 

•+■ [D(p^j/0. p 54 / 0 -)- p»<p 4 / 0 . 2 d 4 /o. p’ 4 ^<* -+- p^<p 4 ''*’ 
etc. 

On voit que les quantités que nous avons renfermées entre des parenthèses 
angulaires sont des développemerts sujets eux -mêmes à la règle du n.® 3 o, 
et que par conséquent on y fait des dérivations, non-seulcment sur chaque 
dernier facteur, mais encore sur le pénultième lorsqu'il est suivi de sa dérivée 
immédiate. Ainsi, dans C, D(p^0.pS|/o donne seulement o(p 4 '^' 
mais p^cp4'"- (®4^**)* donne les deux termes p^(p4/o-2 d4/0P’4'‘*‘* ' 

p^,p4^' (d 4'^)^'^ > ^ cause que la dérivée immédûte de est d4<o. 

67. On peut vérifier ces développemens de la manière suivante. 

On fait d'abord 

4/(0 + Ax -b est» -H etc.) = « -H b.r -f- tx> -f- ba:*- 4 - etc., 

où a = 4^0, et b/ (/ b/ etc. sont donnés par le n.® 33 ; actuellement 
<p4'(0 bc + cx“ + etc. ) prend cette forme cp ( a + b x -h t .1’ + etc.), 
dont le développement est encore donné par le n.® 33 . Il suffira donc de 
substituer , dans ce dernier développement , les valeurs de a / b » t , b / etc. en 
0, b, c, d, etc. données p.ar le premier développement; et l'on trouvera les 
dernières ou les {tvnnt-deiyiéres formules ci-dessus , suivant qu'on ordonnera 
par rapport à b, c, d , etc. , ou par rapport à o(p4/0/ P’<P4''*/ 
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• Exemple. 


58. Si l’on avoit à convertir en série la puissance quelconque n d'une 
fonction quelconque de polynôme, 

{ \j/ (a -f- bx -H c,r» •+- dx'^ -4- etc. ) } * ; 
on auroit par dérivation , n.‘ 3o , le développement suivant , où je mets a au 
lieu de pour plus de simplicité; 


û» «a"'* [oa. ù].* -H «a*-' [oa.c -f- p’a. ù’] 

n.n-i : r , , , 

a“ • *. [ (d a ) ». ù'*] 


1. a 


X* 


na*-'[tia.d -j- p»a.aùc pîa.ù^] 
a«-»[(Da)». aùc -4- ana. p’a. 


1 . a 


n.n-i.n-3 , 

-J — J— J- a« -î. [(D a)3. b=] 


etc.; 


ou bien , en ordonnant autrement , 
a* •+- [»a"''.Da]. b.x 


X* 


[na»*'. p»a -H -j— a*-»(oa)»].i» 


[«a"- na]. c 
D a)»]. Z 

[/ia*-»,Da].</ 


[«a*-'.p^a 


1 . a 


[na«-*.p’a 


a»-». ana.p»a 


n.n-t 
1 . a 
n.n-i.n-3 


1 . a. 3 


a*-»(Da)»]. a bc 
a"-3(Da)5].Z>5 


-4- etc. 


P R O B L ù 


5g. Soit proposé de convertir l'expression suivante 

<p {o - 4 - -t- c.r - 4 - dx^ -4- etc.)}, 

dans laquelle entrent deux signes de fonction , en une série de la forme 
^ £x -i- C’x» - 4 - Dx^ - 4 - etc. 


£11 
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En suivant la règle du n.® 3o , et en faisant d. a = on trouve sur- 
le-champ par des dérivations successives : 

A = <pa , 

B = V (f) a. y]/ i , 

C = D <p a. D •vJ/ c -H p’(pa. (\)/ A)* , 

D = »(pa.[D'4/è.rf-+- -i-,p’<pa.[a4'^.D\|/i. c] -H p^(pa.(^I/i)î, 

£ = D<pa. [ n c -4- p’\j/i. 3 c<i -t- p^\J/A.c3] 

-4- p> (pa. [ <j D\|. A. </ -+- [ a p’\j/i -4- (d\[/^)»] c»] ^ 

-4- p5<pa.[3(\J/A)». d^/A. c] -4- p^<pa. (4« A)4 , 

F = D(p a. [ D\}/ A.y-I- p-'\p A.( a ce -H r/-) -4- p^'J/ A. 3 </ -H p-'^vj/ A. c4] 

•4- p»(pa. [a\{^A. d\{/A. e -4- [a il/ A. p“\J/A -i- A)^]. a c/A 

-(- [a\|/ A. pî\|y A -4- a D'vJ/A. p=\j/ A].c5] 

-4-* p^ ^ a, ^3 A)** D\j/A. f/ “4“ [3 (^|/ A p^^|/ A 3 \|/ A (d \|/A)*] 

.-4- p^<pa. [4(\(/A)3 .d\)/A. c] -4- p®<P«'(\pA)5 
etc. 

11 faut observer que, de même que dans le problème précédent, les quan- 
tités en A, que nous avons renfermées entre des parenthèses angulaires, 
doivent être considérées comme des développemens sujets à la régie du n.® 
3o ; et qu'ainsi, pour prendre la dérivée d'un de ces développemens, il faut 
y faire une dérivation non • seulement sur chaque dernier facteur, mais en- 
core sur le pénultième , quand celui-ci est suivi de sa dérivée immédiate. 


de 


et 


6o. Si on doutoit de l’exactitude de la solutfon, il seroit aisé de s'en assurer 
la manière suivante. On feroit 

• \|/(A -4- ex -4- dx^ -4- etc. ) = b -4- ex -4- bx» ■+■ etc. , 

, en substituant, la fonction proposée ’prendroit la forme ordinaire 
<p{a -4- bx -4- t X’ -4- bxî -4- etc. ) ; 

I auroit donc , n.® 3o , 

A = <pa , 

B — D.pfl. b, 

C = D<p<j. c -4- p’<pa. b“, 

D — Dipa.b -4- p-$o. 2bc -4- p3<pa.b5, 

£ = D<pa.t -4- p^cpa. (îbb -4- O) -4- p5(pa. 3b»c" -4- p-icpa.b-i. 


etc. 


N 
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Or, on a pareillement, n.” 3o, 
b = 

t — T) -^b.c , 

b = D^b.d -f-i p’\}/A. c’, 

t = D\|/Z>. e -f- -t- p5\j/A. c*, 

etc. 

« ^ 

Il siifTit de substituer ces valeurs de br c, b / etc. dans celles de f , C, O, 
pour avoir les résultats précédens. 

On a généralement pour un terme quelconque , 

= D(pa.p"''. (\)yi) p’cpa.ç*'*. ('4>^)’ -t- p5<pa. P"**. (\|/i)3 -t- etc. 

■+■ p*(pa.(\j;A)., 

ou , en écrivant la formule à rebours , 

= p^tpa. (•v}/^)" p"'’tpa.v.(\]/b)*'‘ -4- p"*>(pa.p’.('v)/i)"'* -f- etc. 

-4- 1) (P<i. P»- '. (\|/A) ; 

on développera ces formules par ce qui a été dit n.^iS et les règles §. III. 
11 n’est pas plus difTicile de développer cette expression 

(P (a -4- x\|y[A -4- xF(c -4- dx -+- c.t> etc. )]} 
où entrent trois signes de fonction , non plus que celle-ci 
(p (a -4- bx ~h a:“\)/(c -+- dx -h etc.)}. 


6i. Soit 


(II.) 

Ph'Ôblùmb. 

-4- bjrx -+- Cb'*’ -4- dn"x^ -4- en"'x^ -4- etc. 


où ?r = •vKff -4- •/x -4- Jx>'-4- etc.) , 
jf ^ ( Ç -4— y X -4— d X * “4" etc. ) , 

n" = -4- yx -4- ix^ - 4 - etc.), 

etc. , 

\1/ , 4/' , \j/" , etc. étant des fonctions indépendantes les unes des autres \ 
liées entre elles par une loi quelconque ; eta,b,c,d, etc. étant de même 
des quantités indépendantes les unes des autres , ou liées par une loi ; on 
demande à convertir l’expression proposée en une série de la forme 
A -4- Bx -4- Cx3 - 4 - Dx? ■+■ etc. 
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On a d’abord 


^ -f— D. 


n^vf/g 
1 . a 


X* 


D^. ^^;g 
I. a. 3 


etc. ; 


et, pour avoir V, ar", etc. , il suffit de marquer \j> d’un , de deux , etc. accens. 
Substituant donc ces valeurs de »•, etc. , et ordonnant par rapport à 

X , on trouve 


-H £x •+■ Cx^ ■+■ Z)xî -f- etc. = 

a 4- i.y^S.x -+- ^.D. ■vLg. 4 - ° 4 - 

^ 1 . a ' I. a. 3 

4- C. \|/' g. X’ 4 - C. D. \)y' g. X* 4- c. — x4 

4 - </. 4 /''g.xî 4 - <^.D.>)/"g.x* 


4- «.^^"'g.x4 

et on aura pour un terme quelconque , 

yif = ^.D^-'.^vJ^g 4 - cp*-*.\|/'g 4 - </. p"*^.>}/"g 4- e.p»-4^p"'f 4 - etc. 

4- i,.4/'«-‘'g. 

formule qu’on écrira à rebours , si on le juge à propos. 

On peut encore généraliser ce cas fen supposant que les polynômes sous 
les signes de fonction '4/ , \J/', \J/", etc. , au lieu d'étre les mêmes , soient différent 
et quelconques , c’est-à-dire , en supposant 

7t = 4 /(g 4 - 7 x 4 - Sx^ 4 - etc. ) , 

. it' = 4<’(g’ *1— 7*^ J’x* 4” etc.), 

x" — 4- 7 "x i"x» 4- etc.), 

etc. ; 

et l’on aura en général , pour un terme quelconque , 

= ^.p»-«.\j.f 4 - c.p»-*.\)y'g’ -t- J.p*-î. ■v|/"g" 4- e.p*-<.4/’"g'" 4- etc. 

4- 

Les développemens et les dérivations s’exécuteront par des applications 
faciles des régies données dans les §§. II et III. 

Le problème traité dans ce numéro est, comme on voit, d’une très-grande 
généralité. 
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Exemple. 

62 . Pour donner un exemple compris dans le cas général que nous venons 
de traiter, soit 

a -+- ù.x{G -f- yx -f- -+- etc.)" -t- c.x-(ff -t- yx -4- Sv^ H- etc.)>" 

H- ei.x^(C -+- yx ■+■ Sx^ •+• etc. )3" 
i convertir en une série de cette forme 

-f- Bx -4- Cx^ Dx^ ■+■ etc. 


etc. 


a -4- A. ff". X -4- b.D.S”. 

X’ -4- b.^\S" 

xî -4- b. p5. S» 

-4- c. 

-4- c.o.C^" 

-4- c.p’.ff^" 


-4- d.S'^” 

-4- d.D.S^" 



-4- «.fi". 


En comparant avec la formule du n.® 61 , on a le développement suivant: 

1x4 


etc. 


et pour un terme quelconque 

= Lÿ'‘-'.€" ■+- c. -+- J. H- etc. -f- 

En développant ultérieurement par dérivation , on trouve sur-le-champ, 
= a , 

B = LÇ”, 

C = b.mÇ"-'.y -f- c.ff>", 

D = -f- c.imS*"-'.y -t- 


B = b. (in C” ' ‘ t •+• 
-t- c. 

et ainsi de suite. 


1. 2 
m.m- 1 




m.m • 


1. 2 
2 m. 2 m . I 




1 . 2 . 3 


63. Il est essentiel de faire ici une observation importante, et dont l'ap- 
plic.ation est trés-étendue. Si on regarde a comme une fonction d’une quan- 
tité dont C” est la dérivée , c'est-à-dire , si l’on suppose a = (p« et n.* = ; 

que , de plus, on considère b , c, d , etc. comme égales à n(p«, p-(p«, p^Ç*, 
etc. : on trouvera , en suivcant uniquement la règle de n.® 3o , les mêmes 
valeurs de A, B , C, D, etc. , qu’à la fin du n.® précédent; ce qu’il est 
facile de vérifier ; et ce procédé e$t tout ce qu’on peut désirer de plus simple 

pour 
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pour écrire sur-le-champ le développement , en faisant dériver les termes 
les uns des autres. 11 s'étend avec de légères modifications aux cas généraux 
du n.” 6i. 

Cxs PAiiTicuiiiEn. 

64. Si l'on avoit 

b. T ca:> d.x^ 

^~^S + yx -J- Ic^ -J- etc. (ff + yr + jx^ + eic.)^ (C + yJJ + etc.)^ +etc- 

à mettre sous la forme * 

yi Bx Cx^ -+- Dx^ -H etc. , 

il siifhroit de faire m = — 1 dans le développement ci-dessus (n.*> 6a) ; mais 
en mettant en usage l'observation précédente , on aura les résultats suivans, 
d'après la seule règle du n.* 3o , savoir, en supposant 0 == et d.» = ?' S 

A ^ a , 

B = b.e-', 

C = — b.S-'y 

Z) = b.( — -I- C'^y^) — c.iS'^y H- 

E — b.(_ — ay^ — C"'fy^)-f-c.( — af'^(J-t- y’) — d.3f-4y-)-«.f-4, 

F = b.{~e-^i-¥- e-ï(ay* -4- — e-3y=J-+- e-5y4} 

-f- c. (— aff-î* -H 3f-*ay^ — 4ff'V) -+- </■ ( — 3S’-4^ -|- 6ff-«y») 

— e.4ff-*y -+-/?■*, 

et ainsi de suite. On a pour un terme quelconque 

A^ = -t- ■+■ </.p"-3.f-3 -H etc. •+• 

( III ) 

65. Les substitutions des séries dans les séries offrent des exemples remar- 
quables de la manière dont il faut considérer certaines quantités comme 
fonctions d'autres quantités. 

Problème. 

Soient proposées les trois séries 

Z = ^ -+- -H -H _j_ etc. , 

jr — px cx^ -H bxî *a:4 -f- etc. , • 

X = bv cv» •+• dv^ -+- cv4 etc. ; • 
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on demande k exprimer s par une série en i’ , de cette forme , 
2 z= B v -i- Cv^ Dv^ -t- E -h etc. 


Je substitue d’abord la valeur de y dans la première série, et j'ai 
* = 91 -H ®x(b H- c.c bx> -+- etc.) -f- (îx»(b -4- fx -t- bx^ ■+■ etc.)» 

-+- î).c»(b -I- tx -f- tx» -t- etc. )3 -4- etc. ; 
on regardera donc ® comme = d 9I , et 91 comme fonction d’une quantité 
dont b est la dérivée, et l’on aura (n.® 63) 


s = 2J-4-58b. X-4-5SI). b x»-4-9)p». b 
“t~ (S b » -f- (S D. b » 

-4- .Bb3 


xî 

-4- etc. , 


série que nous représenterons ainsi 

Z = 9( -4- ®'. X -4- G'. I» -4- D'. X» ■+■ etc. 

Substituant actuellement au lieu de x la série qui lui est égale , on a 
Z = 91 -4- 9î'c(A -t- ce -4- r/v» -I- etc.) -t- C'e»(i ce r/e» -H etc.)» 

-4- C'e^ji -4- ce -4- r/e» -4- etc.)» -4- etc. , 


ce qui donne encore (n.® 63) 

Z = 91 -4- SB' 4. e -4- 58' n. /r e» -4- SB'j^». /> 
-4- G /> » -4- 6' D. i» 

-4- 35'/-» 


eS 

-4- etc. 


De là découle la solution suivante. On clierclie d'abord la valeur de B : 
pour cela , on se contente de substituer les premiers termes des séries de 
y et de x dans SB>', et l’on trouve ainsi = SBbx = SSb/-»-; donc B =■ 
58 b En faisant les dérivations, il faut considérer le produit S3b comme 
fonction d'une quantité qui a b pour dérivée; et ensuite 58, dans 5Bb, comme 
fonction d'une quantité dont b est la dérivée. 

Cos considérations et la règle du numéro 3o suffisent pour déduire les 
uns des autres tous les termes de la série demandée. On trouve ainsi 
./ = 91 , 


B — S8bà, 

C — 5»bc -4- (S8c -4- Gb»)i», *■ 

D = 9)b</ -t- (5Pc -4- Gb»)QAc -t- (58b -4- Gibc -4- Cb5)^5, 

E = 5Sbe -4- (93c -4- Gb»)(air/ - 4 - c») -4- (9'S -I- Gîbc -4- ,î'l'»)3/>»c 
* -4- {93e -4- G(abb -4- c») -4- 153b»c -4- 
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Il est facile de continuer ; mais la loi se voit mieux si l'on ne développe 
pas entièrement et qu'on sé contente d'écrire 

B = SPbZ-, 

C = æbD.^ -f- ('Sn.b -f- Cb-)As 

D = SSbj.)’. i ■+■ (SJD.b -4- 6b^)n.A^ -f- (SBjj^b -4- g n. b» -+- Bb5)iî, 

E = <8bjj5.A -4- (iSD.b ■+■ gb^)p».^» -+• (aSp’b -f- Co.bJ ■+■ Bb^Ju.i^ 

-+- (æp5.b -t- gp»,b^ 25n.b5 -+- ebt)^'. 
etc. De là on conclud aisément la formule pour un terme quelconque y/„. 


66. Soient à présent les qu.atre séries 

2 = •!& y -i- 2 X)j3 etc. , 

J = b X -(- t Æ» - 4 - b JT* -f- etc , 

X = il» - 4 - cv^ -+- dv^ -4- etc. , 

V = -4- yw» -4- J«3 etc. , 

et qu’on demande z exprimé en u par une série de la forme 
Z — Bu -H Cu^ -4- Di<3 - 4 - etc. 


On aura B = ÎSbif, qui sera l'origine des dérivations; et il faudra 
considérer le produit 93 b ^ comme fonction d’une quantité dont C est la 
dérivée , ensuite le produit b comme fonction d'une quantité dont b est 
la dérivée, et enfin 58 comme fonction d’une quantité qui a b pour dérivée. 
On trouvera de cette manière 
B — 55bif, 

C = 58b/^y -4- {58bc -4- (58c -4- gb’)/y^}e>, 

D = 58bi^ -4- {Sbc - 4 - (58t -4- eb’;^"} îffy 

-(- {58bc/ -4- (58c -4- Cb-)3^C -4- (58b -4- 6îbc -4- ®b3)i3}fî, 

etc. 

Observons , et cela suit d’ailleurs de l’analyse du n.® 65 , qu’un terme 
quelconcjuc B ^ , lorsqu’il y a quatre séries données , est formé de tous les 
termes B , C, D, etc. B„ pour trois séries données, ces termes étant multi- 
pliés respectivement par p». ff, p"''.ff-,p"'^C^, etc., ?"■+•*. Cette observation 
et le procédé précédent s’étendent à un nombre quelconque de séries 
proposées. 


I 
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Cas fahticdlxes. 

67. Étant donnée k série 

y = bx -H ex’ -f- </x5 -f- 0x4 -t- etc. , 
on propose de substituer au lieu de x k série elle-même pour avoir k séria 
y' •, ensuite de substituer de nouveau dans y' k série/ à k place de x pour 
avoir k série 

/" = Bx - 4 - Cx’ -t- Dx^ -+- £x 4 -1- etc. 


Ce cas ne difTére pas de celui ot'i l'on auroit les trois séries suivantes , 
dont les coediciens sont les mêmes , ' 

Z — by cy^ ■+■ dy^ -1- etc. , 
y — bx -f- ex’ -4- </x 3 -H etc. , 

X ■= bv -y- cv’ - 1 - - 4 - etc. , . 

et où l’on demanderoit z exprimée en une série en v. 11 n'y a donc qu’à 
faire dans k solution précédente ( n.* 65 ) , 

» = b = A, Ê = c = c, D = b = , etc., et V = x:, 

et l'on aura 
B = = b^. b , 

C b~ D. b -4“ ( ^ D. b -4* D. bt b^ ) i 

D r= P’. - 4 - {bv>.b-^T>.b, b^)r>.b^ - 4 - (^p’. ” 4 - D. 3 . D. - 4 - p>. b. b^)b^, 

E — b'p\b (bo.b ■+- D.i.i’)p’.i’ - 4 - (b^^.b -i-D.b.D.b^ -4- ÿ^.b.b^)D.b^ 
- 4 - (bç^.b -4- D.^.p*.^’ -4- ÿ^.b.o.b^ - 4 - p^.à.M)^, 
etc. , où la loi est manifeste. ' 

(IV.) 

68. Plaçons ici le problème suivant, parce que notre méthode en rend k 
solution très-simple, et que cette solution, comparée avec belles qui ont déjà 
été données du même problème , fera kire des rapprochemens intéressans. 

P n O B L à »t B. 

Etant donnée une équation d’un degré quelconque , 

X" -4- bx"-' -4- cx"-« -4- dx"-^ ■+- etc. = o , .... (1 ) 

dont (K, S, y, S, etc. sont les racines; on propose de trouver k somme des 

puissances 
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puissances n de ces racines immédiatement en coëOiciens de l’équation et 
sans passer par les sommes des puissances inférieures. 


69. Nous établirons d'abord un lemme connu. Puisque G, 7, i, etc. 
représentent les racines de l’équation proposée , on a , par la théorie des 
équations , 

-H cx**« -4- dx"-^ -f- etc. = 

( X } ( X C) ( X y ) (x <J) X .... J 

en faisant x = ^ , et multipliant tout par 2* , cette équation devient 

1 H- iz cz* ■+■ ■+■ etc. = 

(1 — fltZ ) ( 1 — ffz) ( X — yz)(i — Jz) X . ...» 

et I en prenant de part et d’autre les logarithmes , 

log(i -I- Az -f- cz» -f- dz^ -H etc.) = 

log( I — «z)-t-log( 1 — ffz)-4-log(i — 7z)-4-log(i — Jz)-+-etc.; 

mais, puisqu’on a généralement (n.” 3 .) 

, . . • m» m? . , 

• log(x — mz) = — mz — — z> — 5-z» zi — etc., 

o\ I a 3 4 ’ 


on trouve 


log(i -4- 3 z cz» -f- dz^ -4- etc.) =' 

— ( ot “ 4 “ 5 -+- 7 - 4 - S " 4 “ etc. )z 

— («» -4- e» -4- 7» -4- (î» -4- etC.)Ç 


- 4 - - 4 - 7^ 

— etc. 




etc.>3- 


Faisant donc 


B — ec-hG-hy-hS-h etc. , 

C = «» + e» -4- 7» H- J» 4- etc. , 
Z) = «5 f 3 4. yî ^3 etc., 


etc. 


l’équation précédente devient 

C D 

log( 1 + iz + cz» + dz^ -4- etc.) = — Bz — — z» r-zî — etc. 

aï 


.(a) 
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Le théorème que présente cette équation a été employé par Là kde w, 
Mathematical lucubratioru , et par Lar aANGB« Mémoires de Berlin, 
années 1768 et 176g ; mais ce qui suit est particulier à notre méthode. 

70. Pour ayoir B , C, D, etc. exprimés en coëfiiciens b,'c, d, etc. de 
l'équation proposée , il ne s'agit plus que de développer suivant les puissances 
de Z le premier membre de l'équation ( 2 ). A cet effet , j'y mets a au lieu 
de 1 ,taCn de pouvoir faire le développement avec plus de facilité ( n.° 11.), 
sauf à remettre ensuite 1 à la place de a. J'aurai log<i pour le premier terme, 
lequel devient = 0 , lorsque a = t , ainsi que c^la doit être pour satis< 
faire au second membre de l'équation (2)1 De là on déduit (n.” 34 ) 

— B = a''. b , 

— - = n->.D.è — —.b\ 

9 . 9 


D 

— -3- = -ï'bp*.* — 


. D.^“ 


-.èî, 


t 1 I IX Il 

— — = a • p5. i . P’. -4- s-^‘ D. b> -. M , 

4 ^ 9 / 3 4 

etc., et en général ( n.® îo.) 

= a-'.p»-‘.Zi — p*-».é» .g-.p*-s.o5 — etc. rb — .è». 

Actuellement , si on change les signes et qu'on fasse <2 = 1, on trouve 

y/, 5= <»•■+• + y* -f" -t- etc. — ^ 

P"' •. A -t- -p*-». i» *- - ps-ï, èï -f. etc. ± — D. O»- • qp - ^1* , ( 3 ) 

1= 9®- 3 ” ni ^ n ' '' 

ou bien , en écrivant les termes dans un ordre inverse , 

« 

= J. b- ± _o.è-> qz =t — jpS.è-ïqzetc, 

— yP®’.*l .....(4) 

les signes supérieurs ayant lieu si n est impair , et les inférieurs , si n est pair, 
Voilà donc deux formules générales, ( 3 ) et (4), qui résolvent le problème 
de la manière la plus aisée : la première se développe par la règle du n.® 47 » 
la seconde, par la régie du p,“ 43. 


a *4 
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Ainsi lés sommes des puissances successives des racines sont ' 

B — b, 

C=-2. + 2i., • 

D = -\d + \,to-\ÿ, 

E = — -e + -f- c») — iib*c 4- -M, 

F = — t/-^- i(ibe -+- 7 cd) — 4- Sic») 4- -4iîc — liS, 

etc. On peut continuer par dérivation autant qu’on voudra. 

71. Si on veut avoir B, C, D, etc. en termes récurrens , on fera pour 

C D 

plus de facilité , B = Si , — =C, — — =D, etc. ; et l'équation 

— B z=z a~'b ci-dessus deviendra = b , où l’on considérera les quantités 
a et 9) et leurs dérivées comme indépendantes les unes des autres ; et en faisant 
les dérivations par le procédé des n.** Set i3, remettant ensuite àulieu de 93, 

€ , , etc. leurs valeurs , et faisant a = i , on aura les formules ordinaires 

B =: — b, 

C — — bB ^ 9C , 

D = — bC — cB — 3 d, 

E = — bD — cC — dB — 4«, 
etc. 

7a. La première solution de ce problème a été donnée par Ai-bcrt Giraru 
dans son Invention nouvelle en Algèbre, imprimée en 1699, huit années ' 
avant la Géométrie de Dbscartes ; ses formules coïncident avec celles ci- 
dessus à la fin du numéro 70. Les formules en termes récurrens ( n.” 71 ) furent 
publiées en 1 707 , sans démonstration , dans V Arithmétique universelle de 
Î^BWTON ; on les a démontrées de plusieurs manières, et on en a fait différens 
usages. Depuis, Warino , Lagranob, £vi.En et Vandf.rmonoe ont donné des 
règles ou des formules générales pour calculer la somme des puissances quel- 
conques des racines immédiatement en coëlTiciens de l'équation , c'est-à-dire 
indépendamment des sommes des puissances inférieures. Arrêtons-nous un 
instant à comparer notre solution avec celles des géomètres que nous venons 
de nommer, 
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73. La régie que Vandbahonoe a donnée sans démonstration dans les 
Mémoires de V Académie des Sciences de Paris , année 1771, pog. 373 , se 
démontre facilement par nos formule^ 3) ou (4). Voici cette régie, en 
conservant nos dénominations. 

«e Pour avoir An en. — A , c, — , e, — /, etc. , faites avec ces dernières 

» quantités la fonction rntionelle et entière ^a plus générale possible de la 
» dimension n, c’est-à-dire, prenez tous les différens termes de la forme 
» ht. cf. d ' X .... qui peuvent résulter des manières possibles de satisfaire 
» à l'équation 

P -h iç -h 3r -t- etc. = n , 

» p, q , r, etc. étant des nombres entiers positifs ou zéro ; la valeur de An 
» contiendra tous ces termes ; et le coëfGcient numérique du terme quel- 
» conque ht.cs.d' X .... , en supposant -H 7 -f- r -H etc. = /, sera 

I n, 1. 1. 3 . , (/- t ) 

* 1.5....^ )< 1. a.... 7 X 1.2.... r X ....’ 

» le signe ayant lieu si « -+- / est pair, et le signe — , s’il est impair. » 
En effet, prenons dans la formule (3), n.» 70, un terme quelconque 

~ J^m ?"■ » lequel , en supposant n — m = l, devient ±jÇ—‘-h‘; 

il est visible , par les remarques du n.® 5a, que p"*'. A' développé donne tous 
les différens termes qu’on peut faire avec un nombre / des lettres^, c,d, etc., 
tels que la somme de tous les indices de ces lettres, ou, ce qui est la même 
cho.se , que ip -h 2 q -+- 3r etc. soit = I -j- n — l = n \ et que le 
coëfficient de cliaque terme l/, d.d' ic,... soit 

I. a. 3. ...(/. 1 )/ 

1. a — P X 1. a ... 7 X 1. a. ... r X .... ’ 

/ étant = P -i- q r -i- etc. Donc le terme lé de notre formule ( 3 ) 

représente l’assemblage de tous ces termes , chacun ayant pour cpëfllcient 

n- t- 2. 3 (/_ 1 )/ _ 1. 3. 3 ... (/_ 1 ) 

/ X 1.../JX 1. a-, y X 1. a... rx... t. 2...pxi. a» 7 X i.a...rx... 

Quant au signe -t- ou — , chaque terme de la formule ( 3 ) aura le 
signe — ou -f-, suivant que / est impair ou pair ,‘ce qui résulte de l'inspection 
de la formule ; mais si l’on change les signes des t.", 3.®, 5.*, etc. quantités 
de la suite c, d, e, etc., on voit par la nature des multiplications que le 

produit 
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produit l/.ci.d' X.. . . aura le signe — ou -f- , suivant que p H- 2^ -+- 3r 
-f- etc. = n sera impair ou pair. Donc , dans ce cas , le signe de bf. c^. d ' x .... 
sera -f- , si n et / sont tous deux pairs ou tous deux impairs : il sera — , si 
des deux nombres n et l l'un est pair et l'autre impair ; c'est-à-dire , le signe 
sera -f- si n -f- / est pair , et — si ra -H / est impair. 

De plus , dans notre formule ( 3 ) / reçoit successivement les valeurs t , 
2 ,3, etc., n : ainsi la formule contient tous les termes, ayant les conditions 
prescrites, qu’on peut former avec une seule lettre , avec deux lettres, avec 
trois , etc. et avec n lettres , c’est-à-dire , tous les dilTérens termes de la forme 
1 '. I d' X .... qui peuvent résulter des manières possibles de satisfaire à l'équa- 
tion P -h <}ç -h 3 r etc. = n , Ids exposans /> , y , r , etc. étant des nombres 
entiers positifs ou zéro. 


74. Donnons à la formule (4), n.® 70, un premier développement en cj 
elle devient par là ' 

. (5) 

^nb*-^.o.c ±ni*-4.p^.c P*, c ± etc. 


n.n -'3 


. , W* /I • 4 f e 

15: ± 3 ^»-î. D.c’ 

O O ' 


n.n - 5 


^«-6. f.2 ±etc. 


.n.n-A.rt-i , , , 

-I- 3 -6. c* 

a. 3 


_ n.n- 5 . n -6 
a. 3. 


b*-T. D.c^ztetc. 


7j.n-5.n-6. n- 7 . , , 

■= i-i'-*.c4±:etc.» 

. a. 3. 4 . • 

les signes supérieurs étant pour n impair , les inférieurs pour n pair. 

75. Maintenant , si l’on distingue les termes de la série ( 5 ) en dilTérens 
ordres; que le terme ip b* seul forme le premier ordre; que les autres termes 
de la première ligne horizontale forment le second ordre ; ceux de la seconde 
ligne horizontale , le troisième ordre ; ceux de la troisième ligne , le quatrième 
ordre, et ainsi de suite; il est clair par nos notations qu'on aura, pour les 


». P 


termes de l'ordre quelconque A -f- 1 , 
n(7j-A- i)(n-x-a).... 

. (n-ax -4- 1 ) 

1 . a. 3 . , 

. . . X 

nfn-A-a)(n-A-3).... 

•(«-’A) . 

1 . a. 3 . . 

. . X 

n(n-A-3 ) (n-A- 4 )... 


1 . a. 3 . . 

± etc.. 

. . . X 
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en continuant jusqu’à ce qu’on arrive à des puissances négatives de b, et en 
prenant les signes tels qu’ils sont pour A + » impair , et les signes contraires 
pour A + 1 pair; les valeurs de O , P, Ç , etc. étant telles que l’on ait 
O -i- P Z -i- Qz^ -f- -fis^ + etc. =r ( c + r/a ez» + /a’ -+- etc. )\ 

C’est la loi donnée par Ecler dans le tome XV des nouveaux Commentaires 
de Pétersbourg , pag. 67 , loi qu’il a tirée par induction des formules de 
Newton ( n.® 7 1 ). 


76. Si l’on suppose 

X = — CX-* — dx-^ — ex‘* — etc. , 
on aura , (Voyez plus bas le n.® 83 .) 

X' = c» 05-4 -I- D. c^a>-S p’.c’. *•<» -+- p 5 .ca. a:-7 -H etc. , 

AT 5 = — — n.cî.x -7 — — p^.c^.x-o — etc., 

et il est visible que les termes du second ordre (n.®*74 et 76) seront représentés 
par nXx* , pourvu qu'on mette — i à la place de x; et l’on voit également, 
et très-clairement, que les termes du troisième ordre seront représentés par 

? ^d^ ^ mettant de môme — i à la place de x après la différen- 

tiation ; que , sous la même condition , les termes du quatrième ordre seront 

, . nd’(A’îx»+>) 

représentés par ^ ^ ^ 


- , et ainsi de suite : de sorte qu’on aura 


X, = X* -+- nXx* -I 

3 


n d(A’ax« + ‘) n d* (A’Vt:»+») 


+ 3 


etc. . 


dx ' 3 1. 3 dx> 

pourvu qu’on regarde x comme la seule variable , et dx comme constante ; 
qu'on ait soin de rejeter les termes qui contiendroiant des puissances négatives 
de X , et qu'après les différentiations on change x en — b. 

C’est la formule à laquelle Lagranoe est parvenu , d’une manière différente, 
dans les Mémoires de Berlin, ruinée 1768, pag. 261. 


77. Si l’on ordonne le développement en c du n.® 74 suivant les puissances 
de ^ , la formule prend cette forme 
jin = ip à* it nb’'^.c qz nb*'hD.c 


± nb*'^. I pAc 
dr nb*-^ | p4. c 






n-A I 


— p».C> -f- 


71 - 4. n -5 
3 . 3 
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nb*-7 1 

r e /I-6 « 

+ 

n-5. n-6 ,1 

2 . 3 


J 

r 7 I 

nO /» TkA y%a 1 


±2 

nb*-^ 1 

P — pi.c -h 

9 . 3 P-'" 

_ 

nb* • 9 1 

n-8 c 

n7 /* — r\a 1 

n-y.n-S , , 

•+- 

ÿl.c -^p.C -+■ 

9.3 


etc. ± 

nb° { p»-».c — etc. ) 

f 


n-5. n~6.n-j 
3. 4 




où la loi est làcile à saisir, et où les signes supérieurs ou inférieurs ont lieu 
suivant que n est un nombre impair ou pair. Mais il y a de remarquable 
que , si l'on fait attention qu’il ne faut ajouter une puissance nouvelle de c 
qu’aux quantités qui multiplient les puissances de b de rang pair , on déduit 
très- facilement les quantités polynomiales , exprimées en c, les unes des autres, 
par dérivation , en suivant la règle du n.® 3o ; et qu’on peut ainsi continuer 
sans peine la série développée et réduite : on s’arrêtera aux termes qui contien- 
droient des puissances négatives de b. 

En développant les quantités en c , la formule précédente devient la série 
que Waring a donnée au commencement de ses M.editationes algebraicte. Il 
l’a tirée cTes formules de Newton. La règle qu’il donne pour la former est fondée 
sur les combinaisons, et ne diffère pas au fond de celle de Vandermonde , à 
laquelle elle peut être ramenée ; ainsi nous ne nous y arrêterons pas. La 
solution de Waring a été publiée la première ; elle se trouve déjà dans les 
Miicellanea analytica de cet auteur, imprimés en 1762. 

Remarquons qu’on peut aussi ordonner suivant les puissances descendantes 
de ff le développement de la formule générale et y appliquer les 

observations précédentes. Nous laissons au lecteur à faire ce développement. 

PROBLàME. 

78. Résolvons à présent le problème inverse : connoissant les sommes des 
puissances des racines d’une équation quelconque , exprimer un coëfQcient 
quelconque de l’équation en sommes de ces puissances. 

Si l'on fait 1 — a, et loga = A , l’équation (a) du n.® 69, savoir, 

C D 

log(a b Z cz^ dz^ -f- etc.) = A — Bz — -a’ — -j-s* — etc., 

donne, en prenant les exponentielles de part et d’autre, e étant le nombre dont 
le logarithme hyberbobque est l’unité , 

a H- -I- «3 -t- etc. = - f'* “ f “ *‘®* ; 
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ainsi tout se réduit à développer le second membre suivant les puissances 
de Z. Or on a ( n.® 3o ) 
a =: €■* , 
b = — e^.B , 

c = — e^. h B‘‘ , 

a 1. a . 

.De* C. e* 

d ^ — e*. — -f- — • 1 B— — T‘ -S* » 

3 i.a a 1. a. 3 - 


C D 

il est donc visible qu’en prenant positivement tous les 5 , - , etc. , mettant 

b , e , b , etc. à leur place , et faisant A = o , on a (n.® ao ) pour un coëf- 
ficient quelconque de l'équation ( i ) du n.® 68, 

«, = — p®-'.b H î-p«-».b» î— -p"-3.63 + etc. lin. — - — b"; 

ou bien , en écrivant les termes dans un ordre inverse , 

a, — — î ± —, b«-' = p«.b«-» 

^ i.a...n i.a...(rt-i) i.a. ..(n-a;*^ 

• P®, b"* etc. H î-p"-».b» — p*"'. b. 

1. a. . . («-3) ^ i.a“ *= 

Les signes supérieurs ont lieu si n est impair, les inférieurs, si n est pair. 

Ces formules , dont la loi est fort simple , se développent par les régies des 

numéros 4y et 43. WAnniG a aussi donné pour la solution de ce problème, 

une formule qu'il forme par les combinaisons , et qui s’accorde avec les 

nôtres ; elle se trouve dans ses Meditationa algebraiccv , cap. I , probl. III , 

coroU. , ainsi que dans son premier ouvrage de 1762. 


(V.) 

79. Nous rassemblons ici plusieurs remarques, utiles dans différentes occa- 
sions , et qui servent à donner plus d’étendue à la méthode. 

Si on ne vouloir pas ordonner le développement de 
(pi« -i- f Æ -I- 7a;® -t- d'xî -f- etc.) 
suivant les puissances de x, mais par rapport aux quantités (p«, ntp», 
etc. , on trouveroit 

'-+■ D (p *. { ff. X T>.Ç.x^ _|_ pî. f. x4 -f- etc.} 

+ p’<p*.{^. x“ H- D. ff». xî -t- p’.ff^x'* + p5. f'. x5 -f- etc. } 

■+■ p5(p«. {ffî.xî + D.ffj.x^ ■+■ P®. X® p3.ff5. x<i -1- etc.) 


-1- etc, , 


développement 


Digitized by GoogI 


DES DEHIV1.T10NS. 


65 


développement qui se trouve en même temps ordonné par rapport aux dimen- 
sions des lettres S, y, S, etc., et où les quantités placées dans la même ligne 
horizontale dérivent les unes des autres avec la plus grande iacilité au moyen 
de nos régies. 

On peut parvenir bien simplement à l’expression précédente, car il suffit 
de faire fx -h yx“ -f- Jx» -f- etc. = »•, et, après avoir développé (p{et ■+■ tt), 
de mettre à la place de 7 , , etc. leurs valeurs en séries. Ce dévelop- 

pement a de l'analogie avec celui des numéros 7$ et 76. 

80. On n’a considéré jusqu'ici que des polynômes de la forme 

« -H ffx yx= -h Jxï -f- etc. ; .... (a) 

il convient de faire quelques remarques sur les cas où les exposans des puis- 
sances de X dans le polynôme ne suivent pas la série des nombres naturels 
o , 1 , 9 , 3 , etc. 

etc. ) . . . . (Â) 

à développer , il suffit de faire x = 1 , dans la série du n.” 33 , et les régies 
des $§. II et III s’appliquent à ce cas ; ou bien , si on veut ordonner le déve- 
loppement suivant les dimensions des lettres G, y ^tc. , on fera a»= 1 dans 
la formule du n.° 7g. 

81. Si les exposans de x dans le polynôme de. 

(P (<*x/ - 4 - f l't -(- yx' ix’ + etc. f .... (c) 

sont quelconques et qu’ils ne suivent aucune loi , on pourra hiire le déve- 
loppement de la manière suivante. On fera «x^ = a , f xt = b, yxf — c, etc. , 
et l’on développera (p(a 4- i + c -(- etc.), ce qui ramène ce cas au précédent; 
après le développement, exécuté par la règle du n.® 3 o , on remettra pour 
a 1 b y c, etc. leurs valeurs. Si l’on veut ordonner la série suivant les dimensions 
des lettres ff, y, J, etc., on développera <f)(a 4 - i 4 - c etc.) d’après la 
formule du n.“ 79 , et l'on remettra de même pour a , b , c, etc. leurs valeurs. 

On voit que dans ces cas la série ne sera pas ordonnée suivant les puissances 
de X. 

8a. Examinons quelques cas particuliers. Supposons d’abord qu’on ait 

• <P(ffx 4 - y*' + ■+■ tx‘t 4 - etc.); .... (d) 

on fera Çx = a , yx^ = b , Sx^ = c , etc., et après le développement on 

R 
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remettra au lieu de a, b, c , etc. leurs valeurs ; ou bien , en regardant x 
comme invariable, et f , y, J, etc. comme variables et tels que o.C = yx, 
j}.y = Sx , B. S = s-v , etc., on aura, de l’une et de l’autre manière (n.* 3o), 

(f)5x -t- n(p5x,yx^ -t- D(pffo?. DcpSx.fxi 

•4- p’<p<*x. a y (Jx* -+- etc. 

-t- p’(p?x. y3x<> 

Les termes de la série ne sont pas ordonnés suivant les puissances de x ; 
ils le deviennent cependant si Ja fonction ip indique une puissance quel- 
conque , et ils le deviennent encore , au premier terme près , lorsque la 
fonction <p indique un logarithme , car alors, ,1e premier terme étant log Cx, 

le second sera ^ — = C"’yx. 

83. Si les exposans des puissances de x dans le polynôme forment une pro- 
gression équi-différente ou arithmétique , comme dans 

(p(ee 4- Cx' -h yx^r -+- Sx^r -f- etc.), ....(e) 

quel que soit p , mais le premier terme et étant sans x ; on développera encore 
comme àfl'ordinaire (n.** 3o ) , et la série résultante sera ordonnée par rapport 
aux puissances de x ; elle aura cette forme 

yi -f- Æif 4 - Cx*r - 4 - Dx^r -f- etc. 

Pour s’en convaincre on n'a qu’à faire xP = et alors ce cas rentre dans 
le cas ordinaire ; oft remettra ensuite Xf, au lieu de / , dans le résultat. Nous 
avons mis la condition que l'exposant de x soit zéro dans le premier terme a 
du polynôme ; autrement , x entreroit dans les quantités affectées de la 
fonction dans le développement. 

Dans le cas particulier, cependant, oà il s’agit d’élever le polynôme à 
une puissance quelconque m , le premier terme « peut aussi être multiplié 
par une puissance quelconque de x. Ainsi, s'il faut développer 

(ctxP 4- Cxf-*-l 4- yxP -t- ’t -f- Sxt + ïf -4- etc.)" , .... (/') 

où les exposans forment une progression équi-différente quelconque , on n’a 
qu'à développer tout de même que si l’on avoit 

(<* 4- ffx -f- yx» -4- Jxî -4- etc.)": 
la série résultante aura cette forme 

y4x"r 4- Bx”'f + i 4- Cx"f 4-ïf _t_ Dx"f + î»r4- etc., 
et les valeurs de A , B ,C D , etc. seront les mêmes que l’on auroit obtenues 
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en développant (<* -t- fx -f- yx» h- etc.)"; car l’expression (f) est égale 
à celle ci x’‘r{a + ffx» -+- yx»f 4- Jx^t 4- etc.)", 
laquelle, en faisant =■ y , devient 

x“ff« + Qy 4- y/’ 4 - Jv* 4 - etc.)". 

Ainsi, si l'on demandoit le terme sans x, c'est-à-dire affecté de x”, dans 

puisque cette formule est la même chose que celle-ci 

x-*"(« 4- ffx 4- yxa 4. Jxî 4- sx 4 )", 
il sufGroit de prendre le terme affecté de x’" dans 

(a 4 - Cx - 4 - yx» -4- dx 3 -4- gxA)-, 
cest-à-dire de développer, à la manière ordinaire, p^". 

* 

84 - Dans les cas où les coëfTiciens du polynôme sont affectés de dénomi- 
nateurs numériques ou autres , dont chacun est composé d'un facteur de. 
plus que le précédent, comme dans ce polynôme 

<7 r" fl . . 

P "f” — “ë" — i — ffX’ -4- — ! — n — mx 3 -4- etc., •••'(ff) 
m' m' m" m' m" rn'" . ' 

on peut , pour développer une fonction quelconque d'un tel polynôme , 

comparer la fonction à la formule générale 

<P (« 4 - ffx 4- y x= -4- Jxî -4- etc.) , 

/If* S 

et , après avoir développé cette dernière , substituer p , , — , — n , —1 — vi — m 

’ ^ ’ m' m m m'rn 'm"' 

etc. à la place de « , C, y , d, etc. respectivement. Mais on peut aussi se passer 

de ces substitutions et faciliter le développement par le procédé suivant. 

On fera les dérivations à la manière ordinaire n.® 3 o , comme s’il n’y avoit 

pas de dénominateurs au-dessous de 7, s, etc. ; on aura soin seulement, 

toutes les fois qu’il faudra changer une des lettres p, ç , r , s , etc. dans la 

suivante , de ne faire ce changement qu’en donnant à cette dernière lettre 

un facteur au dénominateur, ce facteur étant toujours le dernier de ceux 

qui divisent la lettre dans le polynôme. Ainsi on changera p en , q ea 

r s 

• — rf , r en — m | etc. 
m” m'" 

En eflèt , on voit , avec un peu d'attention , que ce procédé doit mener 
aux mêmes résultats que les substitutions. 
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Ainsi (P(<* -f- bx -t- x^ -t- 


•x* -+- etc.) se développe par la 


1.2 1. 2. 3 

règle du n.® 3o , pourvu qu’en changeant les lettres on change a enb y b en 

c d J e 

-, c en - , « en - , etc. 

2 J . 4 


Pareillement ® ( - H ^ x H ^ — 

^ * 2. 3 2. 3. 4 


I : X* -H etc. ) se déve- 

2.3. 4.3 

loppe par la même règle , pourvu qu'en changeant les lettres on change a 

b , c d 

en T- , * en -, c en - , etc. 

3 ^ J 

Réciproquement , s’il falloit changer une des lettres r , etc. en celle 

qui la précède, comme au n.-® 36 , il ne faudroit pas changer , par exemple , 
J en /•, mais en m'"r; on changeroit de même r en q en m' p. 

Nous aurons occasion de faire usage de ces observations. 

La forme (g) revient souvent dans la théorie des suites, aussi bien que 

celle-ci ^ _l_ ,n'm"r.x^ -+- m' m" m'" s. x^ H- etc (A) 

Si l’on avoit à développer une fonction quelconque d’un polynôme pareil, 
on pourroit , ou la comparer avec la formule 

(p (ce -(— Cx -f- yx® -t- Sx^ -H etc.), 
et, après avoir développé cette dernière, substituer p, m'q , m'm"r , etc. à la 
place de « , S, y, etc. respectivement ; ou , ce qui est plus simple , faire les 
dérivations par les régies données dans le $.11, comme si ^ , r, s, etc. n’étoient 
pas multipliés par des facteurs m ' , m" , m'" , etc., en observant seulement 
que , quand on change une lettre dans celle qui suit , il faut changer p 
non en y, mais en m'y, y en m"r, r en m"'f, et ainsi de suite. 

Réciproquement , si , pour prendre une dérivée inverse , il faut changer une 

lettre dans celle qui la précède, on changera s en , r en-^, q en 
Ainsi , on développera facilement la fonction 

cp( a -+- Ax -H 1. 2CX® -4. t. 2. 3 «fxî -H 1. 2. 3. 4 ex4 -4- etc.). 
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A R T I C LE SECOND. 

Dévelnppemens en séries *des fonctions de deux ou de plusieurs 
polynômes ordonnés suivant les puissances d'une même lettre. 

85. Dans les développemens que nous avons exécutés par la méthode 
simpliTiée , nous avons considéré des quantités fonctions d'autres quantités ; 
il convient à présent de nous occuper plus particulièrement des fonctions de 
quantités indépendantes les unes des autres , et de donner, pour développer 
ces fonctions , des méthodes de dérivation simplifiées , telles que l’on puisse 
écrire sur le champ le développement tout réduit et en trouver immédia- 
tement un terme quelc/mque. 

Avant de résoudre le problème général , nous allons nous arrêter k des 
cas moins étendus , qu'il est avantageux de traiter séparément , tant parce 
qu'ils se présentent très-souvent , que parce que leur solution sert à faciliter 
celle du cas général. ' * v 



Des produits de plusieurs polynômes et de plusieurs fonctions . 

de polynômes. 

Problème. 

86. On propose de convertir en une série de la forme 
■+■ Bx -f- Cx^ D 3^ -i- etc. 

le produit d’un nombre quelconque de polynômes indépendans , ordonnés 
chacum suivant les puissances de x. 


Pour résoudre ce problème , nous passerons du cas le plus simple , où l'on 
n'a que deux polynômes, aux cas, plus composés, où l'on a trois, quatre, 
etc. polynômes à multiplier entre eux. 

Supposons donc qu'il faille convertir le produit 

(« -4- ùx -H -f- dx^ -4- etc.) X (* -4- ffx -4- y.r» -4- Jxî etc.) 
•n une série de la forme 

A -4- Bx -4- Cx’ - 4 - Dx^ - 4 - etc. 

S 
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J'efTectue la multiplication à la manière ordinaire , en ordonnant suivant les 
puissances de a; , et je trouve 

X -I- ay I’ -1- aS I* *-t- a B x* 

-t— bC “+— by b S 

-t-Cflt -f-cff -i- c y -4- etc. ; 
det -t- dÇ 
-+- ect 

la loi des quantités qui multiplient chaque puissance de x est des plus simples, 
de sorte qu'on peut en conclure le coëlllcient d'un terme quelconque afTecté 
de X*. 

Pour ramener cette solution aux dérivations, j'observe que l'on a b =D.a, 
c = d = p5.a , etc. , C = D.ae', y — p’.« , i — p*.« , etc. ; A = aet, 

qui est l’origine des dérivations; B = d. (a ct)t C= p’.(na),' Z) = p^.(a<»), 
etc. : ainsi, en exprimant les coëlliciens précédons en dérivées, on aura 
A =■ aw, 

£ = s. (fias) = a. D. » -4- s. a. « , 

C — p^(a«) = â.p>.« - 4 - D.a.D.ee -4- p’.a.as, 

Z> = pS.(fl«) = n.pî.flf -4- D.a.p’.a -4- p^a.s.a ri- p^a.«, 

E = p 4 ,(aet) = a.p 4 .« -4- s.a.pî.» ri- p». a. p». « ri~ ?*•<*• »■ * ri- p^.«. « , 

et ainsi de suite. De là résulte la proposition suivante. 

TnéoRÈME. 

87. Si les deux quantités a et « sont indépendantes l’une de l’autre, ainsi 
que leurs dérivées , la dérivée divisée de l'ordre n du produit a « sera donnée 
par cette formule 

p*.(a«) = a.p".« ri- D.a.p*-'.« -4- p».a.p»-a.« ri- p3.a.p"-ï.« H- etc. 

ri- p*-'a. D.* ri- p'.a.oe, 
OÙ chaque terme n’a d’autre coëiHcient numérique que l’unité , abstraction 
faite de ceux qui sont indiqués par les c au-dessous du signe o. 

88. Changeons n en n -f> 1 , la formule précédente devient 
p*+'.(a«) = a.p'+'.af ri- n.a. p". « ri- p*. a. p» - », « -4- pï.a.p"-*,« -4-etc, 

ri- p«*'.a.p».« ri- p".a.D.a ri- p» + >.a.« ; 
si l'on compare cette formule avec la précédente , on en conclud cette réglo 
de dérivation. 


aec -t- aff 
ri- bae 
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Pour déduira le développement de la dérivée divisée p*'+'*. {««) de celui 
de P*, (a*) quon suppose donné , a et ce étant des quantités indépendantes; 

1. ® dans chaque terme ne faites varier que et ou sa dérivée , et p'renez-en la 
dérivée divisée suivante , laissez a et ses dérivées telles qu elles se trouvent. 

2. ® dans le terme seul qui renferme et et la plus haute dérivée de a , faites 
encore varier la dérivée de a , et prenez - en la dérivée divisée suivante, en 
laissant le facteur et tel qu'il est. 

Au mojen de cette régie on tire successivement et sur-le-champ, de A=.oety 
B = aÇ -i- bot I 

C = ay bS cety 

D = aS -+- iy -t- eff -4- dot , 

E •=■ as -4- bS -4- cy -4- dC -4- Cas, 

F ï= a^ -4- bt -I— cj -4- dy -4— eff -4- ftty 

etc. , comme n.® 86. 

8g. Le théorème et la règle précédentes suffisent pour développer le produit 
ou un terme quelconque du produit de tant de polynômes qu'on voudra. 
Pour le faire voir , nous allons les appliquer aux produits de trois et de 
quatre polynômes. 

Proposons-nous donc de convertir le produit des trois polynôme# 
tt -4- bcc -4- -4- 6x3 _j_ etc., 

a -4- ^x -4- ex® -4- dx^ -4- etc. , 

as “4- Çx -4— yx® -H Sx^ -4- etc. , 

en une série de cette forme 

A -4- Bx -4- Cx® -I- Dx3 -4- etc. 

Le terme sans x est A = aau y c’est Forigine des dérivations : je considère 
le produit oa comme une quantité simple p , de sorte que j’aie A = , ce 

qtii ramène le problème au précédent; j’aurai donc, par (e théorème du n.® 87, 
A, = p'.(ûaa) = P». (;;<«) == ^ 

oa. P*. s» -4- D. (oa). p'^- ». « -4- ga. (aa). p« • ®. s» -4- etc. -4- p* * *. (oa). n.as -4- ^(oa).* , 
oit l'on observera que les quantités entre parenthèses sont elles-mêmes sujettes 
à la règle du n.® 88, 
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Le développement des termes successifs de la série se fait par dérivation 
avec la plus grande facilité , et l’on trouve ainsi sur-le-champ 
= an. » , 

Ë = -4“ b il) oc y 

O = aa.y -+- (al> •+- ba)C -f- (flc -f- bi -t- 

D : : (ta. s -+- (a^ -+- ba)y (ae bb -4- -4- (^cul bc-4- cA -4- ba)«i 

E = (ta. 8 - 4 - (ctl> -+- b<i)(î -4- (ac -4- b^ -4- (a]y -4— (aï/ -4- bc (b -4— ba)S 

- 4 -( a e-i-b</-4- te -4-bi-4- ta )of) 

etc. 

Il est visible que pour déduire £ de iJ, par exemple, il suffit de changer 
dans £) les quantités i,y , C , a en s, S, y , C respectivement, et de faire une 
dérivation sur la seule quantité (at/ - 4 - bc -4- (b -4— ba) qui multiplie oc. 

go. Développons à présent le produit des quatre polynômes 
a- 4 -»-c- 4 -Gx“-(-Earî- 4 - etc. , 
e -I- bx -4- ci=' -4- bi* -4- etc., 

a - 4 -: bx -4- ex’ -4- dx^ -4- etc. , 

oc -4- Cx -4“ yx^ -4- Jx^ - 4 - etc. , 

en une série de la forme 

- 4 - Æx - 4 - Cx^ - 4 - Dxî - 4 - etc.' 

L’origine des dérivations est = îJaaa, que je partage en ces deux 
facteurs Îlîa et « ; et, considérant SI a a comme une quantité simple, le théo- 
rème précédent donne 

p*, 4 Îlaa.«) = Slaa.p".* -4- D.(2laa). p»‘ « -4- p». (SIaa). p» • ». « -4- etc. 

- 4 - p,.(<Mtt«).«, 

où l’on développera n. (Mao) , p».(Maô), etc. comme au n.® précédent. 

On trouvera par dérivation les coëfficiens des termes successiis de la série 
ainsi qu’il suit , t 

^ = Slao. «, * 

E = 5Iaa. S -4- {Ma. b -4- n. (Ma). 0 } et = Mao. ff - 4 - (Ma. ^ -4- (Mb -4- SBa)o} oc y 
<?=Maa. 7 ' - 4 -{Ma.^-l- (Mb -4-S}a)o}ff-4- {Ma. c-4-(Mb -4- 9)a)i-4-(Mc - 4 - 58b -4- 6 a)a}«, 
D = Maa.(î - 4 — {Ma.i^-(Mb-4-S8a)a)y-4- {Ma.c- 4 — (Mb -4- 58a) i - 4 t(Mc -4- 58b -l-Ga)o} C 

_ 4 _ {'ifllfi - 4 - (Mb - 4 - 58a) c -4- (M c - 4 - S8b -4- 6a) b - 4 - (Mb -4- 58 c - 4 - 6b -4- 5Da) a} ocy 
etc., et, en faisant attention aux emboltcmens, on continuera avec la plus 
grande facilité autant qu'on voudra. 

. Ne 
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Ne négligeons pas d'obserrer qu’on peut aussi partager Haa» en ces deux 
facteurs 8 a et et qu'alors le développement, 'quoique différent du pré- 
cédent pour la forme, sera cependant le même pour le fond; et qu’on trouvera 
par dérivation 
= Va. 

£ = Va(aC + id) -4- («b + Ba)««, 

C = Va(ay + ^ + c«) (Vb + Ba) («e + - 4 - («e + Bb + Ca)tf« , 

D =r 9Ia(<2^ + by + cC + dtc) -i- (Vb + Ba) (<*y + bC + cpe) 

-I- («c + Bb + ea)(aff + b») -+- («b + Be + (Sb + 

etc. 

On peut partager Vaa« en facteurs de trois manières, et l’on aura 
= p».(Vaa.«) = p».(aa.û«) = p".(3l.aa<*) 

= ÎIaa p*.« + D. (Vaa). p*- « -4- p=.(Vaa>. p" - •. « -4- etc. -f- p*. (Van). «, 

= 9Ia.p».(n«)-f-D.(«a).p»-'.(n<*)-4- p».(Va).p*-’.(na6)-4-etc. -)-p".(«a).n«, 
= SI P*. (an«) -H D.V.p» - (an«) + p’. V. p* • ». (an<*) - 4 - etc. -H p". V.anat. 

gi. Rien n’est plus facile que de calculer un terme quelconque indépen- 
damment des précédens. Donnons-en un exemple. 

On demande le 5.' terme du produit des polynômes 

SI -f- B -t- 6 -H etc. , a-t-b -4-t-l-etc. , a -i- A c -4- etc. , «-t- ff-(-y-4-etc. 
L’origine est yi = Vana, et le 5.° terme sera indiqué par p4. Slaaa. 

On lait un premier développement , qui donne ' 

= SI an.* -(- D. ( 8 (an).J -4- p». (Van), y -4- p3.(SIa«). ff -4- p+. (Van). « ; 
on calcule présentement, en les faisant dériver les uns des autres, les déve- 
loppemens de o. (Von) , p». (Van) , etc. , ce qui se fait facilement ainsi qu'il suit, 
D.(Von) = %a.b -+■ (Vb 4- Ba)n, 

p».(Van) = Va.c -H (Vb + 9a)b -t- (Vc - 4 - S9b + (Ea)n, 
pî.(Van)= Va.<i-l-(Vb -fBa)c-4-(Vc + Bb -|- Sa)A-t- (Vb -f-Sc +€b +®a)n, 
p^. (Von) = Va.e -4- (Vb + Ba)d - 4 - (Vc - 4 - Bb + CSa) c -|- (Vb + Bc -f (Sb + ©a) b 

-h (V* -4- B b -4- et + ©b -4- ea)n. 

Ainsi on trouve pour , tout développé , 
yf,=Van.s-i- {Vai-4-(Vb-4-Sa)n}^-)-{Vac-4-(Vb-t-Sa)i -4-(Vc-4-»b -4-Ca)n}y 
- 4 - { Va<i + ( Vb -4- Ba)c -I- (Vc -4- Bb + €a) A - 4 - (Vb - 4 - Bc - 4 - €b -4- ©a)n) ff 

- 4 - (Vac - 4 - (Vb - 4 - Ba)<i -j- (Vc - 4 - Sb - 4 - ea)c - 4 - (Vb Bt - 4 - 6b -4- ©a)^ 

-4- (Vc.-4- Bb - 4 - 6c -4- ©b -4- ea)n)«. 

T 


a 
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9a. 11 suit encore des formoLos générales des n.°’ 87 , et 88 que pour déduire 
une dérivée divisée de Li, dérivée divisée de l'ordre immédiatement supé- 
rieur,, on a là régie suivpnte.j ;j- 

R È G I. E. 

Pour remonter du développement donné de p”. (oa) à celui de p»‘ >. {a»), 
rejetez le terme où se trouve a multiplié par la plus haute dérivée divisée 
de a ; .éhoMgez -dans les autres termes chaque dérivée divisée de et en sa 
dérivée divisée inverse, < 

• Ce^té régie , convenablement étendue, s'applique aux dérivées d'un produit 
composé d'un nombre quelconque de facteurs , comme on peut le voir en 
examinant sur les cas des n.°* 89 et 90 de quelle manière chacune des quan- 
tités yd , B , C, D , ett. dérive de celle qui la suit. 

93. Le cas suivant est remarqu.tble , principalement par les notations aux- 
quelles il conduit : nous prendrons un exemple particulier , car on verra 
aisément que le procédé est général. Supposons qu'on ait à multiplier entre 
eux cinq binômes de la forme a æ , et à ordonner leur produit 
(a + a:)(a" x) (a™ + x)(a” -|- as), 

suivant les puissances de as ; le résultat aura cette forme 

yd -I- Bx -f- Cx» -4- ZJx* -f- E'xi -f- Fx^ , 
et l’on sait par la théorie des équations, que yd = aa'a"a"'a" , que B , C, D, 
E sont respectivement les sommes des produits des cinq quantités a, a', a", 
a'” , a" , prises quatre à quatre , trois à trois , deux à deux , une à une , et 
que F = 1. 

D'un autre cAté, yd = aa'a"a"'a'' est l'origine des dérivations; les pre- 
mières dérivées des quantités simples a , a* , a" , etc. étant égales à l'unité , 
seront désignées par na, na' , etc. , sans point après le d , et leurs dérivées des 
ordres supérieurs au premier seront toutes égales à zéro. Donc il &udra aussi 
désigner les dérivées successives divisées de aa‘a"a'“a" par D(aa'a“a"'a‘') , 
p»(aa'a"a"'a"), etc. sans point après le n. On aura ainsi 
D (a a'a"a"'a" ) = la somme des produits des cinq quantités prises quatre k quatre, 
p’(aa'a"a"'a'’ ) = la somme des produits de ces quantités prises trois à trois , 
p 3 (aa'a“a'"a'’) = la somme des produits de ces quantités prises deux à deux, 
p 4 (aa'a"a'"a'') = la somme des cinq quantités, 

P»(aa‘a"a"'a'’) = 1. 


i/ 
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De là on conclnd en général qu’en exprimant par X.. . «“** le 

produit de m quantités différentes , l’expression 

p"-r(aa'a''«'“X .... 0“'’) 

désigne la somme de tous les produits différens de ces m quantités prises r à r: 
où l’on peut remarquer que le nombre r des quantités qui entrent dans chaque 
produit , est toujours égal au nombre m de toutes les quantités moins l’indice 
de D ; car , en supposant cet indice = n , on a n = m — r, et r = m — n. 
Cette expression sert non - seulement à indiquer d’une manière abrégée la. 
somme des produits, mais elle renferme encore la loi du développement, 
c’est-à-dire , la manière de former tous ces produits. 


g4- En effet , si par exemple on vouloir calculer immédiatement la somme 
des produits de cinq quantités prises trois à trois , il faudroit développer 
p*-S(a a'a"«'"a”) = (aa' a'W'a"' ). En faisant attention qu'icip^a, p*« , 
etc. p=n' , etc. = o , on aura ( n.® 87 ) 

p»(aa'«“a‘”a”) = D(a«'a''a"’). na" - 4 - p^(«a'a"«'").a"; (1) 

on a aussi 

D(aa'a”a‘”) = aa'a'‘ba'" D(aa'a").a‘“, 
et D(aa‘a") = aa'na" ■+■ v(aa').a"; 

donc D(aa'o"tf"> = oa'rf'Da"' -H [uo'Drf' -h (aoa' + Dc.a')a"l- 
et de là , par dérivation , 

p»(aa*a**a"’) = [a«'DO*'-f- ( ano' ■+■ Da.a')a"]Da‘" -+■ [(aoa'+na. a')na" 

-+- Da.na'.a"). a” 

et mettant ces développemens dans la formule ( 1 ) , elle devient 

pa(aa'a''a"’a") = .... (2) 

{aa'a"na'" ■+■ [aa'na" -h (ana' -+- Da.a')a"].a'"}na" 

■+■ {[aa'Da“-t- (aoa' -h na.a')a"]Da”' +((ana‘ -+- i>a.a’)Da" + Da.i)a'.a"].a'”}a". 

Si à présent l’on met partout dans (2) l’unité à la place de na , na' , na" , na"*, 
na”, que nous n’avons conservées sous cette forme que pour faciliter les 
dérivations ; la formule ( 2 ) devient la somme de tous les produits de cinq 


lettres prises trois à trois. 

Pour développer p“ - r (a a'a“... a" -• ) , on peut partager le produit aa'a"... a« 
en facteurs de différentes manières, ce qui donne des développemens de 
formes différentes et conduit à des théorèmes sur les combinaisons que nous 
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ne poumons placer ici qu’en nous écarunt trop de notre objet principal 
Revenons aux polynômes. 

g5. Si au lieu des dérivées divisées de ( n.® 87 ) , on veut avoir une 
dérivée non divisée, d’un ordre quelconque , D«.(a*); il est clair qu’il suflira 
de multiplier tous les termes de la dérivée divisée du même ordre n, par 

,, g. 3 n. Mais, r étant supposé < n , puisqu’un terme quelconque de la 

dérivée divisée p*.(n«) est 


p',a.p— .» = 




, r X 1. a. 3 . ..(/»-/•) 
il est visible que ce terme-, étant multiplié par 1. a. 3.. . n, devient 
».n.i.n-a.... (»->• + 1) ^, ^ _ 

1. a. 3 r 

où le coefficient numérique devant n^B. n**'.» est le même que celui de 
a' a!"' dans le développement de (« + «)*• On aura donc, pour la dérivée 
non divisée , la formule 

D«. (b«) = «.!>•.«+ nn.a.D*-’.*- 


n. 1 . . n.n-\.n-i , 

D’. a. D» ■ ».« -i — : — ^ — 5- D». a, 




i. a 1. a. 3 

+ etc. - 4 - nD*->.o.D. a + D'.dTâ, 
les coëfficiens numériques étant les mêmes que ceux de la puissance n du 
binôme « -f- <*• 

On voit de plus , qu’on obtient la même formule pour b», {aec ) , en déve- 
loppant (« + «)*, pourvu qu’aprés le développement on change généralement 
a' en W.a , ce en n'.«, et a° en u^.a = a, *<> en n».* = œ. 

96. Puisqu’un terme quelconque de la dérivée divisée p*.(aa«) est 

p'.«.p.B.p* i.g,..rx i.a...j X i.a...i«-r-i)’ 

et que, pour avoir la dérivée non divisée D*.(aa«), il faut multiplier tous 
les termes par 1. a. 3 ... n; le terme précédent multiplié par ce produit sera 

n.ra-i.n-a (n-r-i + i) 

1. a r X 1. a s 

où le coëfficient numérique est le même que celui du terme a'a'ce"’''' dans 
le développement de la puissance du trinôme (a -b a)». 

En continuant ces raisonnemens , il est visible qu’on a généralement 
n. 71 - 1. »-a. «-3 . . . . (n-p-q-r-s -etc, -f 1 ) 

». a..../> X t.a....^ X i.a... r X 1. a... s x ... 

pour 
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pour le coëflîcient de Df.a.Di.a’.D'.a".D\a"'. x .... dans le développement 
de D*.(aa'a’’a"’.. . .) , coefficient numérique qui est aussi celui du terme 
«/. a'f. a"'. a"* X .. .. de la puissance (a + a' + a" + a‘“ + etc. ) *. 

Puisque l’on a d'un cété, en regardant a« comme une quantité simple, 

D".(aa«) = D*. a.a« + /iD*-*.a.D.(a«) - 4 - î- d» - ». a. d». (a «) -4- etc. 

+ an*, (a») ; 

et que, d'un autre côté, on a pour la puissance n du trinôme a + a -4- «, 
(a + a + as)' = a* (a + «)« + na*->(a + «)■ ««-ï(a + «)» -f- etc. 

- 4 - a«(a + <»)•; 

que d'ailleurs, n.® précédent, (a + «)' développé donne d'. (a«), en changeant 
les exposans en signes dérivatifs du même ordre ; il s’ensuit que l’on aura le 
développement de n’.faa*) en développant (a + a4-«)* comme n.® 3i , 
pourvu qu'après le développement on change les exposans en signes dérivatifs 
D affectés d’indices égaux i ces exposans , et qu'on ait soin de changer aussi 
a®, a®, «® en D®.a, D°.a, d®.« , c’est-à-dire, en a, a, «; ou, ce qui revient 
au même , pourvu qu'on donne trois facteurs à chaque terme , en suppléant 
à ceux qui manquent par celles des lettres a , a , « dont les dérivées n’entrent 
pas dans le terme. Ainsi puisque , n.® 3 1 , on a 

(a -f a -h «)• = 

n. n - 1 

a» -4 - ne*' • a - 4 -na*-'« -4 a*-».aa« 

1. Q 

etc.. 


-4- run- 1 


a*'»a* -4- 


1. 9 

n. n-i.n-9 


I. 9 ' 1. 9 . 3 

D*.(aa«) = 


a* 'Saî 


on aura aussi 

n.n-i. 

D*. a. a» -4- «D* • a. D. a. « -4- no**'.a.D. «.a -4 o*-*.a. 9D.a.D.« 


n.n - 1 


■D»-».a.D*. a.« - 4 - 


1. 9 
n.n- i.n- 9 


D* • *. a. D^. a. a 


etc. 


1. 9 1. 9. 3 

Nous venons de faire voir que la correspondance qui existe entre les puis- 
sances des trinômes et les dérivées du produit de trois quantités , a lieu par 
cela même qu’elle a lieu entre les puissances des binômes et les dérivées du 
produit de deux quantités : de là on conclud , en suivant la même marche , 
qu’elle a encore lieu entre les puissances du quadrinome et les dérivées du 
produit de quatre quantités; et partant, qu’elle a lieu généralement pour un 
nombre quelconque de termes dans le polynôme d'une part , et de l’autre , 
pour un même nombre quelconque de quantités multipliées entre elles. 

U 
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Donc on aura le développement de d*. (a'a’ a" . . . . en développant 

(a + a' + a" + etc. + a"")* comme n.® 3 i , pourvu qu’aprés le développe- 
ment on change toutes les puissances en dérivées du même ordre, et qu'on 
donne à chaque terme le même nombre u de facteurs , en suppléant à ceux 
qui manquent par celles des lettres a, a', a" , etc. dont les dérivées n’entrent 
pas dans le terme. 

La démonstration que nous venons de donner de ces homologies, nous 
parolt simple et rigoureuse : notre objet n'étant pas d'en traiter ici , il sufEt 
d’avoir montré comment on y est conduit par notre calcul. 

Problème. 

97. On propose de développer le produit de deux fonctions quelconques 
de polynômes , 

ip(a bx-h ex* -4- dx^ ■+■ etc.) X 4 /(« -t- fa: yx* -i- ■+■ etc.), 

en une série de la forme 

-f- Bx H- Cx* ■+• Dx^ -H etc. 

Première solution. Il suffira de mettre (pa à la place de a et \{/a à la place 
de » dans la solution du n.* 86 , et l'on aura par le théorème du n.® 87 , pour 
le coëiEcient d'un terme quelconque affecté de x * , 

A, = p*.((pa.\jy«) = (pa.p*.i|/« -H D.(pa.p*-«.'v(/<» - 4 - p». (pa.p"-».^'» -+- 

pî. <pa. p***.\)/« - 4 - etc. -4- p».<pa.\j/«. 

Rien n’est plus aisé que de développer cette formule , d'après le n.* 49 et 
les règles des n.®* 3 o et 36 , et par conséquent de calculer un terme quelconque 
du développement indépendamment des autres. 

La règle du n.® 88 , jointe à celle du n.® 3 o , donne le moyen de faire 
dériver les coëfQciens des termes successifs les uns des autres , et l'on trouve 
A (pa X \)/« 5 , 

B = ^a X - 4 - TS<pa.b X '\ies, 

O = (pa X (oa)/«. y - 4 - p’(p<*. ff’) ■+■ t><pa.b X (n(pa. c- 4 - p*^. i*) X >(«* , 

D = <pax (n\(/t».^- 4 - p’tpa.aC'y -f- p*(p«-f^ -H t>(pa,b X (D\j/<*.y - 4 - psj/at.f’) 
-h (ucpa.c H-p»(pa.^“) X - 4 - {p(pa.d + p^(pa. ibe -H p^tpa. b^) X , 

etc. 

98. S'il s'agit de développer le produit de trois fonctions de polynômes , 
X («-♦- bas- 4 -tÆ®-»-etc.) X (p (a -f- ia: -4- ca;> H- etc.) X \J/(« -t- Cc-hyaî^-f-etc.); 
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on mettra pareillement (pa, \J/a8 â la place de a, a, et respectivement, 
dans la solution du n.* 8g , et l'on aura 

^0. (pu. -f- D, (j^a. (po). p"'*.\p« 4 " p’'(x«'^<*)* P"‘*-4'« -1“ etc. 

“t" p"'(X«* 

où l’on développera d. i etc., comme on vient de 

développer s. (<p<t.>p«) , p^((pa.\|/a) , etc. '' 

On voit ce qu'il y auroit à faire si l'on vouloit développer le produit de 
quatre ou d'un plus grand nombre de fonctions de polynômes. ‘ 

Appliquons tout de suite cette solution à un exemple. ^ 


Exemple. 

gg. Développer le produit des puissances quelconques r et s de deux poly- 
nômes , etc.)' X (* -i- ffx -t- yx» •+■ + etc. )* , 

on une série de la forme 

■+■ Bx -h Cx» -f- Dx* -H etc. 

On fera, n.® gy, (pu= a' et 4 -* =«', et l’on aura, pour le coëfficientde x", 
'y/, = B", (a' O-) = a'.ç'.cf 4 - D. a'.p»-'.«* -H p». fl'. p*‘*. af* 4 - etc. 

■+■ p«-‘. a'.D.«* 4 - P*. a'.*', 
où il n'y a plus qu’à effectuer les dérivations indiquées , au moyen des régies 
des numéros 3 o et 36 . 

Si on veut déduire les uns des autres les coëffîciens successifs , B, C, 
D , etc. , on y parviendra , par les règles des n.°* 88 et 3 o , comme il suit. 

yi = a'.at' , 

B = a'.stt'-'C 4- ra'-'b.tc’ , 

C= ar(scf‘-^y 4- ra'-* Sas*’ 'f 4- (ru" 'c 

D = a'(sae*‘*S -h -j— ^ eg"*^Cy H ^ " ^ " 3 " 


-f-(ra''*d- 


r . r - 1 
1. 9 

i.S-l 


ef-^ibc 4 - 


r. r- 1. r - 9 

T 9! î 

S . S - l . S -7 


,'-S 


l^)ct‘ P 


J.1-I...S-3 
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H- >4- *j~cc‘-*'iSy -f- 

. r.r-i , ^ , s.s~ 1 _ > 

-f- (m'-'c H a'-*bA(sM“'y H 

' i. a I. a 


4- (ra’’- ' d -t- 


r.r-i , 

a' - » a c 

1. a 


r, r - I . r - a 
1 . a. 3 




+ {ra'-'e + O’’"' {.'ihd + c>) - 


r.r-i.r-a ^3 . 

a'-S 3 i>c 


1. a. 3 


1. a. 3 . 4 


et ainsi de suite. 

Si l'on veut le développement du produit de trois puissances de polynômes, 
(a + bx +.ex^ + etc. )' X (a + bx + ex» + etc. )* X (« + f c + yx> + etc.)'; 
on aura A = «'a'*', le coëflîcient du terme affecté de x* sera 

= p*.(û'a'«') = tt'a'.p". «'-t-D.(a'û'). p"-'.«'-l-p». (a'a*). 

-f- etc. -i- P». (aV). «' , 

et les ooëniciens développés des premiers termes seront 


A = tt'u'. 

B = fl'fl'.f*'-' e (a'.sa'-'è -H ra'->b.a')a', 

C = a'a'(f(»'-'y M- (tt'. ja*-'A H- ra'-'b. a')/«'-*ff'-H 

{a'’(sa'‘' c -f- ^^^^a'-*^>)-4-ra''*> b. sa'** A -(-{ra'- ‘ a'~»b^)a*}<t'^ 

et ainsi de suite , par dérivation. 


loo. De la solution du numéro 97 on peut encore déduire deux autres solu- 
tions du même problème , où les développemens prennent d’antres formes. 

Seconde solution. Si dans la solution du n.” 97 on donne un premier déve- 
loppement en b aux quantités n. (pa , p^. tpa, p^. ipa, etc. , sans développer 
B.\f/(c, P’. \{/ai, p^. \)/«, etc. ; on aura 
A = tpa X >)/« , 

B = Ça X D.\p« -t- DÇa.b X sj/«, 

C = Ça X p’.\|/flf -h BÇa.b X D.y^et ■+■ (oÇa.D.i -t- p^Ça.b^) X \|/« , 
D = tpaXp^.sJ/« -H DÇa.bx p“. sp* - 4 - (ntpa.n. ^ -+- p^Ça.b^) X D.Ça 
-h (vÇa.p^.b •+■ p»Ça,D.b‘ -h p^Ça.b^) X yj/a , 
E = Ça X p^.sp» -4- vÇa.bx -4- (DÇa.D.b -4- p’ifa. X p“.s)/« 

-t- (Dtp a. P’, i -j- p^Ça.D.b^ -4- pSÇa. i3) X U- v|/« 

' -+- (Dtpa. p 3 .ù -4- p“(pa.p».ù» - 4 - p 39 a.D.^î - 4 - p^tpa.^) X •v{/«, 

etc. 

Mais, 
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Mais , avec une légère attention , on verra qu'en ordonnant ces développe- 
mens suivant (pa, D(pa, p><pa, etc. , on pourra les mettre sous cette forme 
Jî = (pa X -t- D<pa X i.yl/et. 


C = (pa X p’-'vj/* -H D<po X ■+■ p’<pa X 

B = (paX P*. -f- D(pa X P». (A.\|/«) + p’<pa X D. p^(pa X \|/« , 

E = q>a X p4.'v|/« -4- D(pa X pî.(i.\|/«) -+- p’(pa X p'.(i=.\(/<») 

-f- p*^o X D.(^.\j/a() -H V^(pa X 

etc. ; et , comme il est clair que la loi s’observe dans les termes suivans , on a 
pour un terme quelconque = p-.(<pa x ) = 

X p". 4 '«-+-Dip« X p*-'.( 3 .x|/«)-|-p’(pa X p"‘». + p*<po X p"-î.(W\J«») 

-H etc. -+- p»-'<pa X d.(^-*.' 4/«) -f- p’cpa X 
11 est aisé de continuer les développemens des dérivées indiquées , sur- tout 
si l’on écrit les termes de cette formule dans un ordre inverse. On remarque 
que quand on fait dériver les termes successifs les uns des autres , tout se 
réduit ici à partager le terme ixpa.b. ip» dans l’expression de B , dans les 
deux facteurs o(pa et i.yj/tt, et d’en agir de même toutes les fois qu'on forme 
une nouvelle puissance de A. 


101. Troisième solution. Tâchons actuellement de séparer entièrement des 
quantités polynomiales les quantités affectées des signes de fonction (p et \(/. 
A cet effet , donnons un premier développement , en aux quantités v.<pa, 
p 3 . (pn, p 3 . <pa, etc., et un premier développement, en Ç, aux quantités 
D.vptx I p’.\j/« , p^.\|/« , etc. que l’on auroit par la première solution n.” 97; 
et nous aurons 
= (pa.yl/et , 

B = (pa, Dyl/et-C -h D (pa. , 

C = (pa.(D\pof. U.e -h p’>J/«.f=') + D(pa. A.Dyf/ef.C 
-+- (D(pa.D.A -+- p^(pa.A^).\l/it, 

D = (pa.(v-^a.p».C -i- p^ij/*-».?’ ■+■ pî\J/«-C*) 

-t- D^a. A( 0 \{/a. ii.C + p’ 4 /«.ff’) ■+-\o(pa.D.A -^-p^(pa.A^).D^f/et.C 
-h (D(pa,p^.A -f- p=^a.n.A» -i- pS^a.iî)\)/«, 

E = (pa(D\l,a.p^.C -h p“-vj/<*.p’.f’ •+■ etc.) -h etc., 

etc. Si l’on ordonne chacun de ces développemens par rapport aux puissances 

et aux produits de f et ils prennent la forme suivante, 

X 
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'ji = (pa.\)/ae , 

B = <pa. D^{/ae•? 

D<pa. ^ , 

C = Çia.Dyj/a.D-C 4- <P a. p^vf/*. 

4- D^a.\p«. D.^ 4- D<pa.Dyl/et. AS 
4- p»<pa.'v)/». A», 

Z) = <pa.DvJ«*.p».e 4- <P a. P’ ■v}/ 1». D. 4- <pa. p5vj/«. ffî 
4-D^fl.\J/«. p^. ^ 4“ Ixpa.Dypae- li-(AS) 4— D(pa p> 

4- P’ <pa- ■vJ/*. D. A^ -+- p^i^a.Dypet. A^S 
4- pî <pa. \j/ae* 

£=<pa.Dv|y«.pî.e 4-<pa.p’\|/«.p^f^ 4-<pa. p3.vj,«,D. ffî 4-<pa.p<4/«. ff* 

-t-D(pa.\)/« p*.^ 4-D(pa.D'vJ/«. p’.(^ff) 4-D<pa.p»vJ/«. D.(^») 4- n(pa. p3\{/«,iff3 
4-p’(pa. \|y«.p».i» 4-p^<pa.D>J/«.D.(i“0 4- p=<pa.p“\j/«.i’f' 
4- p*^a.\|/<*.D.i3 4-p*^. D\)/at. 

■+■ '*• 'P *• ^ » 

et ainsi de suite. Ces développemens sont symétriques, et il est aisé d’en 
saisir la loi ; car il est visible que , dans les colonnes verticales , les produits 
des S et A suivent la même loi que dans les puissances correspondantes du 
binôme ^ 4- ^ , et que les indices des d qui affectent \)/ai et <pa sont réglés sur 
les exposans de C et de A. 

On pourroit même , avec un léger changement dans les coëfficiens numéri- 
ques , donner aux termes en f et ^ les coëHiciens numériques des puissances 
du binôme C -h A ; car la troisième colonne verticale de £ , par exemple , 
peut aussi s’écrire de cette manière 

D3^}/(». D.ff* 4- D<pa. D»'4/«.D.(3^f») 4- D>(pa.D\J/«.r. (3 A»S) 

4- D^tpa. •4/«. D. ^ ). 

102. De là il est facile de conclure la formule du terme général, et, en y 
réunissant celles des n.“* 97 et 100, on a ce théorème. 

TnéoRàME. 

Le coëfficient du terme quelconque affecté de aj* dans le développement de 
(P(o4-Aar4-cx>-4-etc. ) X nK«4-Cx 4- yx^ 4 -etc. ; , 
est donné par l’une de ces trois formules 
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1. . .. = y*, {(pa.il/ct) = 

<pa.p*.\)/« -+- D. -H P’. P"*». >)/«-+- etc. 4- p*. 

11.. .. = ç*.(<pa.4/o() = 

^a. P*. xJ/* 4- D (pa. P* - (i. « ) 4- p= <pa. P* - ». (i». ») 4- p* <pa. p» - (A*.\)/«) 

4- etc. 4- p" <pa. \J/ «. 

111.. .. = P*. (<pa. >)/«) = 

<pa. Dxpa. p*‘*.f 4- (pa. p»\|/<*. P*-», ff» 4- ^a. pî\|/<». p«-5, fî 

4-D(pa. ^|/<».p*-•. ^ 4- D^a.D\p«. P"-», (if) 4- D<pa.p='4'«-p’'*.(^f^) 

4- P» ^ a. %)/(*. P"*». A» 4- p»(pa.D4,«. p"-5. 

4- pî(pa. vp«. P»-*. A* 

4- (pa.p" 

4- D(pa.p"-' \p«. 

■*" 4- p»<pa.p«■>^P«.A»e•■» 

■ 4- etc. 

4— p"^a. \)/«. 


103. Considérons encore la série que donne la troisième solution. Il est 
visible, n.o loi , que la règle nécessaire pour déduire un coëfGcient quel- 
conque de cette série du précédent , comme £ de Z) , se réduit à prendre 
dans chaque colonne verticale de D la dérivée divisée des quantités poly- 
nomiales exprimées en f et £ , et de prendre de plus dans la dernière colonne 
la dérivée divisée des quantités en « , et en outre celle de la dernière quantité 
en a de cette même colonne. 

104. La régularité des expressions du n.” 101 fait connoltre comment la 
loi du développement s'étend à un nombre quelconque de fonctions de 
polynômes multipliées entre elles : car , si l’on a le produit de trois fonctions , 

(0 -4- bic4- c *» 4- etc.) X (p (a -+- è J5 4- c *» -4- etc.) X \|/(« 4-Cr -+- yx» 4- etc. ) , 
il esvfacile devoir que dans les colonnes verticales les puissances et les produits 
des f ^ , b suivront la même loi que dans les puissances du trinôme S-h i>-h b , 
et que les indices des d qui affecteront \)/«, <pa, ^a, se régleront sur les 
exposans de S, b. Si l’on avoit quatre fonctions , les quantités polynomiales 
suivroient la loi des termes des puissances du quadrinome , et ainsi de suite. 
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io5. Donnons à présent quelques exemples qui reviennent souvent dans 
l’analyse. 

Exemple I.*’ 


On propose de convertir la fraction 

a H- â.T -f- ex’ ■+- -4- etc. 

« -+- ffx H- yx’ -+- -h etc. 

en une série de cette forme 

-h ■Sx ~h Cx’ -4- Dx* -4- etc. 

L On a , d’oi'i l’on déduit , par dérivation ( n.* 97 . ) , 

B = — < 1 . «**ff-4-i. <»•', 

C = a (— «-»7 H- «'*?“) — -4- e.«-*, 

-h — ar’y-l- <*’*?’) — c. 

E =a( — «"’s -1- «'^(a 4- y’ ) — <*‘‘3 ff’y -4- i»' 

-f- A( — «■’ J-f-M'^aCy — «4f3)-f- c ( — «-’y + — </. + e. ar ‘ » 

et ainsi de suite ; et pour le coefficient du terme quelconque affecté de x* , 
on aura la formule 

= P*. (««•') = 4- ^p** *.«•* -f- cp* •*.«■' 4- etc. 4- fl,. «"* I 

qui donne ce théorème. « Le coëfficient du terme affecté de x* est formé 
» de la somme des n 4 - 1 premiers termes de la puissance — 1 du polynôme 
»a-H^- 4 -y- 4 -^ + etc. multipliés respectivement par les coëfficiens 
» fl , é , c, d, etc. , fl, du numérateur de la fraction génératrice , écrits dans 
» l’ordre renversé. « 

II. On peut aussi ordonner les parties suivant les puissances négatives de 
« , et on aura ainsi par la seconde solution du problème, n.* roo, 
yi = «■ * fl , 

B = — «■*. ffl, 

C — at''.c — 4- yfl) 4- «•*. ff’fl, 

D = cc'*>d — 4- yi -t- Jfl)4-«"*(ff’6 4- îfyfl) — «'^.?^fl,« 

B == «*•. e — <»■*( W + yc + ^A + ifl)4-«'* {ff’c + ^C(yà 4* Jfl)4- y’ fl) 

— - 4 - 3 f’yfl) 4- as"*. C‘<a . , 

etc. Cette solution coïncide , quant au fond, avec la précédente, mais elle 
en diffère pour la forme. On trouve pour un terme quelconque 
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A,z=^*. {cc'a)=ct '. — <*•«. p* '.(fo) -f- etc. 

±: f"«. 


III. Si on veut disposer les parties de termes comme dans le développement 
du n.** loi , on aura par dérivation, n.® io3 , 

A — <!«■' , £ = — ai»-\G C — — act’^-y -+- 

-t-i.ar'.^, -t-i.ae‘'.c — i.ac".^, 


D=. — aet *.S-\- aec\ îffy — 


•+■ 1 et-'-d — 







{bi ) 

' -h i.flr'.e— d-cyi +i.«r*. 

i+dç\ 




etc. Cette solution ne difTére des deux précédentes que par l'arrangement des 
parties, ainsi qu’il est facile de le vérifier. Je supprime la formule pour le 
terme général, parce quelle se conclud aisément de la loi qui régne dans 
les termes. 

l^ous ne nous sommes tant arrêtés à cet exemple que parce que les solutions 
que nous venons d’en donner renferment une solution du problème : Trouver 
immédiatement un terme quelconque d’une série récurrente dont on connolt 
l'échelle de relation ou la fraction génératrice ; solution qui a l'avantage de 
n'exiger aucune décomposition en facteurs, et par conséquent de n'étre point, 
arrêtée par les difficultés que présente la résolution des équations des degrés 
supérieurs. Nous reviendrons sur ce sujet , pour le traiter avec détail. 

IV. Enfin, si on vouloii avoir un des coëfHciens 5, C, Z), etc. en termes 
récurrens, on mettroit A = ace * sous cette forme Act = a , et l'on auroit , 
pour l’équation qui donne le coëfilcient de x», p".(^*) = p*. o , où il 
suffira de développer le premier membre par le théorème du n.® 87. Si l’on 
demandoit par exemple le coefficient de on trouveroit sur-le-champ 
l’équation 

At! -4- £^ ■+- Ce -t- -Di Ey -f- FS 4- = g, 

d’où il vient pour le coefficient demandé 

G = l(g — FS - Ey — Di — Ce - - A^). 

et 


Y * 
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Exemple II. 


106. Convertir la fraction 

(fl bx H- ex» -J- dx^ + etc.)' 

(« -f- CvB yx» ■+• Sx^ -t- etc. P 

en une .série ordonnée suivant les puissances de x. 


Le premier terme sera a' ce’ ; ü suffira donc , pour avoir une première 
solution , de faire s négatif dans l'exemple n.® 99. Contentons-nous de donner 
les expressions du coefficient du terme général affecté de x"; elles sont, an 
conséquence des trois solutions du problème (n.® 102) , 

I. y/,=fl'. D.fl'. P*"'. «r*. -+- p*•«^ p*"“" «■'-+- etc. -f-p*'‘.fl'. D.«'* 

-t- p».fl'.«-*, 

■ II. ' P*, fl' -I- D «• '. P® • *. ( fa') -4- P P* • «. ( f ^fl') + P V '. p» S. (ff 3fl') 

-+-etc. 4 - p"«“.ff*fl', 

III. y^, = a'.D*-', p"-'.e 4- a'.pa*-'.p®-*. 4-etc. 4- fl'.p**-'.?* 
4-Dfl'. «•'. P"’*. A 4- Dfl'. par*. P*-*, (èff) 4-etc. 4-Dfl'.p**>«-*. 

4- p^a'.aC'.p»'*, 4- etc. 4- p^a'.p®-»*-'.^^^*'’ 

4 - etc. 

4- p"fl'.«-'.è»; 

les développemens ultérieurs des quantités affectées de d s'effectuent sans 
difficulté. 

Exesiple III. 


If dx 

107. Convertir la fonction algébrique — - en une série descen- 

*y T T 

dame de cette forme 

A B C D 

— 4 - — : 4 ~ “1 “H ~~7 4 “ etc. 

X X» X* .X-4 

La fonction proposée peut s’écrire ainsi ^ ; le premier terme 

sera fla'‘.x*>, donc A = aec^ : de là on tire par dérivation les valeurs de 
B , Cf D, etc. , en se rappelant l'observation du n.® 83 ; et, en faisant attention 
que ^ et 7 sont des derniers termes , dont les dérivées sont zéro , la série 
sera (n.® too) 

ec' x*> 4 - (a'*i — *■ *. ffa)x"* 4- { — 4 - y<t) + cr\S^a \ x** 
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-+- + affya) — ci'KC^a)x-^ 

4- {«-*(afy^ + y*«) — «- 4 (eîi + 3 f>yo) + «-s.e 4 a}x-s + etc. 

Exemple IV. 

108. Développer suivant les puissances de x l'expression 

I 

(a — x)' (a — xy{ce — x)* 

On a pour le premier terme = a-' a~ • ct~‘ , etna = — 1, n« = — 1, 
D«= — 1 ; ainsi on aura par dérivation 
B — 4- {a"', sa-’-' 4- ra*'*'. a'*)ar‘, 

C= 4- (a-'.sa-’-' 4- ra-'-'.a-')tet*-' 

1. a ' ' 

4- (a-r. £lLi_i a-»-a -I- sa-*-' 4- a-'*». a~*)y*, 

1. a 1. a 

et ainsi de suite. Le coëHlcient du terme quelconque afTecté de x* est indiqué 

par p*(a-''a‘'a-‘) , na, na, d« étant = — 1, formule qui se développe 

avec la plus grande facilité. 

On peut appliquer ce procédé au cas où le dénominateur auroit un nombre 
quelconque de facteurs pareils , et l'étendre i celui où les facteurs du déno- 
minateur seroient des puissances de polynômes. 

Exemple V. 


109. Développer bi fraction 

a x" + Ax" ex"-* + dx"-^ + etc. 
eex + Ç 

en une série descendante de cette forme 

Ax^- ' 4- jBx“*»4- Cx*‘S4- Dx ®-4 -4- etc. 

On A = n«-' , et (n.“ 83 ) 5 = n. («os* ' ), C= , etc. , et le 

coëfEcient du terme affecté de x"-* sera p**‘. (««-•) , où n.* = ff et 
D. Q= p^. « = O ; et l’on aura par dérivation , pour les coëfllciens développés 
des premiers termes, 

A = acc- ' , 

B = — aat-*S 4- ' 

C = aec-^C’ — 4- c**' , 

D =. — aa-4ff3 4- des-* , 

etc. 


Digitized by Google 


88 


V V CALCUL 


On voit comment au moyen des dérivations on auroit sur-le-champ les 
termes si le numérateur de la fraction proposé se trouvoit divisé par («x Ç)^, 

ou en général par (ax-(- CY t ou par le produit de deux ou de plusieurs 
facteurs simples «x -+- , ax -i- b , etc.., ou par le produit de plusieurs poly- 
nômes. Ainsi le 'terme affecté de x*-'-* dans 

ajc^ + ù .X" - ' -1- c X" • ® etc. 

(«X -1-0' 

aura pour coëfhcient le développement de p*. (<!«-'), d. oe étant = ^ et 
P’-« = o. 

Il se présente' ici ‘une foule d’exemples utiles sur-tout dans la théorie des 
équations. Mais en voilà assez pour montrer comment les dérivations con- 
duisent d’ordinaire aux résultats demandés , de la manière la plus natu- 
relle et la plus facile , et comment elles les expriment par des formules très- 
simples , qu’on emploie ensuite avec le plus grand avantage , soit dans les 
démonstrations, soit dans des recherches ultérieures. 


ExbmfleVI. 

iio. Soit X une fonction rationnelle sans diviseur de x, de cette forme 
AT=a.T--|-ÎP.T»-‘ -t-C.T" »-+-etc. -t-Ox"-» «•» etc. ; ...(i) 

on demande le coëlhcient de x**'* dans la série résultante du développement 

de 

(a-x)' 

En faisant attention que oa = — i et p’a = o , on a 

(a — x)- ' = D«*'. X -f- p»o*'.x» -I- x^ -4- etc. ; . . .. (i) 

donc , en multipliant par cette série la valeur de A’ , on trouve 

x“- > 


-+-etc. ..(3) 


Il résulte de là que le coëfficient de x"* " peut être exprimé par p*. 
pourvu qu’on fasse oa = — i , et de plus, à cause que la série (i) est descen- 
dante tandis que la série ( 3 ) est ascendante, pourvu qu’on suppose que p'*''.^, 
P*- ». 21 , etc. , au lieu de désigner les lettres qui précèdent p». 21 = O , désignent 
celles qui suivent C, savoir 2^ , etc. ; ou, ce qui revient au même , pourvu 
qu’on écrive p* + ’. 21 , p" + ». 21 , etc. , au lieu de p"*'. 21. p"‘».21, etc. 

De 



, 

21a*' 

■V* -4-2Sa*' 

X*-' -f-Sa*' 


I 2lDtf'' 

x*+'* +SSDa*' 

-f- (Ena''' 

-t-Dna-' 

Hp»a-' 

,r*-*-» -4-58p»fl'' 

-+-6p»a-' 

-4-Cp’a-' 

-4-ep»a*' 

- 4 - etc. 

-4- etc. 

-f- etc. 

■+■ etc. 

- 1 - etc. 
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De cette manière le coëfficient de x"-* sera p". («-'■.îl) = 
p».a. <»■' *+- p’-t-'. ai. na-' -t- p*+’. ai. p’®"' -f- p“+^.ai. P*a'' + etc. = 

C.a-' -I- q>. ra-'-'-i- la. ' o-r-a _|_ gf{. a-'-^ -j- etc. 

1. 2 I. 5. 3 

On aura pareillement pour le coëfTicient de x", où n = o, 
po.(a-'.ai) = p®.«.a-'+ p'.ai.DÆ-' + p^ai. p^a-' H- pî.ai.pîtf-' H- etc. 

Si , A* étant la même série que ci-dessus, on demande le coëfEcient de x"-* 

dans le développement de : r~; r-; î on aura , en observant que 

na, Da,D«= — I, et sous les mêmes conditions que ci-dessus, 

P". (a-'a-'«-*.ai) = 

p".ai.tt-'a-'(*-‘ -I- p»+*.ai.D(«-''a-'«-*) -I- p*-^».aI.p>(a-'■a•*«-') -f- etc., 
formule dont le développement ultérieur na plus de difficulté. 

Laobangb a aussi donné pour la solution de cet exemple des formules 
élégantes , exprimées en différentielles , dans le tome V des Mélanges de Turin, 
pages 207 et ai g. 

S. II. 

Des fonctions quelconques de deux ou de plusieurs polynômes. 

111 . Comme nous avons à traiter de quantités indépendantes, comprises 
dans la même expression , dont les unes varient tandis que les autres demeurent 
constantes ; nous avons besoin de notations qui indiquent ces variations 
partielles, et nous allons fixer le sens des signes que nous emplolrons à cet 
usage. 

D". (p(a,«), sans virgule ù l’indice de d, désigne toujours m dérivations 
totales, c'est-à-dire, des dérivations où a et « varient à la fois, ainsi que 
leurs dérivées. 

n" ■ (P ( O , a ) , avec une virgule entre les indices de d , désigne des dériva- 
tions partielles, savoir m dérivations où a seul et ses dérivées varient, « 
demeurant constant , et de plus n déiivations où a seul varie avec ses dérivées. 

D°.*. (p(a,«), ou simplement o-*.<p(a,«), indique n dérivations partielles, 
la seule lettre «, qui dans <p(a,a) est après la virgule, variant ainsi que ses 
dérivées. 

D">o.(p(a,(c), ouD">.(p(a, «), indique m dérivations par rapport à a seul 
et à ses dérivées. 

Z 
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D"-*(p(a,«), sans point après leo, marque, comme n.* ii , que oa = i 

et D « = 1 : ainsi cette expression dénote la même chose que — ^ ^ 

* da". d«" 

Quant aux dérivées divisées, nous dénoterons par p*> *. (p(a, «) l'expression 

D“’*.(P(a,ae) / _ . m< t>*’ ® a , 

— — , et par ■.<p (*,a, <») 1 expression S-i-J — 

t. 3. 3-.WIX I.a. 3...« ^ -rx > / r I.a../X 1.2..TOX 1 . 9 ..« 

On voit, sans que j’en avertisse, que p*’. P’*. <p(a, «) est la même chose 

que P"' ■- <p(a, «),et qu’on peut se servir également des deux expressions : nous 

préférons la dernière, comme plus simple. Pareillement, p'-.p.»..p..».^(a,a,*) 

est la même chose que p'*"> ■. , a, «) ; les virgules aux indices servant 

toujours à distinguer les dérivées partielles tant les unes des autres que des 

dérivées totales. 

PnOBLèMB. 


112 . Soit proposée une fonction quelconque de deux polynômes, savoir 
<p{a -i- ùx-i-cx^ -t- ifxî -t- etc. , « -t- Cx -|- yx» -|- Jx* -4-etc.) ; .-(i) 

on demande à la développer en une série de la forme 
^ S X -h Cx’ ■+• Dx^ -i- etc. 
et i calculer immédiatement un terme quelconque du développement. 


C'est là le cas général que nous avons promis de traiter , n.” 85 , et qui ne 
nous paroit pas l'avoir été jusqu'à présent. 

Si l’on n’a que la fonction <p(a -+- Ax -t- cx> -|- etc. , «) où « est 

constant, son développement , par ce qui a été dit dans l’article premier, peut 
être indiqué de cette manière , 

<p(a, a) -+-p>>.Ç(a, «). X -I- p*-.(p(a, <*). x» -t- p*«. <p(a , «). x3_}_ etc. , ...(a) 

où les indices de n sont suivis d’une virgule pour marquer que dans (p{a,et) 
c'est a seul placé avant la virgule qui varie , ce demeurant constant. 

Maintenant, si l’on met « -f- fx -f- yx^ + ^x3-f- etc. à la place de et dans 
les quantités ^(a, «), d<> . ^(a, «) , «), etc. , elles se développeront 

d'une manière pareille, savoir, a étant constant et « variable, 

^(a,«)en ^(a,«)-l-D''.(p(a,«). x-+-p'*.^(n, «).x>-t-ç>*. (p (<*,’«). x* -H- etc. , 
p'>. ^(n, «) en d*>. (p(a, «) -l- p‘ • '<p(a,«). x p*>*. <p{a, «). x» -H etc. , 
p*>.<p(a, et) en p>>.<p(a,<«} -t- p>*'.<p(«, «).x -I- p»-*,^(a, <*).x» -4- etc. , 
etc. 
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Donc , en mettant ces valeurs daxts la formule (a), et en ordonnant suivant les 
puissances de 2 , on aura 

<P(a-i- ix -h- ex* dx^-^- etc. , <» -H ffx H- yx* ■+■ etc.) = 

<P(a,*)-(-D''.^(a,a)j 
-l-D*'. ^(a,flf)| 


■ P*’ '•<?(«»«) 


etc. 


..(3) 


-|-p.5.(P(a,<»); 

-t-p* '. <p(a, «) 

Si l’on fait attention à la loi qui régne dans les termes , on en conclura 
facilement que le coëfGcient du terme quelconque de la série affecté de x* 
pourra s'exprimer par cette formule 

= P"-<P{«.“) = 

P’*.^(«,o() + p’>*' + P*’*"*. tpCo)*) + p*’*‘*.<p(<*i«e) •+• etc. 

P’"- '•(?(«,*) 4- P" •.<?(«,«) (4) 


21 3. L’analyse précédente ne donne qu'un commencement de développe- 
ment ; pour parvenir au développement complet et réduit , tâchons de séparer 
les quantités polynomiales de celles qui doivent demeurer affectées de la 
fonction (p. 

Faisons, à cet effet, dans la fonction proposée ( 1 ), n.” 112 , 
3-t-cx-+-<fx>-4-etc. =p, et + yx-|-Jx®-t-etc. = »; .... (5) 

la fonction proposée deviendra 


(p(a -|-y>x, at -t- »x), 

qu’il s’agit de développer. Or je remarque que dans ce cas p> '. (p(«, «) devient 
P ■ ' <P(n , «). x', n.« 3 , que p'> . <p (a , *) devient p'. (p (a , «). p' , et que p'- <p(a , «) 
devient p'> (a, : ainsi la formule (3) devient 


(p(a,«)-l-D>><p(a,«). yr 

-hD’>(p(a,ee).p 


<p(a 


I « -h jtx) = 


I* -hp-*(p(a,*).x’ 
-H P»-' (P (a, »).;>» 


\x* -+-p>*<p(a,(»).jr5 

H-p». *(p(a,«).y>»x] 
-f- p*> <p(a, «).^ 


• etc. ..(6) 


114. A présent, à cause des valeurs de p et yr , on a généralement 
pt ^ ex ^ dx* ■+■ etc. y , yr' = (C yx ^ i X* ^ etc. )*; ainsi 
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^ = A' -4- D. i'. as -4- p^. b'. Æ» + P*, bf. Æ* -+- etc. , 

»' = C* -f- D. ff'.x -+- p’.f'.x’ -I- pî.C'.xî + etc., 
w* = A'C' -f- D. ( A» ' ). .r + P’. ( A' ff ' -t- P^- ( ^ 4- etc. 

Mettant donc 1ns valeurs de et celles des puissances et des produits 
de ces quantités dans la formule (6), ordonnant par rapport à x, et mettant, 
'pour abréger, à la place de cp(a, «); la formule (6) devient 

<p(a -1- Ax -4- cx’-t- </x5 -4- etc . , « -(- ffx -4- <yx> + dx^ -H etc.) = 
y/ -4- D.' y^. X -4-D.'y^.D.ff-4- P'’y/.ff^ X’ -t- D'*y^.p2.ff+p.’y/.D. ff^-4- p-Sy^.ff^ lî 

-4-D«.yy.A -4-D'‘y/.D.A-+-p'-’y^.//e + D'.y^.p>.AH-p'>'y/.D.fAff)-|-p'’’^-/>ff^ 

-4 - +n>,^.D.A’-4-p*''y/.A»ff 

-4-pî.yrf.^3 

-4-D.'y#.p3.ff +p’»y/.p».?’ -4- p- * y^. D. f 3 -4- p.4y#.fi x4 

-4-D'-y^. p3.A -4- p'.'.,^.p’.(^ -f-p'>»y/. -4- p’<3y!f. iff3 

-4- p>>y^.p».A» + p».«y^.D. (i-C) -4- p».»y/. -4- etc (7) 

-4- DÎ>y^.D.A3 -4- pî.l^, 

-4- p i-y^. Ai 

La loi des termes est facile à saisir ; on en tire la proposition suivante. 

Théorème. 

11 5. Si l’on a une fonction quelconque de deux polynômes, 

<p(<i -4- Ax -4- ex» -4- etc., K - 4 - ffx -4- yx» -+- etc.), 
le coëfTicient du terme quelconque aQ'ecté de x* dans le développement est, 
en mettant A au lieu de <p(a, x) , 

= P'-<P(û|«) = ....(8) 

P «. yf-4-p'-*-'.y^ + pM-».yi-4-p3.«-3.yi + etc. -4- p*''-*. ylf + P».. ^ = 

D.'y< p’-.'ff -4-p-»/f.D-a.ff» + p.î^.p"-î.e3 _f_ p4^. p«.4.f4 ^ p."^.^» 

-4-D'.^.p-.'A 4-p>''yl.p-.*(^)-t-p‘-M.p-3(Aff») + p>.îy4.p"-4(Aff3)^_etc.-4-pi,.-i^.ig.,., 
-4- P». J. p-«. t» -4-p».M.p.-3(iif) -4- p».M.p-.4(A»5'») -4-etc.-4-p>.-M.^.e«-. 

+ p3>d.p*-3.A3 -4- p3-'.4.p*-4(A3ff)-4-etC.-4-p3.»-3^.^3^.-3 
+ P^’-^’P' "'' ^ -4-etC. + p4.Mj4.A4ff» 4 
+ etc. 
-f-p*'j4. A* , 

OÙ 
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OÙ ■a<^A , -a’*A , t>'>'A, d*>/1 , etc. sont la même chose respectivement 

àA dA dM d^A d^A . 1 . - . • ^ . 

que , dad» ' les * et t doivent être considérés 

comme des premiers termes de polynômes. 


116. Si on considère la loi des termes de la formule (7)1 ir.” 114, on en 
voit découler la règle suivante , pour faire dériver un terme quelconque de 
la série, du terme précédent, c'est-à-dire, p*+*.(p (<*,«) de p*.(p(â,«). 

R à O L B. 

Le développement de p *.<p ( a , « ) étant donné et disposé par colonnes verti- 
cales; pour en déduire celui de p* + '. (p(o, «) , 1.® dans chatjue colonnefaites 
une nouvelle dérivation totale et divisée sur les quantités polynomiales, c'est-à- 
dire, composées de b, Ç et des lettres suivantes ; a.® dans la dernière colonne, 
prenez de plus dans chaque tem^ la dérivée divisée suivante de <p(a,et), 
par rapport à a seulement , et en outre la dérivée divisée de (p(a,it) par 
rapport à a, mais seulement dans le dernier terme de la dernière colonne, 
c’est-à-dire , dans la plus haute dérivée de (p{a , a) partielle par rapport à a. 

117. Par cette règle, et en développant les quantités polynomiales parles 
numéros 3 o et 99, on déduit les uns des autres les coëfUciens des termes de 
la série , tout développés et réduits , ainsi qu’il suit , 

A=^(a,et), B = o<' A.C 
•+■ D'<A.b, 

C = DiM.y-+- Z) =n «i4. J+p-«d. affy -hp.î/l. 

■+■ c -4-p'>'d.iff -i-o'-A.d-^ÿ'’'A.{by + cS) -i-ç'<\ 4 .bC‘ 

-|-p*.y 4 .i», -f-p»*^. aie 

-i-pS.d.iî, 

E=rs >A.t~i-ç-* A. {<iCS y^) H- P'^- 4 . y -t-p> 4 . 4 .f 4 

-t-nM.e-l-p'-'/l.(iJ-l- cy -H </ff) -t-p'.»-!. (iaffy-l-fff^) -+- o'AA.bC^ 

-hp*'A. (abd-hc=’) -hp^‘A.(b^y-hibcC)-h-p’'’A.b^C^ 
-hp^A. 3 b^c -)-pî.‘^.i 3 ff 
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F = 


d.*j 4.^+ + 2yJ| -+-p*-^*{3f^^ + 3ffy’j 

-H o'-A./ + î j + csfy + ]^\ 

. +g>.^.|î^e+Qcdj 

' -l-p^’A. j 3i»<i + 3bc^\ 


p- 

A. 

-l-pM.f5 


l + cCM 

-+-p'-M.Aff4 


\ b‘‘lÇy) 
[ -hîAcff-'j 

H-p’-î.d.é’?* 

-r-pî.'.' 

'•|3Z.’cej 

-i-p3»*d.W® 

-+-P 

^•A. ^b'^c 



+ p5. 

et ainsi de suite. 11 est aisé de continuer aussi loin qu'on voudra. Kous nous 
sommes servis, pour développer les quantités polynomiales, du procédé de la 
première solution du problème du n.“ 97 ; on peut aussi y appliquer les 
procédés de la seconde et de la troisième^solution du même problème, 

118. Il seroit inutile d'expliquer la manière de calculer un terme quel- 
conque indépendamment des autres , soit en écrivant dans l'ordre inverse 
les colonnes de la formule générale du théorème précédent , soit en les 
laissant telles qu’elles se trouvent ; on pourra appliquer aux développemens 
des quantités polynomiales les régies et les observations du §. III de l’art. I , 
et les solutions du problème du n.” 97. Après tout ce qui a été dit jusqu'ici, 
ces développemens n'ont plus de difHculté. Il faut observer que dans toutes 
les formules précédentes de cet article les b et C doivent être considérés 
comme des premiers termes de polynômes, ce qui résulte des analyses des 
problèmes que nous avons résolus. 

PaOBLèME. 

119. Soit proposée une fonction quelconque de ‘trois polynômes, 

<p (fl -t- bx -h tx' -h etc. , O -h />x -h ex’ -1- etc. , « -h jSx + yx’ -f etc. ) ; 
on demande à la développer en une série de la forme 

Sx 0.x’ “4“ — f. etc. 


Si l'on compare la solution que nous venons de donner , n.® 114, pour 
une fonction de deux polynômes, avec celle , n.® 21 , pour une fonction d’un 
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seul polynôme , on en conclura facilement que les premiers termes du déve- 
loppement demandé seront tels qu’ils suivent , en mettant , pour plus de 
simplicité, A au lieu de (^(a , <z, «). 

A-hO"‘A.H^ +D-'.4.D.j3 -i-D"'A.p^.0 -hp"^A-03 

-hi>'''A.l> -f-D>>'A.D,fi-hp-'’‘A.i)/i -hD’>'A.p-.i-hp''’‘A.D.(60) -i-p-''^A.i0‘ 

-hD’"A.b -+-D>"A.D.b-t-p’^’A.&^ -hD'"A.p^.b ■+-p’*'A.D.à^ -hp'^'A.i=‘/3 

■+-p'"‘A.b0 -hp’">A.D.(b0) ~i~p'^A.â3 

-hp>’>-A.bi +p''>-A.D.(bl>) 

•-I— p*»*i4.b H— p*’'i4.D.b — f-p***»*i4.b3^ -4*etc. 

-hp*”K4.b*0 

-J-p*-M.bA^ 

_(_P»,i.^.bs^ 

-f-pî..>4.b3 ’ 

De même que dans le développement de la fonction de deux polynômes 
les quantités polynomiales exprimées en /3 et ^ , n.° i>4, suivent la loi des . 
termes des puissances du binôme /S + ^ ; ici les quantités polynomiales 
placées dans les lignes verticales et exprimées en 0, b , suivent la loi des 
termes des puissances du trinôme /3 -h i -h b , en supprimant les coëQlciens 
numériques de ces termes ; et les indices des d qui affectent A sont réglés sur 
les exposans de )3 , de £ et de b. De là il s'ensuit que dans la fonction de 
quatre polynômes les quantités polynomiales suivent la loi des termes des 
puissances du quadrinome , et ainsi de suite. 

Il est facile de conclure de la loi qui régne dans les termes précédons la 
forme du terme général affecté de x * , ainsi que la régie de dérivation pour 
déduire le coëfilcient de chaque terme de celui du terme précédent. 

120 . Si l'on avoit à développer une fonction quelconque de deux autres 
fonctions de polynômes, 

(p { F(fl -t- Ax -H ex» etc. ) , f(« -H/3 x -H yx» -t- etc. )} , 
il sufQroit de faire dans le n.® uy, a = Fa, b = d.Fu, c = p». Fa, etc., 

« = f« , 0 = D. f« , y = P». f«, etc. , et de développer ces expressions par 
la régie du n.® 3o. Ce cas ne présente aucune nouvelle difficulté. 
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§ III- 

Applications et remarques. 

Nous avons réservé pour ce paragraphe quelques observations que nous 
n’avons pas cru devoir présenter plus tôt, pour ne pas interrompre l'ordre des 
objets que nous venons de traiter. 

(I) 

ip. I. Donnons d’abord des procédés abrégés pour les équations dérivées. 
Si l’on n une équation entre plusieurs quantités ou fonctions de quantités 
indépendantes , mélées ensemble d’une manière quelconque , et qu’on demande 
è prendre de cette équation , soit l'équation dérivée qui suit immédiatement, 
soit l’équation dérivée d’un ordre quelconque , il faut , avant de faire les 
dérivations, avoir soin de tout ramener aux lettres initiales, ce qui introduira 
des coëfllciens numériques nécessaires pour l’exactitude du résultat. En faisant 
usage de cette observation , on peut déduire sur-le-champ d’une équation en 
termes récurrens celle d'où l’on tire le coefficient d’un terme quelconque 
du développement ; on abrégera ainsi et on étendra en niéme temps la manière 
de trouver les termes de la série du développement en termes récurrens , 
manière dont nous avons donné des applications dans les n.** i3 , i3 , 17,18. 
Éclaircissons la chose par des exemples. ' 

•Prenons le cas du n.“ 18, où l’on a eu, pour trouver le second terme de 
la série , l'équation „ n à 

supposons qu’on demande en termes récurrens le coefficient du 5.* terme 
de la série , aAécté de Il faudra prendre la .dérivée troisième de cette 
équation, ou développer les deux membres de 

Mais ici on ne peut pas considérer B et 8 comme des premiers termes de 
polynômes ; il faut donc tout ramener aux lettres initiales « et ^ , ce qu’on 
obtient en donnant à l’équation précédente cette forme 
pî.(«D./l) = mp3.(t).».yl). 

Développant à présent par le théorème du n.'By, on trouve, à cause que 
pS. d.A = 4 p'*. il , P’. v.A = 3 p3. , d.d.A = 7 P». A , et ainsi des autres , 

ee.4p4..d H- D«.3ÿhA -+- p».«.ap3./4 H- pî.ar.»..4 = 
m(p.ct.y^.A -4- îp’.«.p»./4 -t- Spî.fls.D..! H- 4p^.«..fj, 

où 
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OÙ l'on voit qu’on introduit ainsi les coëfficiens numériques a , 3 , 4 , néces- 
saires pour l’exactitude du résultat. Si on met à présent au lieu des dérivées 
indiquées leurs valeurs , on a , en transposant , 

4*£ = (»» — 3)f£) -t- (an* — a)yC -+- (3m — i)iB -4- \mtAy 
de même que n.” 18. 


122. On peut abréger le calcul par le procédé suivant. Si dans l’équadon 
proposée il n’entre que des BybyÇ avec dçs a, «; on mettra 1 devant 
chaque B y byÇ-, ensuite , pour prendre une dérivée quelconque de l'équation, 
on fera les dérivations à l'ordinaire ; mais toutes les fois qu'on changera une 
lettre provenant des 1 £ , \ b y 1 f , en celle qui suit immédiatement , on 
changera aussi son coefficient en l’augmentant de l’unité ; et s'il Faut changer 
une de ces lettres dans la a* , 3* , etc. de celles qui la suivent , on augmentera 
son coefficient de 2 , de 3 , etc. unités respectivement. 

Soit pris l’exemple du n.® 106 , où l’on a. km A = on en tire 

B = — a', s C -H ra'-' b. ar' , et en multipliant par a « et mettant A au lieu 
de a'cc'‘y on a l’équadon 

auB H- (saS — rbx)A = o, 

laquelle donne le coëfficient de x dans le développement n.® 106. Si l’on veut 
en déduire l'équation qui donne le coëfficient de , on écrira 
act.\B -f- (sa. 1 ff — r. 1 bx) A = o, 
en prenant la dérivée seconde de chaque terme considéré comme origine 
particulière de dérivadon , on trouve sur-le-champ , par le procédé que nous 
venons d’indiquer et par le n.®87, 

a<». 3i3 -I- (aff-t- aC -(-(oy - 4 - ^ ) 


■(saïC — ribx)C- 


;s(aQy-t-biC)) „ 


J(a3i-^-b3y-^-c^C))^}=o. 
— r(iby-hacC-h3dx)l J 


123. Si , outre les , a, » et B, by C, il entre des C, c, y dans l’équa- 
don dont il faut prendre la dérivée d’un ordre quelconque , on mettra 1 devant 
les ^ et le produit des deux facteurs i. 2 devant chaque C, c, y, en 
conservant cependant l’égalité entre les membres de l’équadon ; puis , pour 
prendre la dérivée de l’ordre n de l’équation , on appliquera à chaque terme 
les régies du $. I.*' , article II , en considérant chaque terme comme une origine 
particulière de dérivadon , et toutes les fois qu’on changera une lettre dans 

Bb 
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une des suivantes, on augmentera chaque facteur numérique qui affecte la 
lettre d’un nombre d’unités égal k l’indice de la dérivation que l'on effectue sur 
la lettre , ou, ce qui est la même chose, du nombre qui marque la distance 
entre la lettre et celle en laquelle on la change. 

S’il entroit aussi des D , r/, S dans l'équation proposée , on mettroit devant 
chaque D, d , S le produit 1. 2. 3 , et des’ant chaque £, e , s le produit 
1. 2. 3. 4 , et ainsi des autres. 

Prenons pour exemple l’équation du n.* 17; on l’écrira ainsi 
1 S- 1.2C — i.üy. 1 5 -H ( 1 f)** = 0: 

pour en prendre la dérivée troisième , on aura sur-le-champ , par le procédé 
que nous venons d’indiquer, 
iC4.5f-t-2y.3.4£-+-3ia.3Z) -1-45.1. aC 

- >=o, 

équation qui donne la valeur de F en termes récurrens. 

La démonstration se tire de ce que , l'équation proposée étant mise sous 


la forme 


n.«.D’.i< — dK».d.A -h {o.ei'^.A = o. 


pour en prendre la dérivée troisième divisée , il faut développer séparément 
p3. {d. a.n>.i4} , pî.{D=>.«.D.i4} , p3.{(D.«)î..'l} : 

or pS.{D.*.D».,<) =D.»p3.D^v4-)-D.D.*. p’.D’.i< -|-p».D.«.D.D».y4 -t- p3.D.«.D.i4 } 
mais p3.D2.il = 4.5p5./l, n. n. * = ap'. <*, p’.n’.il = 3. 4pl.il, etc. ^ 
Nos régies et nos notations sont très-utiles dans la méthode des coëfHciens 
indéterminés, où elles serrent soit à abréger les calculs, soit à donner des 
expressions générales ; et l’on sait que la méthode des coëfSciens indéterminés 
est un des moyens les plus étendus et les plus féconds de l’analyse. 

(II.) 

ia4- Les formules que nous avons trouvées n.*” g3 et 94 , offrent des moyens 
de soumettre au calcul les combinaLsons ordinaires , et de ptarvenir ainsi faci- 
lement à plusieurs théorèmes généraux, dont nous ne donnerons que les 
suivans , qui sont déjà connus d'ailleurs et que nous ne mettons ici que 
par forme d'exemples de notre manière de procéder. . * 
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Puisque, uo, ua', etc. ua“-' étant = i , on a , n.“ gS, 

P* - ‘ ( aa'a". . . a" a- ■ ' ) = p"-'-' (a a' a". . . a“-” ). a" • + p"-» '(aa'a"...a’‘“) , 
p"-»-'(aa'a". ..a“-")= p*-»-'(aa'a". ..a“"").a"-" -+- p"-^-' (aa'a". ..a'* ”'), 
p"-^-' (aa' a". . . a" ■ = p*- î- '■(aa' a". . . a“ * ").a" ■ 4- p« - 4 - ' (aa' a". . . a“ * ■’) , 

et ainsi de suite jusqu’à ce qu’on arrive au terme 
po(aa'a". ..a*) = aa'a". . . a‘".a* ; 

en substituant ces valeurs les unes dans les autres , on trouve 

P" ■ ' (aa'a"... a“‘‘) = 

p»-i-r(aa'a"...a’‘‘"). a"'' -|-p"-»'''(aa'a"...a*'"").a*''" -1- p*-3-''(aa'a"...a‘“''). a"'"' 
-f- P" -4 •'■(aa'a".. . a'^’j-a"'” etc. 4- aa'a". . .a*".a*. 
Si l’on désigne génértdement par [a»ia]' la somme de tous les produits qu'on 
peut former avec m lettres différentes dont a est la première , en les prenant 
r à r; la formule précédente peut être traduite dans la suivante , ( n.® g3) 

[a»ia)'+‘ = 

[m- 1 la]^a**•'-4-[a»-a lay.a""' 4- ['«• 3 la^. a"-"' 4- [rn-4ia]'’. a"-” 4- etc. 

4- [/-lay.a*; 

ce qui donne cette réÿe. « Pour déduire de la somme des produits de m 
« quantités différentes prises /• à r, la somme de ces mêmes quantités prises 
» ;■ 4- I à r 4- 1 ; multipliez par la dernière a" ■ ' tous les produits r à r où 
» a"-' n’entre pas, ensuite par a“'" tous les produits r à r où s’entre ni 
n a”" ni a*"", ensuite par a"'"' tous les produits qui ne contiennent ni 
» a"" ni a"‘" ni a"'"', et ainsi de suite jusqu’à ce que vous arriviez au 
» produit aa'a"... a"", que vous multiplierez par a*.» 

Au moyen de cette régie, en partant de la somme de m quantités, 
a 4- a' -4- a" 4- a'" 4- etc. 4- a""', 
on formera successivement tous les produits de ces quantités prises deux à 
deux , trois à trois , quatre à quatre , etc. 

De cette règle on peut aussi conclure l’inverse. « Pour déduire des produits 
» de m quantités prises r 4- 1 à r 4- 1 tous les produits de ces mêmes quantités 
» prises r à r; divisez par la dernière a"*' tous les produits r 1 à r4- 1 où 
» a" • ' entre ; ensuite divisez par a" • " tous les produits r4-i àr4 -iOÙ 
» entre a" • " avec a" ■ ' ; ensuite divisez par a“ • '" tous les produits r + 1 à r 4- 1 
» où entre a"' mais où entrent aussi toutes les lettres suivantes a"*”, a'**', et 
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M ainsi de suite jusqu’à ce que vous ayez divisé par a*'**' le produit 
„ . . .«'“"a"". » 

ia5. Partageons le produit de m quantités aa'a". en ces deux 

facteurs a fl' a"... a”', et a'a' + ‘. . . a"”, étant </n; et prenons la dérivée 
du produit par le théorème du n.® 78; nous aurons 
p*-'(aa'a" . . . a"'’) = 

(aa'... a'-)- p--'(a'à'+' ... a— P""* 

H-pî(aa'...a' ■)-p’"**"(a'«'"*''—«’''')-+-etc.-t-p'*-'(aa'...a' -)-('*''*’'^'—‘*“’')i 
formule qui se traduit en celle-ci (n.® ()3), 

[m\aY = 

[;> I ay. [m-p 1 a']' • r -t- [;? 1 a]r - [w-/? 1 a']' - r + • - 4 - [/? I a]r • ». [m-^ 1 a'^ - r + > etc. 

[p\ay—*‘+r + ',\m—p\a’Y—r—_' •+-[p\a]’—'‘-*-r. \rn—p\a’y—?, < 
Cette formule a lieu si r est plus grand que p et en même temps plus 
grand que m ^p\ mais si l’on a au contraire p~^r et tn— p'^r, alors , 
puisque [;>ia]®=i et[;ra — p[a'y = 1 , et qu’il faut rejeter les expressions 
où l’indice seroit négatif , la formule précédente devient 

[m\a]' = 

[p\ a]'. I -t- [/» I a]'— '. [ot — /M a']> + [/> I a ]'—». [m —p 1 a’]»-t- [;» 1 ày—i.[m~p\ a »]3 

■+■ etc. -f-[/j|a]‘. [m— y7la']'’— • i.[m—p\a*Y , 

comme il*est aisé de le voir , en supposant par exemple dans la formule pré- 
cédente p = r -+- 'i. 

Outre le théorème ('*) que renferment les deux dernières formules, on 
peut tirer de ces principes dilTérentes autres conséquences, en partageant, 
par exemple, aa'a". . . a*"’ en trois ou quatre facteurs, etc. 

(III.) 

126. Donnons à présent une expression de terme général qui mérite d’étre 
remarquée à cause de sa forme. 

Si l’on a le produit 

<p{u-\-Cx -hyx^-hix^ -+-etc.) X (a -p Ax-+- ex» + -4- etc. ) 


V ( * ) •UMÎ parvenir à ce théorème en conficléraot une équâtion du dàgré m ,*corame rèenllAat du 

produit de deux équaiiooi, l’aoe du degré p, l'antre du degré m—p, et en comparant Us termes. 

à 
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à convertir en une série qui procède suivant les puissances de æ, on aura 
(n.“ loo) pour le coëfiicient de x* 

^. = P*- (<?«•«) = ••••(O 

-t-D(p«. p»'».(ea) p>(p«. p"-’.Cff"a) -h p*(p«. p*-*. -4- etc. 

■+■ p'^a-Ca ; 

actuellement, on peut transformer les quantités p*'*.(ffa), 

p"- 5 . etc., de manière quelles soient toutes exprimées en » et 0 et 

que les dérivations indiquées par d soient toutes du même ordre «. 

A cet effet, supposons, dans la formule précédente, successivement 
égale à a, « 5 , «'* , etc., en observant que p»*, p»»“, p‘'<» 5 , etc. = o , 
elle nous donnera 

1 .® p».(«a) = «p*.0 4- D«. p»-'.(f0), 

d'où il vient , à cause de d<k = 1 , 


P"-'.(eo) = p".(«a) — «p’.a. 

2. ° La formule donne en second lieu 

P*.(«^ 0 ) = *^p*.o H- a«p"-'.(ff 0 ) 4 - 1. p»-».(ff» 0 ) ; 
mettant pour p**'.<?0) sa valeur ci-dessus et transposant, on a 
p»->.(ff^0) = p".(«’0) — 2»p".(flt0) 4- *^p".0. 

3 . ® La formule donne, en faisant (pa = ac^, 

p’.(«5a) = + 3«’P*-'.(C0) 4-.3«P’-*.(?^0) 4- ip«-S.(f*a), 

d’où l’on tire, en mettant pour p**'«(fi’a) et p"**. (ff^0) leurs valeurs précé- 
dentes , 

p"-*.(ff->0) = p*.(«^0) — 3«p".(a!’0) 4- 3*’p*.(ai0) — ae*p*.«. 

4. ® £n Continuant ainsi , on trouvera 


P* - 4. (Ci = P". («t 0 )— 4 « p". (as’a ) 4 - 6 P*. (»= 0) — 4 *3 P». («0) 4 - p*.0, 
et en général 

p« '.(C'0) =p*. (<*'0)— r<*p": («'•■ a) »"p*.(«'-®0) — 

* . - 4 - etc. ±: u'p'-a. 

Si dans cette dernière formule on suppose r = /i , elle donne 

C'a = p".(«"0) — n«p". (<»"-'0) 4 - " a’p". («*-“0) — etc. ± «"p*.0. 


127. Si présentement on substitue ces valeurs de p«-'.(C0), p"-*.(C^0)» 
etc. dans l’expression (1) ci-dessus, on~aura l’expression suivante , 

' Ce 
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= p*.(<p<*.a) = 

<P«* 

-4- D(P«. {p’.(««) — <*P"-«j 

-+■ p>(P«. { p’.(«»n) — 9 «P". (ad) -+- tt’p'.a } 

-4- p^(p«- { P*. (<»’«) — 3ap\(«’«) + 3a-p".(*a) — «’p".aj 

4- p‘'<p«e. {p*-(<«^«) — 4«p’-(*^«) H- 6«»p*.(ae»«) — 4«îp".(«<z) + <r''p*.û} 

- 4 - etc 

- 4 - p'(pae- {p*- («'«) — rec p*. («' ' '«) _(_ -j — p’. (<«' ' ’«) — etc. ± «;.p". a } 

-4- etc 

-t- P" <p «. { p«. («"a) — a « p*. («• ■ «a) -4- p*. («• * ’a) — 'etc. ± «" p«. a ) ; 

où toutes les dérivations indiquées sont du même ordre n. 

Si l'on avoit à développer 

(P(« -4- fx -4- yx» + etc.) X \J/(a 4- ix 4- ex» -J- etc.), 
il sofCroit de mettra \|/a au lieu de a dans la formule précédente. 


128. En faisant a=iet^,c,if, etc. = o, la fonction à développer 

deviendroit , _ 

(fiÇoc 4“ ffx 4“ yx» 4— oxî 4- etc.), 

ce qui est le cas traité dans l’article l.“. Faisant donc a = 1 dans l’expres- 
sion précédente n.“ 127, on trouve pour le coefficient de x», 

ixp«.p-.« = p’.’(p« = 


4. p»^«. {p*. <*» — 9«p*. «} 

4- p^(P«. { p".** — 3«p".»» -4- 3flt’p“. «} 

4- p4<p«. {p'.flt^ — 4ap«.«5 ■+■ 6«»p".«» — 4«^P"-«j * 

-4- etc 


4- p*(p«.{p".«'' — n«p».fls“-' H — P"‘ <** ■ * — etc. rt ««"••p”.*}; 
où l’on a généralement pour la quantité polynomiale l’expression 

J «’P” «'-^ 4- etc. ± ra'-> p»^*. 


. r.r-i r. /•-i.r-s 

p«.«'_. r«p».«'-‘ H- -J— j-a»p*.«'-». 


En joignant à la formule que nous venons de trouver celle du n.® ao, ' 
et en formant celle qui est indiquée ùla fin du n.® 77, on aura trois formules 
différentes pour développer p*. par dérivation. 
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ARTICLE TROISIÈME. 

Développemens des fonctions dun ou de plusieurs polynômes ordonnés 
par rapport aux puissances et aux produits de deux ou de plusieurs 
lettres differentes, en séries ordonnées de la même manière. 

12g. Nous nommerons , pour abréger , polynômes doubles , ceux qui sont 
ordonnés suivant les puissances et les produits de deux lettres x «t 
tels que 

a -¥■ bx -¥■ cx 3 H- dx^ -I- etc. 
b’jr dxy -I- d'xy -t- etc. 

-f- d'y -f- d"xy» -1- etc. 

d'"y + etc. 

4- etc. ; 

nous nommerons polynômes triples ceux qui sont ordonnés par rapport aux 
puissances et aux produits de trois lettres x, y , z. Nous appellerons aussi 
séries doubles, triples, les séries qui résultent du développement des fonctions 
de polynômes doubles , triples , et en général toutes les séries qui sont 
ordonnées suivant les puissances et les produits de deux ou de trois lettres 
différentes. 

§• I." 

Des fonctions d'un seul polynôme double ou triple. 

i 3 o. Comme nous avons à faire varier les quantités de deux manières , 
par rapport aux x , et par rapport aux y , nous emplolrons le signe d sans 
accent pour marquer les dérivations qui se rapportent aux x , et le signe d' , 
avec l’accent, pour marquer celles qui se rapportent aux^. Dans les déri- 
vations indiquées par d , lorsqu'il faut changer une lettre dans la suivante , 
on lui laissera l’accent ou le nombre d’accens qu’elle avoit ; ainsi on changera 
b exi c,V en d\ d' en d" , etc. Dans les dérivations indiquées par d' , au 
contraire , lorsqu’il faut changer une lettre dans la suivante , il faut aussi 
augmenter de l’unité le nombre de ses accens; ainsi a se changera en b' , 
V en c", c" en d'" , etc. 

* 
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Lorsque deux signes d d' se suivent , le dernier à gauche afTecte toujours 
tout ce qui vient après lui : ainsi, dans p". , p" affecte toute la quantité 

p'-".^rt. On voit par là que n. p'*. « = s.d'.I/' = d.c" = d" , et qu’en 
général le coefficient de T’y* dans le polynôme sera désigné par p*.p'»,a. Donc 


D.a = b , 

P’.a = c, 

II 

p^. fl = e , etc. 

d’. a = y , 

D. d'. a = c' , 

p>. d'. a = d' , 

p3. d'. fl = c' , etc. 


p\a = c'', 

v.ç\az=d\ 

P». p'>. fl = e" , etc. 



p'3,a = rZ"', 

D. p'3. fl = e'" , etc. 




p'"'. fl = c'*', etc. 


Mais, si on regarde b et b' comme les premiers termes des polynômes doubles 
suivans 


-t- cas -H dx^ •+■ ex^ -f- etc. 

d/ -h d'xy -1- e\iy -H etc. 

d'y* -f- é'xy* -f- etc. 

+ e"|yî -t- etc. 

-J- etc.. 


V + c'x -H d'x* dxi -1- etc. 

H- c"y -4- d".ry + d'x*y -H etc. 

H- d'"y* -+- e"'ry* + etc. 

-+- c'y + etc. 

4- etc. ; 


on aura 

B.b =c , p’.i = d, ç\b = e , etc. D.i' = c', p’.^ = d’ , pS.A'=«', etc. 
d'.Z-=tc', B.B'.b=d', p».D'.i = e', D'.y=c", D.B'.y=d", p».D'.A' = «", 

p'». b =d% D.p'^.i = e" , p'>. y — d'", D.p'>. A' ==«"', 

p'ï.^ =e"', p'S.i' =«'»'. 


Nous faisons cette observation principalement pour que, quand les d et 
affectent des lettres simples , on ne soit pas embarrassé par les coëfficiens 
numériques indiqués par les c qui se mettent au-dessous des caractéristiques 
D et d'. 

Quand il faut désigner d’une manière générale les coëfFlciens des produits 
des puissances de x et de , nous employons des lettres ou des nombres 
inférieurs : ainsi , pour désigner le coefficient de x^y" dans le polynôme du 
numéro précédent , nous écrivons am,n ; l'indice inférieur m,n indique la 
(w lettre après a dans l’ordre alphabétique, et comme l’indice n est 

précédé de la virgule , il marque que cette lettre est en outre affectée de n 
accens. De cette manière, p5. p'».a = 03,1 =/” ; p’. p'^ a = a,,3 =/*"; 

p\ p'3. b 
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p4. p'î.i = ^ 4,5 = i"'i j4m,m — p“. p'*. etc. Nous employons les accens 
pour nous conformer à l’usage re^u. 

PnOBIiÈME. 

i3i. Développer une fonction quelconque de polynôme double, 
a H- bx + cx^ -f- dx^ H- exA -t- etc. 

•+■ b' y -4- c'xy -+- d’x^y + dx^y -f- etc. 

d'y’ -t- d"xy’ -t- d'x’y’ -t- etc. 

■+■ d"'y^ -i-d"xy^ ■+■ etc. 

-hd''y^ -H etc. 

-+- etc. 

en une série de la forme 

yi -y- Bx ■+■ Cx’ -f- Dx^ Ex^ H- etc. 

B' y -f- Oxy + D'x’y -+■ E'x^y -f- etc. 

■+■ C'y’ -t- D"xy’ -+- E"x’y’ -H etc. 

-t- D'"y^ ■+■ E'"xyi -j- etc. 

E”'y‘> -+- etc. 

-+- etc. , 

et calculer un terme quelconque de cette série indépendamment des autres. 


La solution de ce problème fait l’objet principal de ce paragraphe ; nous 
allons y procéder par degrés, et recueillir les théorèmes qui s’offriront sur 
notre route. 

(I) 

iSa. Cherchons d'abord k exprimer en signes de dérivation les coëfEciens 
de la série (2 ) , sans les développer. 

Supposons qu'on ait simplement la fonction 

(f)(a -h b'y -h c"y’ -h d"’y^ -t- etc.) } ( 3 ) 

elle donnera , par l'article premier et le n." 1 3o , pour la série résultante de 
son développement , 

(pa j>',<pa.y -f- p’’.(pa.y’ p'^. (pa.yî etc. ...,(4) 

Actuellement , si l’on change a en a -i- bx ex’ -t- dx^ -)- etc. , b' en 
b' -H dx -4- d'x’ + etc. , d' en d' -H d"x -4- etc. , d'" en d'" -f- d"x -4- etc. , etc. ; 

Dd 
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la fonction (3) devient la fonction proposée (i), et <pa, D'.<pa, p\(pa, etc. 
dans la série (4) se changent, savoir , 

Ça en Ça d. Ça. x -f- Ça. x* -4- p^.<pn. i* etc. , 
d'. Ça en d'. <pa - 4 - d. d'. Ça. x -1- p>. d'. Ça. pî. n'. Ça. - 4 - etc. , 
p'^. <p« en p'>. cpa -4- D. p'».<pa. X -I- P». p'>. (pa.z» p5. p'». (P<7. X* -f- etc. , 
etc. ; les d sans accent s'étendant à tout ce qui suit jusqu’au point après la 
lettre a. 

Mettant ces expressions dans la série (4), la fonction proposée (1) devient, 
en ordonnant suivant les puissances et les produits de x et de ^ , 

<pa - 4 - D. Ça. X •+■ P*. Ça. x» -+- p*. Ça. x* -4- p4. Ça. x4 - 4 - etc. 

- 4 - d'. Ça.jr -4- D. d'. Ça. ay - 4 - p’. d'. Ça. x’_y -4- p*. d'. Ça. x'^y + etc. 

- 4 - p'^ (po._y» -l-D. p'’. (pa.xr’ +p’. p'^.Ça. xs_y> -l-etc. 

+ p'5. -H D. p'î. <pa. X/* -4- etc. ^ 

- 4 - p'4. Ça. y‘* -4- etc. 

- 4 - etc. 

d’où l’on conclud que le coelTicienl du terme quelconque affecté de x*y* dans 

. Ça 


la série (a) sera exprimé par p"*. p'*.^a = ^ ^ 


m X i.i~.n 


i33. On pourroit aussi supposer d'abord que la fonction proposée soit 
simplement 

Ç(a + ùx -h ex» -4- dx^ - 4 - etc.), 

et , en changeant ensuite a en a - 4 - - 4 - c"/‘ -4- d'"y^ ■+• etc. , é en ^ -4- 

- 4 - d"y^ -4- etc. , c en c -f- d'y -t- e"y^ -f- etc. , d en - 4 - e'j» -4- etc. , etc. , en 
raisonnant et procédant d’une manière semblable à ce que nous venons de 
faire, il est visible qu’on trouveroit , pour la série résultante de la fonction 
proposée ( 1 ) , 

Ça-hD.Ça.x + p».^a.x» -4-pî. ^a. x3 +d 4. (pa. x4 - 4 - etc. 

-hv'.Ça.y -hn'.n.Ça.xy -t-n'.p^.Ça.xy -h o'.p^.Ça. x^y -4- etc. 

-4- p'». <pa.^» - 4 -p'».D.<pa.x 4 i» -4- p'».p»(pû.x»)i» - 4 - etc. 


-4- P ». Ça.y3 - 4 - p'î. D.Ça. xji» -4- etc. 

-4- g'^Ça.y'i - 4 - etc. 

-4- etc. , 


..( 6 ) 


et en général le coëiEcient de x"y* seroit p'*.p". (pa. 
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Puisque les deux séries (5) et (6) doivent être égales entre elles pour 
toutes les valeurs possibles de x et de ^ , il s’ensuit que les coëfficiens des 
mêmes puissances et produits de x et 3» doivent séparément être égaux entre 
eux dans les deux séries, etqu'ainsi on a généralement p".g'*.Ça=p'*.p".<p<z; 
d'où l’on conclud qu’on aura toujours le même résultat final, quel que soit 
l’ordre dans lequel on fasse sus cpa les dérivations indiquées par d et par o'. 

i34- Actuellement, pour développer les coëfficiens de la série (5), on 
pourroit effectuer les dérivations indiquées par d' et d au moyen de la 
méthode non simplifiée du §. I." de l’article premier , et en suivant l’esprit 
des régies ordinaires du calcul différentiel ; on trouveroit ainsi 
D.<pa = D <p». D.a , 
d'. <pa = d <pa, d'. a , 

P’.(pa = ^D.(D.(pa) = D(p<ï. p’.a -f- p»<pa.(D. a)» , 

D.n'.^a = D.(D'.^a) = n^a.n.D'.a + n^ (p a. d. a. n'. a , 
p'a.tpa = jn'. (d'. ^a) = D(pa. p'a.a -f- p’(pa.(n'. a)’, 

p^.(pa = jD.(p>.(pa) = D^a.p^.a -t- D»<pa.-j-D. a.p’.a + p’tpa. yD. a. d’. a 
. p^ipa. ( d. a)* , et en réduisant, 

= ocpa.p^.a -H P’ (fa. an. a. P’, a H- p3(pia. (n.a)5, 
p’.n'.tpa = yD.(D.D'.^a) = D(pa.p’.n'.a -f- p’^a.n.a. n. d'. a 

+ D»<pa.(ÿD.a.D n'.a -4- p’.a.D'. a) + (pa.{D.a)^D'.a , et en réduisant, 

= BÇa. P^.d’. a -t- P’ (p a. ( a D. a. d. d'. a -I- a p’. a. n'.a) + p*<pa. 3(D.a)*D'.a, 
D.p'^<pa=: D. (p'>. (p«) = D(pa. D. p'^. a -4-D^<pa. d. a. p'^a +p=<pa. an'.a.D. d'. a 
• -f- 3p3(pa.D.a. (n'.a)’, et en réduisant, 

= U (pa. D. p'». a -4- P» (pa. ( a D. a. p'^. a - 4 - a d'. a. D. d'. a) -4- p*(pa. 3 d. a. (n'.a)^ 
p'S.fpa = ÿD'.(p'=.(pa) = D(pa.p'?a -4- n’<pa. y dI a. p'».a - 4 - p“<pa.ÿu'. a.n'».a 

- 4 - p5(pa. (D'.a)î, et en réduisant, 
= D(pa.p'î.a - 4 - p’(pa. aD'.a.p'».a -4- pS(pa.(D'.a)» , 
et ainsi de suite. Si l’on mettoit à la place des a affectés de signes de déri- 
vation les lettres respectives qu’ils désignent ( n.° i3o) , on auroit les premiers 
termes de la série tout développés. Voyez plus bas, n.° 157. 

Mais cette manière de faire les développemens des coëfficiens de la série 
a l’inconvénient d’exiger des réductions , parce qu’elle fait trouver plusieurs 
fois des termes composés des mêmes lettres -, elle ne donneroit d’ailleurs 
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que par un calcul fort long le développement d’un coelTicient quelconque 
indépendamment des précédons : aussi l'abandonnerons -nous. Nous allons 
donner deux méthodes qui feront trouver sur-le-champ, et tout réduits, les 
développemens des coëfliciens de la série , soit en déduisant chaque coëlTicient 
du précédent , soit en le calculant isolément. 

(II.) • 

Première solution du problème précédent. 

i35. Pour parvenir à trouver sur-le-champ le développement réduit du 
coefficient d’un terme quelconque de la série indépendamment des autres , 
ainsi que pour déduire ces coëfliciens les uns des autres d'une manière simple; 
donnons un premier développement en iet b’ à l'expression générale 
afln de séparer par là les quantités polynomiales de celles qui demeurent 
affectées du signe de fonction (p. 

A cet effet , je commence par développer p'*. par le théorème du n.° 90 , 
en faisant attention que u'. a = b' , et j'ai 

= (7) 

1) (p O. p'“ - -+- p><pn.p'”-». -I- p^ipo. p'"-î. P'î -f- etc. -+- p’‘-‘<pa.D'.b'*-> 

-h p* <p a. b". 

Maintenant, pour avoir p".p'*. ^a, je prends la dérivée p" de chaque 
terme de la formule précédente , ce qui donne 

p-.p'-.<pa= ....(8) 

p".(D<pa.p'"-'.^') -t- p".(p’(pa. p'»-*.A'=) p".(p3<pa. p'*-î. i'î) -f- etc. 

p". ( P" - « (p a. p'». ■ ») -H P". ( P" - ■ (p a. d'. A'* ■ > ) -(- p". ( p*<p a. i” ) ; 

dans cette formule p* affecte toutes les quantités , a aussi bien que b', et a 
aura b pour dérivée relative aux d sans accent. 

On développera en b chaque terme de la formule précédente , au moyen 
du théorème qu'offre la formule générale du n.° 100 , et l'on aura 

p".p".(pa= -...(9) 

D^a. p”.p''">.i-' ■+■ DD(pa. P”-'. (Ap'" ■ '. ^') -I- f^D<pa.p"-».(b^p'‘">.b') -+- etc. 

-i- p^DCpa. A*p'"->.i' 

-h p«<pa.p'*.p'«-».^'a op»<pa. p" '. (Ap'"-*. b'^) ■+■ p’p=(pfl. p"-». (b^p'-^.b'^) -+- etc. 

’ •+■ p'"p’(pa. i"p'“-». é>'» 
H- p’cpa. 


\ 
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-4-pî(pa. p".p'*-S.i'ï-4-Dpï(p«.p"-'. + p»p3,pÆ.p"-*.(A»p'"-ï.A'3) + etc. 

-f-p"p3<pa. i“p'*-î. A'3 

-H etc 

-t- p*-»(pa.p*.p'».A'*-» + etc. -4- p“**p"**^tf. p’.(A"-».p'“. A'*-*) 

-f- P"-‘P"-*^. D. (i*-' p'a.A'"->)-4- p"p*->(J)a. A"p'». b'*-* 

-4- p«-'(P«.p".D'. -4- etc. + p--»p»-i(pa.p’,(A'«-»D'.A'*-*) 

”*■ P*"‘ ?*■' <P<*D- ip"'' d'* -4- P" P"'* ^d'. ô'»-* 

-4-p"(pa.p". i'* + etc. -4- p"*»p*^a. p’.CÂ"'-»^'*) + p*-‘p*<pa.D.(i"-*i'*) 

-H P" p"<pa. ^ &'•. 

On ordonnera cette formule par rapport aux indices des n sans point qui 
affectent <pa-, en mettant ensemble tous les termes où les indices de ces n 
font la même somme , et l'on aura la proposition suivante. 

T H i o. R i M B. 


i36. Le coefficient du terme quelconque affecté de dans le dévelop- 
pement d’une fonction quelconque de polynôme double peut s’exprimer par 
la formule suivante , 

p".p'*.(p« = ( 10 ) 

B^.p", p'«-«.é' -f-p»<pfl.p‘*. p'*-*. 5'’ + p3(pa. P". p'"*3. i'î -4- p4(pa. P". p'«-4. i'4 

-4-DD(ptf.p"-'.(ip'*-'.^') -4-Dp’^n.p" >.(ip'« ».A'») -4-Dp3<pa. p*-'.(Ap'»-S.i'ï) 

-4-p’p^p“-».(i^p'"-'.^') -4-p*p’<p«.p"-*.(^’p'**.i'») 
H-pîiXpa. p*-3.(A3p'«-i.^') 


p5 <p/i. P". p'**3. b'^ 

-4-Dp'(p«. p“‘*.(^p'*’4.é'4) 

-4-p=p3(pn.p— *.(é3p'*-5.^3) _f. etc. 

-f- p^p^<P«. p-3.(iîp'«>.é'^) 

-4- p4 D<pa. p*-4. {b<* p'"-‘. b') 


-4-p“'4p* <p«. p<.(é"-4A'«) 
-4- p"-3p»-> (pa. p3. 

-f» etc. +p*-»p'’ >(p«.p’.(A*-».p'«.y»-») 
+ p"‘‘ P* *3(pa.l).(^-' p’î.^'*- î) 
-4- P" P" - 4<p<ï. p'4. b’* ■ 4 


-4- p«-5p'’(pa.p3.(i*-3i'*) -4-p"*“p'(pn. p^fé"-»//") -4-p"-'p"<pn.D.(A»-'^'*)4-p«p»(pa.W'« 

-4-p»-»p»->(P<2.p».(i»»D'.i'®-') -4-p" 'p®-'^.D.(^'D'.ù'"-*) -4-p"p’*-‘<p<J.ù"D’.A'*-‘ 
-f-p»-ip"-»ipn.D.(^'p'*.é'»-*) - 4 - p"p«->(pn. ^p'». b'*~* 

- 4 - P" P* ■ 3 (pa, b^ p'3. ^'»-3 
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n'+‘(Ba =: — ^ . 

^ ^ 1.9.3... .(r+s)* ■ 


137 . Puisqu'on a généralement 

P P = TXTTTir.— ’ 

on en conclud 1 

et -comme il e&t indifférent quel facteur du produit on multiplie par le coëf- 

r . , . (r+f) (/•+j-i)....fs+ tV , . . , 

ficient numérique ' ^ > qu on peut même , sans rien changer 

au résultat , mettre ce coëfficient sous le signe n , à cause qu’il demeure 
constant dans les dérivations ; il est clair qu’on a 

P'P'<P«- P"-'- = ' ^ p— , 


_ / \ (rd-0fr-fr-i)...(s+O 


ou bien encore. . . . = p'+'(p<j. p" — ^ j — â^S"" 


^ p'•-^ b'' 


^ fr+s)(r+i— 1 ),., (f + i) . . 

On remarquera que j — - — ^ ^ est aussi le coemcient qiu 

affecte b'b'’ dans le développement de la puissance du binôme {b + b'y-*-* ^ 
et qu’ainsi on peut toujours former ces coëfficiens numériques d’après les 
exposans de 6 et de ^ , ou, ce qui revient au même, d'après les dimensions 
des lettres sans accent et celles des lettres accentuées. 

Ainsi on peut donner à la formule du n.” précédent la forme qui suit 

p-.p'*.<pfl. = (11) 


ixpa.p".p'»''.A' -i-p’(p<i. 


p-.p'->.&'» 

-f- 9p"*'.(Ap'*-'.^')-(-p5^. 


P". p'»-s.i'J 
+ Jp*-«.(ip'«-».^'>) 
-H 3p-**.(*»p'«'«.^) 


+p4(po. 


p“. p'" ■ 4. 

-+- 4p“'‘.(iD*"*ï. b'3) 
-H6p"->,(*’p'*-*.*'“) 
-H 4p"-*.(45p''"'.i'l 


-i-etc.... -t-p"+*‘*<pn. 


1. 9. 3 ....ra ' 

(m + n-9V..»> , ,, 

-, :D.(4-> p’.*'"-') 

>. 2. 3.. ..(/£•]) c / 

(m+n s)-(tnH-i) , , 

^ 1. 9 . 3... C«-î) ^ 
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• ç*-M<pa, 


1 . a. 3.... , 




1 . a.3....(/i— i) 

mais la formule ( to) du n.<> i36 donne des expressions réduites plus simples. 


i38. Avant de chercher la régie pour développer les quantités polynomiales, 
cherchons la loi de formation de la formule ( ■ o }. 

Si l’on examine comment les termes des séries ( 9 ) sont ordonnés dans U 
formule ( loj , on en voit résulter la loi de formation suivante. 

Pour déduire d’une colonne verticale quelconque de la formule ( 10 ) la 
colonne suivante , on fait varier <i de , dans tous les termes de la colonne 
donnée , et de plus <z de £ dans le dernier de ces termes seulement ; et l'on 
prend chaque fois la dérivée divisée suivante. En faisant varier a de V, les 
exposans de V augmentent de l’unité , les indices de d' diminuent de l’unité, 
et les b' se mettent sous les signes d et d'. En faisant varier a de ^ , l’exposant 
de b augmente de l’unité , l’indice de o diminue de l’unité , les ^ ne se mettent 
que sous le signe d. On rejette les termes où les indices de d' ou de o 
' devieVidroient négatifs. L’exposant de b ne peut pas devenir plus grand que 
m , ni celui de b' plus grand que n. 

Les indices des o sans point , qui affectent (f>a , sont Mujours les mêmes 
que les exposans de b et de b' dans le terme. 

On peut ainsi former sur-le-champ le coënicient d’un terme quelconque 
de la série , exprimé en b et b\ en commençant par le terme T)(pa. p". 

Si l’on demandoit , par exemple , le coëfhcient de i premier terme seroit 
D<pa. p'i. b' , et l’on trouveroit , en observant la loi de formation que nous 
venons d’exposer, l’expression suivante. 

p4.p'5.(pa = 

D(pa. p4. p’’. A' + P ’ ‘P*- ri" p*^ pA A'î -1- op* (po. pî. (30*3) 

-f- DD(pa. p3. (^p'’. b') -1- Dp>(p<z. p3. Ibo'.b'^) -t-p’p’(pa.p’.(A’.i)'.^'“) 

-f-p 2 ixpn.p».(ù 2 p'^ù') -t- p3n<pa.D. (i^p'a. 1/) 
-H pî>p3<p<i. p».(i»i'3) - 4 -p 3 p 3 (pn. n. (iîù'î) -+- p4pï(pa. 

ri- p^p’lp'»- B‘(b^o'.b'^) p4p2^,Mp'.^» 

-f- p4 B<pa. b* p'*. y 
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i3g. Si l'on veut avoir la loi de formation en commençant par le terme 
pour en déduire successivement et en rétrogradant toutes les 
colonnes précédentes; il sudlt de faire précisément l’inverse du procédé que 
nous venons de suivre ; c’est-à-dire , qu’une colonne quelconque étant donnée, 
on fera varier a àe b dans chaque terme de cette colonne, puis encore a 
de V dans le dernier terme seulement , et l’on prendra chaque fois la dérivée 
divisée inverse. En faisant ainsi varier a de les exposans de b diminuent, 
les indices de d augmentent de l’unité , et le signe D affecte b, d' et ; et 
en faisant varier a de , l'exposant de b' diminue , l'indice de d' augmente de 
l’unité , et le signe d' n'affecte que les b\ On rejette les termes où l’exposant 
de b ou de V deviendroit négatif : ceux où U précédé du signe d' auroit zéro 
pour exposant, disparoissent d’eux-mémes, parce que p''. p'»’. i =o. 

Les indices des d sans point qui affectent (p<t et les diviseurs niiméricpies 
indiqués par le c au-dessous de ces n, se règlent toujours sur les puissances 
des b et b' qui suivent dans le terme. 

On peut de cette manière former le développement précédent de p^.p'*.(p<*, 
en commençant par le terme p4p3<pa.i'4i'3 et rétrogradant. 

Dans les formules (lo) et(i i) b et b' sont des premiers termes de polynômes. 

140 . Si l'on veut calculer à présent le développement réduit d’un coëfGcient 
quelconque de la série indépendamment des autres , les régies pour exécuter 
ce calcul découlent naturellement dfes lois que nous venons de trouver. 

En effet, la loi du n.® i38, combinée avec la règle du n." 47 , donne la 
première de ces règles, et la loi du n.® i3g, combinée avec la règle du n.® 43 , 
en donne la seconde. Nous nous bornerons à énoncer cette dernière, qui est 
la plus facile à pratiquer et qui suCGt dans tous les cas. 

Mais auparavant il est bon d’avertir, pour éviter toute équivoque à l’avenir, 
que nous appellerons terme de coefficient ce que nous venons de nommer 
colonne verticale de la formule ( 10 ) , c’est-à-dire, l’assemblage des quandtéa 
dans lesquelles les indices des n sans point qui affectent (pa forment la même 
somme ; et parties de terme, les quantités appartenantes au même terme flii 
les puissances de A et A' , ou bien les dimensions des produits des lettres qui 
proviennent de ces puissances , sont différentes. Ainsi l’expression p5(p<».p'>.À'3 
-l-Dp“<pfl. y^^bvi'.b'^) -H p>u(p< 7 . p>.(A»p'».^') est un terme de coëfHcient, et 
chacun des trois termes de celle expression est une partie de terme. 

141 . 
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141. Observons encore à l’égard des quantités polynomijles , que quand 
on en prend les développemens réduits, chaque puissance de A, n.® i36, 
donne des produits des lettres b , c , d, etc. sans accent, d'un même nombre 
de dimensions, égal à l’exposant de V que chaque puissance de V donne 
des produits de lettres accentuées et même dÜTéremment accentuées , tous d’un 
même nombre de dimensions, égal à l’exposant de b'. De plus, puisque les 
O sans accent aflectent toutes les quantités polynomiales tant accentuées que 
non accentuées, il est aisé de voir que, quand on fait une dérivation d sur 
ces quantités, il faut regarder comme dépendantes les unes des autres les 

lettres qui portent le même nombre d’accens , ou celles qui n’en portent ^ 

point , et comme indépendantes les unes des autres les lettres différemment 

accentuées ; et que quand on fait une dérivation o' , il faut regarder comme 

dépendantes les unes des autres les lettres accentuées , même celles qui portent 

un nombre dîtïérent d’accens. 

Après cela, voici la règle pour trouver sur-le-champ le développement 
réduit de p“.p'\(pa, en commençant par le terme p^p'^^a. b" b'*, c’est-à- 
dire pour calculer le coeflicient d’un terme quelconque de la série indépen- 
damment des autres. 

Règle. 

t 

142. Vn terme quelconque développé et réduit du coefficient p". (pa de 
aî"_y'* étant donné , pour en déduire le terme suivant, en remontant dans 
la formule du n.* i 36 ; 

1. ® Diminuez de V unité les puissances de b , en rejetant les produits qui 

ne contiennent pas b , et faisant sur les coëfficiens numériques les ^change- I 

mens qu entraîne cette diminution des exposant de b ; prenez la dérivée 
suivante divisée d de, toutes les quantités ainsi préparées, tant accentuées 
que non accentuées , et cela dans toutes les parties du terme donné. 

2. » Dans la seule partie du terme donné où b a l’exposant le plus grand , 
et où cette puissance de b na point subi de dérivation , diminuez encore 

les puissances de II de l'unité , en rejetant les quantités sans V , et en , 

faisant sur les coëfficiens numériques les c.hangemens convenables; et faites 

une dérivation divisée d' , mais seulement sur les quantités accentuées. « 

En effectuant les dérivations D , il faut regarder comme dépendantes les 
unes des autre t les lettres sans accens et celles qui ont le même nombre 
d'accens, et comme indépendantes les unes des autres les lettres différemment 
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accentuée! ; et quand on fait les dérivations d', il faut regarder les quantités 
accentuées , même celles qui portent des accent différent, comme dépen- 
dantes les unes des autres. 

Les indices de d qui affectent qfb, et les coëfpciens numériques qui en 
proviennent , se règlent sur les dimensions respectives des quantités poly- 
nomiales accentuées et non accentuées. 

Quant à l’opération qu’il faut faire pour changer les coëlficiens numériques 
en conséquence de la diminution de l’exposant de b ou de celui de V , elle 
se réduit , en conformité de ce qui a été dit dans la régie du n.” <(3, à multi- 
plier par l’exposant avant la diminution , et à diviser par les dimensions que 
forment avant la diminution les lettres non accentuées si c’est l'exposant de b 
qu’on diminue , ou toutes les lettres accentuées si l’on diminue l’exposant de V. 

i 43> Proposons pour exemple de calculer immédiatement le coefficient 
de a^y^. Le terme par lequel il faudra commencer est ^^'3 ; de là 

on déduira sur-le-champ tous les autres par le procédé de la régie, comme 
on les volt ici. 

p^ 

|-f-p3p3(pa. {iî, 3i'»c' -h 36»c.6'3j 
I -I- p4 P» (pa. 44. di'c" 

-t-p’p^ipu. {i’(34'>d' -t- 34V’) -f- tic. 34'»c' -t- (s4<i-+-c’)4'3| 

-+- pîp’tpa. {45(a4'd'' -+- îc'V') H- 34’c. a4V'j 
-+- pioÇa. i^d"' 

-h Dp3ça, {4(34'’e' ■+■ 34'a Vd' -+- c>i) -+■ c{}b'^d' -f- 34V’) -4- d34'’V -4- c4'* j 
- 4 - p’p’^.{4’(a4V' - 4 - aeV" -4-ad'c")-4-a4c(a4V"-4- aVe") -H(a4<i -f-c’)a4'c"} 
-4-pStxpa. j4*e'" -4-34’c.d"'} 

H- pSepa. {34'’/'-t-34'(acV -+- d’’) -4- 

-+-Dp’<p«. {4(84/" aeV' - 4 - ad'd" -+- ade") -4-c(a4V' -4- ae'd" - 4 - adV') 

-4-d(a4'd" - 4 - aVd') -+- ca4V’} 

-4- p’o<p«. {bf" «+■ tbc.tf" -4- (a4d -4- c’)d"'} 

-4- p’(p«.{a4'^’ -4- 9 c'/" -4- adV' -4- aVd" -4- ifc"\ 

-4-DD(pfl. |4^” -H cf* -+- de"' -f; ed'"} 

-4- v<pa.h"'. 
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Nous avons mis des lignes vert^les devant les parties du coëfTicient qui 
forment ensemble un même terme. 


i44- On a vu dans les développemens des fonctions de polynômes simples, 
que, dès qu'on a un coëfBcient du développement réduit, il est plus facile d’en 
déduire les suivans ^iie de calculer isolément /:hacun de ces coëfliciens. La. 
• même chose a Ueu pour les fonctions de polynômes doubles ; et nous allons 
nous occuper de la recherche des régies nécessaires pour atteindre ce but : 
mais nous observerons auparavant, en jetant les yeux sur la série (9) du n." {3 1, 
. que dans les fonctions de polynômes doubles il y a différentes manières de 
déduire les uns des autres ces termes ou leurs coëfQciens; entre lesquelles il 
y en a trois principales , savoir : 

1 ° On peut déduire les uns des autres. les termes qui se succèdent dans 
la tèême ligne horizontale, formule (s) du n.° i3i ; par exemple , de C'y* 
on peut déduire etc. : ici la puissance de_y demeure 

la même , et celles de x suivent les nombres naturels. 

On peut déduire les uns des autres les termes qui se succèdent dans la 
même li|gne obbque , in'cUnée d’un angle demi-droit sur l’horizontale , dans la 
formule (î) dun.° i3i ; de Cr», par exemple, on peut déduire Dfx*y, E"xy\ 
JF'"a:yî, etc. ici la puissance de x demeure la même, et celles dey vont 
en augmentant. 

3.° On peut déduire les uns des autres les termes qui se succèdent dans 
la même ligne verticale; de D.v^ , par exemple, on peut déd' Te D'x‘y, 
D"xy}, D'"yi : ici x et forment toujours le même nombre di .ensions, 
mais à chaque terme un x sQ Change en y. 

La première et la seconde de ces trois manières ne sont pas essentiellement 
difTérentes ; nous commencerons donc par exposer la première , nous dirons 
un mot de la seconde , et nous donnerons ensuite une méthode facile pour 
la troisième. ^ 

Formons d'abbrd les développemens en b et V des premiers termes de la 
série demandée : leur ensemble formera un tableau sur lequel on lira les lois 
de. dérivation qui bent Iqs coëfliciens des différens termes les uns aux autres. 


145. Pour former ces développemens en b et b' , il suffit de faire dans. la 
formule du théorème précédent , n." 1 36 , successivement et par ordre , 

tn^o, I, s, 3, 4, 3, etc. , 

• *• 
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et de faire aussi , pour chacune de ces ipleurs de m , successivement , 

« = 0,1,3, 3, 4, 

5 , etc. , 


• en rejetant dans la formule générale tous le. 

s termes où les indices de d ou 

ceux de d' , et les exposaiis de 6 ou de ,l>' , < 

deviennent négatifs ; ou bien on 

.suivra les lois indiquées dans les n.*^ i3S ou iSq. On- trouvera ainsi pour 

les premiers termes du développement ceux 

qui suivent : 

• 

<pa + -t- D(pa.p.l>. -h opj. pKl> 

xi ’ Bipa.pi, It 

x4 

. » -h -1- p^î<i 

-hp^:pa.p\b^ 

+ etc. 

-t- p 



m 

-t- p‘>tpa.lii 


. -t- Dtpa.i'.^-i-vÇa.D./)' rjr -h btpa.p^.l>'. 

xy -4- Bipa. p3. 


, ■ ■ -i-oD<pa.M'' -j- 

-+- DB.prt.p2.(W/) 

-4- etc. 


-+- p-t}(po.B'.{//^b') 


« • . 

-hpiB^Ptl.l/ib' ■ 


'' +d^«.d'.^ H- Dipa.D.n'.i' 

ry^ -t- Bipti.p^.B'.b' 


-i- -i- p-(pa,B.l>'^ 



• ' ' ' • -f- 

-i-BV:pa.B.{l>B'^V) 

4- etc. 

-i- Bp’Ça.ùl/'^ 

-+- np’,pa.D.(M'*) 



-1- p’o^rt.i’n'.A' 


• 

-t- p*p’(p<7.^>»i'»- 


B<pa.p'^.b' 

yi -H D<pfl. D. p'*. i'. 

Xyi 

. ' - ■ 4-p-<pa.D'.^'» 

-H p*^a. d.d'. 


' ■ -h p^(pa.b'^ 

-t- DD<p<z. ^p'*. ^ 

”f“ etc* 


■+■ pi<pa. B.'b’i 

• • 


• . -t- Bp’tpa.bB'.b’’ 


* • 

-f-,Dp^<p/ï. H'i 


• 

. -f- B<pa. p'3. b' 

y'* . ■ 


-hp^ipa.p'Kb'o 



-h pi(p^2. b', b'i- 



f p'‘(f)a. 1 

• 

€ 

1 

■ 

1 
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146. On remarque d’abord sur le tableau précédent , que nous aurions 
étendu davantage si l’espace l’avoit permis, que les coëfOciens des puissances 
de X sans y , aussi bien que ceux des puissances de y sans x , se déduisent 
les uns des autres par la régie du n.° 34. Il ne faut donc pas de règle 
particulière pour calculer ces coëCHciens. 

Quant aux autres coëfHciens , ne considérons- les que comme se suivant 
dans les mêmes lignes horizontales; c’est-à-dire, en commençant par un 
terme affecté de y sans x , examinons la loi suivant laquelle se déduisent 
les uns des autres les coëf&ciens des termes où la puissance de y demeure 
la même et où celles de x vont en augmentant. 

Avec un peu d’attention on trouve la loi de dérivation qui suit. 

Un coëfbcient quelconque étant donné , pour avoir le suivant appartenant 
à une puissance de x plus haute de l’unité; 

i.” Faites une dérivation divisée n sur les quantités polynomiales de chaque 
partie de terme du coëfEcient donné, cette dérivation affectant 6 ' aussi bien que 6 . 

a.° Dans la dernière partie de chaque terme du coëfflcient donné , c'est-à- 
dire dans celle où la quantité polynomiale n'est pas affectée de n sans accent, 
et où l’exposant de ^ est le plus grand (cet exposant peut même être zéro), 
changez un facteur A' en A et faites une dérivation divisée n' , mais seulement 
sur la puissance restante de ù', à l’exclusion de A; vous formerez ainsi la partie 
nouvelle que donne la dernière partie de chaque terme du coëfflcient donné. 

Pour que cette partie nouvelle ait lieu , il faut que dans la dernière partie 
qui doit la donner , A' soit au moins à la deuxième puissance ; car si A' n’étoit 
qu’à la première puissance , en effaçant le facteur A' , on auroit à prendre la 
dérivée n' de l’unité ; or cette dérivée est zéro ; donc dans ce cas il n’y a point 
de partie nouvelle. 

3 .° Enfin, quand on aura fait les deux opérations précédentes sur chacun 
des termes du coëfflcient donné , il &ut encore , dans le dernier terme , faire 
varier a de ù et prendre la dérivée divisée , ce qui donnera un terme nouveau. 

Tant que les puissances de A et de A' ne changent pas, on laisse tels 
qu’ib sont les indices des o sans point qui affectent <pa ; mais lorsque dans 
le cours de l’opération un A' se change en ^ , il faut changer aussi les indices 
de ces mêmes n. 

Si on vouloir une démonstration rigoureuse de cette loi, on n’auroit qu’à 
mettre m 1 au lieu de m dans la formule ( 10) n.* i 36 , et comparer entre 
elles les deux formules. P „ 
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147. Au moyen de cette loi on peut continuer la sërie du n.® 145 aussi 
loin qu’on voudra , sans avoir besoin de recourir 4 la formule du n.® 1 36 on 
aux lois des n.®* i38 ou i3g. 

Du terme affecté de 7^ , par exemple , 


t><pa. p'“. b' 7* , 

•4-p'<pn.s'.A'^ 

on déduira ainsi ceux affectés de , *=7^, *^7* , etc. , tels que les voici: 


Uipa.D.p'^. b' 
-+-p2<p«.n.D'.6'^ 
+ DDtpa.ip'^.é' 

-t- p5<pa. D. 
-i-DÇ^<pa.bo'.b''^ 

H- Dp^tpa. bb'^ 


xj'3 -4_D(pa. p“.p'».é' 

-t- p’<p«. P^.d'. b'^ 
-hDD<pa.n.(bp’Kb') 

-+- p^(pa. P®, b'^ 
-4-Dp-lP«.D.(iD'.6'^) 
-f- p-rxpa.i^p'''. b' 

-+- np5(po. D. (W'5) 
■+■ p’p®(p<». b^o'. b'^ 

-4- p^p^<pa. b^b'^ 


n(p/ï. pî. p'a. 4' 

■+■ p2(p«. p^d'. b'^ 

-f- DD(pa. p^. (4p'’.6') 

-t- p^iP«. p^ b'^ 

-h Dp-‘(p«.p^(tD'.6'^; 
-h p-D(pfl.D.(i-'p’^.é') 

-+- DD^ipa. p=. (bb'^) 
-Hp=p^^a.D.(A^D'.4'») 
-f-p5D(pa. é^p'ï, b' 

■+■ p’p’ipa. D. (b-b'^) 

4 - p^p“(pa. b^o'. b'^ 

4- p5p3<pa. p5i'5 




■ etc. 


148. Si l'on applique maintenant aux formules des n.°* 145 et 147 , et à la 
loi du n.® 146, les observations du n.® 141 sur les dëveloppemens réduits 
des quantités polynomiales , on arrive facilement à la règle suivante. 

R i G 1. B. 

Le développement réduit de p"-p’*. étant donné, pour en déduire celui 
de p'*+‘.p'".(po; 

1.® Dans chaque terme du coefficient donné, prenez la dérivée divisée D 
des quantités polynomiales de chaque partie de terme. 

a.® Dans la dernière partie du terme où b non accentué a le plus grand 
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exposant, et n est point suivi d’autres lettres non-accentuées {t exposant de 
b peut même être zéro , ce qui a lieu dans les coefficiens des y sans x), 
diminuez en outre les puissances de b' de l’unité dans tous les produits qui 
contiennent b’, en rejetant les produits qui ne contiennent pas V , et augmentez 
de t unité t exposant de b ; faites en même temps sur les coefficiens numé- 
riques les cliangemens qu entraîne ce changement d'un facteur b' en b. Après 
cette préparation , faites une dérivation divisée d' , mais seulement sur les 
quantités polynomiales accentuées. 

3 .® Enfin, dans le dernier tènne du coefficient donné g'*, (pa , yiïjfex 
de plus une dérivation divisée d en faisant varier a de b dans tpa. 

Quant aux Dtpa, ÿ'^tpa , DD(pa, etc. , les indices des » qui affectent (pa, 
et les dénominateurs numériques qui y répondent , se règlent toujours sur 
les dimensions respectives de toutes les lettres non accentuées et de toutes 
les lettres accentuées. 

Nous venons de dire, dans la 2.* partie de la règle, qu’il faut faire sur les 
coëfFiciens numériques le cliangement qu'entraînent la diminution de l'unité 
qu’on fait sur l’exposant de lé et l’augmentation de l’exposant de b. Ce 
changement se réduit i multiplier simplement, par l'exposàtit de b' non dimi- 
nué, chaque produit où se fait cette diminution, et à diviser par le nombre 
des dimensions de toutes les lettres accentuées avant la diminution. 

En conformité des régies des n.“ 43 et 47 , on devroit 1.® faire l’opération 
que nous venons de prescrire, et 2.°, comme on augmente l’exposant de b, 
on devroit aussi diviser par l’exposant do b augmenté et multipliet par le 
nombre des dimensions des lettres non accentuées, y compris celles de b 
après l’augmentation. Mais , comme la puissance de b qu’on augmente n’est 
jamais affectée de n dans la partie où se lait le changement d’un b' en b, 
et partant qué b n’y est suivi d’aucune lettre non accentuée, la division et 
la multiplication se feroient par un même r ombre et s’entre -détriliroient. 
Ainsi toute la préparation se réduit au procédé que nous venons d’iùdiquer. 


149. £n suivant la régie, on déduira sur-le-champ. du terme 


Dtpa.d’' 


y', 


-J- ÿ-(pa.{pb^d'" -J- c"») 
- 4 - ib'^d' 

•+■ p^<<pa. b"* 


1 
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• par exemple, terme que l'on peut toujours calculer par les régies du H 

ou du III de l'article premier, on déduira, dis-je, les développemens réduits 
des termes suivans alFectés de xy '^ , , etc. , comme on les voit ici. 

D<pa.f' *' xy4 

-+- ■+■ ’xc'd'" -f- 

-f- DD^a. ée"' 

-f- p3(pa. {3b'^d" -h eb'c'c") 

■+• i)ÿ^(pa.b{'ib'd"' H- c"») 

-+- p>(p<r. 4i’V 
-H up^cpa. b3b’^(^' 

•+■ DÇ't<pa, W'4 
-f-Dipa.g'*' 

-)- p’(pa. { afty"' -H acV" -+- id'd'" -|- ac"e" -t- <i"> j 
-H Dixpa. j b/'^ -h ce' *'j 

-t- p5<pa. j3i'=e" -f- 6b'c'd" -f- 3{ib'd' c'*)c"\ 

■+■ np’^. j b(ib'ef" + ac'd"' -+- ac"<i") -|-c(aé'<i'"'-J-c"“) j 
p’Dcpo. iV'' 

-4- p'*^o { \b'^d' -(- j 

-I-Dp3<pa -I- 6é'c'c») -+-c36'sc"} 

4- p^p=<pa. 4>(ai'<i'" c">) 

Dp4(p«.{A4i'3c/ ci'4j 

-f- p’p3^. b^ib'^c" 

-H p’p4^o. é=é'4 


-+- D(p<3. A'*' 
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la» 


• ixpa- A'^ 


p’(pa.{a4'g"' H- Qc'/" + îd'e"' + 7e>d"' -H ac"/" 4- <id"d'} 

■ DD<pa. { Ag'*'-»- c/^*' 4- de’^'l 


p^tpa.lSi'^/" -^eb'dd' -h 3(ai'd’4-c'»)d''4-3(ai'«' 4-2c'd')c"} 

ti(a6'_/"' 4- ar'e'" 4- •id'd'" 4- ac"e" 4- d"^) 

‘•j 4- c(7b'e>" + 7c>d'" + ac"if") 4- d(ib'd"' 4- c"») 

4 - aAce'^'j 




P''<P«.{46'V 4- ftb'^idd' 4- 4i'c'îj 

(A(3A'V 4- ôA'c'd" 4- 3(ai'd' 4- c'>)c") 

‘P®' j 4- c(3i'»<i'' 4- 66'c'c") 4- rf3AV 

p’p’(pa. { 6 »(ai'e"' 4 - ac'd'" 4 - id'd") 4 - ibc{ib'd'" 4 - c"»)} 
pÎD^a. AV^ 

Di>4<pa.{6(4A'î</' 4- 6b'^d^) 4- c^b'^d 4- db'd) 
p»p5(pa.{é“(3A'’d'' 4 - 6b'dd') 4- ibcSb'^d') 
p3pa<pa, A3(aA'</"' 4 - c"c") 

p»p4ça.{é»4A'V 4- aAcA’^j 
p3p3(pa. b^3b'^d' 

p3^‘^(pa. AîA'4 


a; 5 _y 4 


■etc. 


i5o. Nous avons vu, n.® i33, que p'". p". Ça est égal à p". p'®.Ça; si donc 
on développe la première de ces expressions d'une manière pareille à celle 
par laquelle on a développé la dernière dans le n.” i33 , à cela prés qu’on 
commence ici par les dérivations indiquées par d , on aura la formule 

p'».p-.Ça = 

p'*.(nÇa. p"-'.A) 4- p'".(p^Ça.p"-*.A») 4- p'*.(p"Çfl. p^’^.A^) 4 - etc. 

4 - p'». (p"*“Ça. p>. A”'») 4 - p'*.(p“‘'Ça.D. A"'*) 4 - p'®.(n"Ço. A") ; 
et de là , en développant encore en A' chaque terme, on tirera 
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p".p”.<pa = 


D(p<7.p'».p— ’.i +p^<pa.p'“.p"’-=‘. -»-p3<p«. p'«. p"-S.iï 


-i-DD<pa. p'*-'.(A'p*-'.i) -t-vp^tpa. p'«-'.(A'p*'-».^») 

-f-p^u(pa.p'"-»;(^''=p"-'. b) 

-4- p''(P«J. p'"- ^ 

H- P» • 5 P "(pa. p'3. ( i'” - ï i") 

-t-Dp^(pa. p'**‘.(A'p"'5. 

p«- 1 put - 1 p'».(^'* - =■ D. A"- ') 

-|-p^p’<prt.p'-®.(^'=p"'».^^) 

-t- P" - > P" ■ > l)'.(è''’- » P». • ») 

-f- p^Dtpa. p'" • 5 (Zi'ï P"-'. P) 

p*p"-ï<pij. i'"p^ 

- 4 - p*-*p"<p<7. p'’.(f>'"-*A") 

-4- P*"' p"<po.t>'.(b'''-'l/'’) p*p"^a. 

-f- p*‘'p*"'<P/i.d'.(^''''’d.^‘) 
-f- p*p*"®(pa. ^'*p^- i"’* 

-4- p"p"' > (pa. i'"n. ‘ 


Cette formule se déduit immédiatement de celle du n.° i36 , si dans celle-ci 
on échange entre elles les lettres /■> et l >' , les exposans et indices rn et n, et 
les signes d et d'. Elle sert comme l'autre , avec les changemens convenables, 
à calculer un terme quelconque de la série indépendamment de tous les autres, 
ainsi qu'à déduire les uns des autres les coëfliciens de ces termes. Mais, au 
lieu que la formule du n.® i36 nous a conduits à déduire les uns des autres 
les coèlTiciens des termes qui suivent la même ligne horizontale, celle-ci fait 
arriver à la règle pour déduire les uns des autres les coefTiciens des termes 
qui suivent les obliques inclinées aux lignes horizontales d'un angle demi- 
droit, du terme , par exemple, les termes G"'x^î, 

etc.; et c'est là la seconde manière de déduire les uns des autres 
les termes de la série, manière dont, à la fln du n.° 144, nous avons promis 
de faire mention. 

Ici , lorsqu'on effectue les dérivations n' sur les quantités polynomiales , il 
faudra regarder toutes les lettres différentes, avec ou sans accent , comme indé- 
pendantes les unes des autres, à l'exception seulement des lettres qui dans le 
polynôme du n.° 199 suivent les lignes obliques, inclinées sur les horizontales 
d’un angle demi-droit, comme c , d' , e" , f", fetc. , lesquelles seront regardées 
comme dépendantes les unes des autres; et quand on fait une dérivation o 
sur les seules lettres sans accent , on l'effectuera à l’ordinaire , en considérant 
ces lettres comme dépendantes les unes des autres. 

Pour ne pas passer de justes bornes, je supprime des détails, que le lecteur 
suppléera aisément. 
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(III.) 

Seconde solution du problème précédent. 

i 5 i. Nous allons présentement donner, pour résoudre le problème proposé 
au n.“ i 3 i , une méthode qui, lorsqu'il s’agit de déduire les coëfHciens de la 
série les uns des autres, est à quelques égards plus facile que celle que nous 
venons d’employer : elle est d’ailleurs plus étendue dans ses applications. 

Nous avons remarqué, n,® 144 , qu’on peut aussi déduire les uns des autres 
les différens termes de la série ( 9 ) n.® 1 3 1 qui se succèdent dans les mêmes 
colonnes verticales, c’est-à-dire les coëfficiens affectés généralement de x”, 
etc.; et c’est de la manière de faire cette sorte de 
dérivations que nous allons nous occuper, 

i 5 a. Si dans le polynôme double de la fonction proposée 
a H- bx -f- cx^ dx'^ -f- ex^ -+- etc. 

-+- b'y -4- c'xy -f- d’x^y -t- dx^ etc. 

_j_ c'y» -f- d"xy^ -+- -4- etc. 

-4- d"y^ -4- d"xyi -4- etc. 

c"y4 4. etc. 

- 4 - etc. 

on considère les coëfTîciens des colonnes verticales ; on voit qu’en imaginant 
X = I , le polynôme se partage en plusieurs polynômes simples qui procèdent 
suivant les puissances de y , savoir 
b - 4 - A'y, 
c -t- c’y d'y*, 

d - 4 - d'y - 4 - d"y* -+-^d'"y*, {b) 

e - 4 - - 4 - d'y* - 4 - d"y'i -4- d^y^, , ' m i ' 

etc. 

Si maintenant on regarde les coëfCciens de ces polynômes partiels comme 
dérivant les uns des autres , on est conduit à une nouvelle sorte de dérivées 
où les lettres ne changent pas , mais seulement lesaccens, et où lé , c", d'", 
d*', etc. , sont des dernières dérivées, dont les dérivées ultérieures sont zéro. 

‘ I . 

i 53 . Désignons par '>0",'»^", etc. , les dérivations de cette espèce; on aura, 
en regardant è, c, d, c , etc., comme des premiers termes de polynômes. 
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»a 4 

'>D®. b = 1 / ; ’’D®.c = c* , '’p°.c = c" ; '>D°. d = d' , '=po.d = d" , 

’ibo.c = e’, '’p®.« = e", ’3p°.e = d" , '^p°.e = e’*'; et ainsi de suite. 

Si l’on compare 'îpo.e avec p'^.e, on voit que dans '5p°.e la lettre ne 
change pas, mais seulement le nombre des accens , tandis que p'^.e dénote que 
la lettre change en même temps que le nombre des accens, car '^p<’.e=e"'et 
p'^e=A'”. En général p“.p '*.6 indique la (m+/i)“~ lettre après b , affectée de n 
accens, tandis que '*p”.D".i indique la w»‘*“ lettre après b affectée de n accens ; 
et, en se servant des notations générales indiquées à la fin dun.*i3o, on a p*.p'*.è 
ou p'*.p".è = bm,m et '*p°. P". b — bm.m,nt d'où l’on conclud que '"p^.p^.A est 
la même chose que p"'“. p'*.é| et ''p®. p“.(p« la même chose que p"'". p'". (fa. 

i54. Cela posé, passons à la solution du problème. Si dans la fonction 


proposée (a) on suppose 

ix -4- èy = S, 

ex® -H dxjr H- c'y® = Sj (c) 

dx^ + d'x‘‘jr -f- d"xy‘‘ - 4 - <i"yî = D , 

ex4 - 4 - e'x^y - 4 - e”x®_^® + e'"xy^ - 4 - = 6 , 

etc., 

la fonction prendra cette forme 

(P(a + 55-4-®-+-D-I-C-+- etc.), (d) 


et l'on aura pour les premiers termes du développement (n." 33) 

(pa -h Dtpa.fS -ho(pa.(& -Hixpa. ® H-d^. C 

- 4 -p®<pa.a® -4- p®(pa. 258® -4- p=<pa. (qSB»-)-®®) (e) 

-f- pî^a.58î -4- p®(pa. 3SB®Ê 
-4- p4^. 58* 

et comme tous les polynômes (c) sont homogènes en x et , de même aussi 
toutes les colonnes verticales du développement (e) seront homogènes en x et^y', 
Ça ne contenant ni x ni_y , et les 2 .', 3.', 4 .*, 5.*, etc. colonnes étant respec- 
tivement de une, de deux , de trois , de quatre , etc. dimensions en x et y. 

Ne prenons qu’une de ces colonnes, la 3.* par exemple; ce que nous en 
dirons s’étend à toutes les autres. On voit qu'en y mettant uniquement b , 
c, d, e à la place de 58, ®, C, S respectivement, on aura le coëfEcient de 
x4 , lequel sera par conséquent 

B<pa.e - 4 - p®<pa. {ibd - 4 - c®) - 4 - p^(p«. 3A®c -|- p^ipa. M, .. . . (/") 

et 
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laS 

et qu’en Ausant x — i dans les polynômes (c), en mettant les polynômes (^) 
à la place de 89 , (E, C, S respectivement, et 'en développant suivant les puis* 
sances de^ l'expression qui en résulte, on aura les coëfEciens de x4, 
x ^* , ^ : en efFet , par cette substitution la colonne cinquième devient 

D(pa. (e •+■ c'y -t- e’y* -H- e' ’y^) 

-^^^<pa.{i{j>-^by){d-^dy-^d^y^-Jr-d^'y'^)-\-{c+cy-\-c'y^Y] 

■+■ p3^a. 3{b -+- byy{c -h -h c'|y’) ^ 

-t- p4(pa. {b byy 

Mais il est aisé de voir que les coëfUciens de ^ , y‘‘\ t y'* du déve- 
loppement de ( ^ ) se déduissent facilement par dérivation de la formule (/') ; 
qu'il suffit pour cela de supposer que b , c , d, e aient pour dérivées celles 
que nous avons indiquées ci-dessus n.** i33 , et d’appliquer les théorèmes et les 
^ règles du §. I." de l'article second, en regardant chacune des quantités e, 
'ibd, c’, ib^Cy M comme une origine particulière de dérivation, et toutes 
les lettres différentes comme indépendantes les unes des autres. On voit 
* d'ailleurs que cette formule (/) n'est autre chose que le coefficient développé 
et réduit de x^ dans le développement de 

- (p(a -i- bx -h cx^ -+- dx^ •+• etc.). 

i55. D'après cela , et en observant que les régies pour faire les dérivations 
indiquées par '<o° , '^p°, etc. , '"p^ sont les mêmes au fond que celles que nous 
avons données pour les cas où les dérivations exigeoient le changement des 
■ lettres ; on a , pour le coëfficient de xy dans le développement de la fonction 
proposée (fl) , ou pour celui de y dans (g) , 

D^. ’d°.« -1- p’Ça. j ''D°.(a W) -|-''D°.c’ } -H p^^o. ''d®. (3^’c) -(- ÿ^<pa.''a°.b‘ti 
pour le coëfficient de y^ dans (g) ou de xy^ dans («), 

D(pa.'»p°.e-t-p’(pa. j'“po.(Q^<i)-|-'*p°*c®} -l-p*<p«.’“p°.(3A»c)-+-p'kpfl.'»p°.i4j 
pour le coëfficient de^^ dans (g) ou de xy dans (e) , 
D(pa.'3p°.e-t-p’Ç«.{'3po.(aW) -|- 'îp®.c®} p3^'3p®.{33>c)-f- p'i^.'îp®.M; 

et enfin , pour le coëfficient de , 

D(pa.'4p®.e -I- p^tpa. j '^ÿ°.(‘>bd) ■+■ '4p®.c» } -f- p*(pfl.'4p°.(3^='c) -f- p'i^a.'^po.^i. 

Si , en déduisant ces coëfficiens les uns des autres , on effectue les déri- 
vations par les procédés du $. I.” de l'article second , en faisant attention aux 

li 
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lettres accentuées dont les dérivées sont zéro , et en observant qn’ici a na 
point de dérivée > on trouvera les coëfliciens de la cinquième colonne da 
n.® 157 ci -après. ■ ■» 

i56. 11 est facile de voir que ce que l'on vient de dire de la colonne 5.* 
de la série du développement , s’étend aux autres colonnes verticales , et 
qu’ainsi on peut établir la régie suivante. 

R è O L E. 

Pour développer une fonction quelconque de polynôme double , en une 
série double ; 

Calculez les coëfpciens des termes affectés de x, x"‘ , a? , a:4, etc. **, etc,, 
sans y , par la règle du n.® 3o , en excluant du polynôme tous les termes 
affectés de y. 

Puis , pour déduire du coefficient de x* ceux de x*-'y, x^-y^ , x"*^*, 
etc. successivement; dans les quantités polynomiales du coefficient de x* 
développé et réduit, considérez chaque tnonome comme une origine parti- 
culière de dérivation et les différentes lettres qui le composent comme des 
quantités indépendantes les unes des autres, et faites une dérivation divisée, 
en supposant la dérivée divisée de a égale à zéro , celle de b égale à b’, c' 
celle de c , d> celle de d , etc. ; faites ces dérivations par les procédés du 
§. I.” de r article second, et vous aurez le coefficient de x*-'y. 

Ayant eu soin de distinguer par des barres verticales , ou autrement , les 
unes des autres les quantités provenues des différent monomes du coef- 
ficient de X*; faites une seconde dérivation divisée, suivant les procédés 
cités , en supposant la dérivée divisée de V égale à zéro , celle de d égale 
à d' , d" celle de d ' , etc. , et vous aurez le coefficient de x^~ *y\ 

Continuez d’une tnanière pareille pour avoir les coëfficiens de 
x^-^y^ , etc. 

Les barres verticales servent à partager les quantités en groupes , à chacun 
desquels il faut appliquer en particulier le procédé de dérivation qui résulte 
de la règle du /i.® 88 et de ce qu'on a pratiqué dans l’exemple du n.” gg. 

Cette règle est facile et commode ; nous nous en sommes servis pour calculer 
par colonnes les coëfHciens réduits de la série suivante. Le lecteur, pour 
s'exercer , pourra pousser plus loin ce développement. 
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157. Voici les premiers termes réduits du développement de la fonction 
de pol/nome double proposée n.” i3i. 


k.(*COL. X** COL. S.e COLOHHI. C O L O IT V S. 


5t* «OLOirvs. 


Ça+D^.b.x -t-Dipa.c -+-D(pa.d æ* 

-^v<pa,l>'.jr 4 - p^<pa. îéc 


4- D<po. c* 
-hÿ^(pa.ibb' 


1^^ 


- pï(po.é5 


jxpa. d* x^y 

( 7bc' ) 

TXpa.c" +P=<P^j4_a6<cj 
^^<pa. b'^ P*<P«- 3i’6' 


- D(pa. d" 

( aie" 

-p*<pfl. 3bb'^ 


-D(pa.d"' 

- p^<P«. 7b' c" 

• P^(p<*- b'^ 


- ixpa. e xb 

- p^(pa. (7bd-t- c‘) 

- p^(pa. 3b^c 

- p^^a. M 

-I- D^n. é 

4-p’(p«.(î6<r4- aJ'ifj 4-acc'; 
4 - p^^.fSôV 4 - ôé^c) 

4- p4^. 4^56’ 


■i 


xy* 


4 - D^fl. d' 

\ibd!'-h7b'd'\\ 

^ ^j4-acc"4-c'> I 
4 - p*(po. { 36>c"4-6W'o'-f- 3é'»c| 
4- p^^- 6é»é'» , 

4 - D^. d" 

4 - p»<p«.(a6d'''4-ai'd" 1 4 - ade") 
4 - p^<p<*‘ (Sbb'c" 4 - 3d^d) 

4 - p*<f)a. 4 W'* 

■+-D(pa.d^ 

4- p’^(aii'd'"|4- o"‘) 

-+- D^tSo. 3b'^c" 




xy» 
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6.«* c 


T>(pa.f 

-+- p^<pa. { aie + acd] 
4- p5<pa. {36»<f 4- 34c»} 
4- 44*c 

4- ÿ^<pa.b^ 


** 


4- Dipa./"’ 

4- p»^.{a4e' 4- a4'«| 4- acd' 4- ac**/} 

4 - p5ça.{34»<i'4-644'd!|4- 34acc'4-34'c»| 
4- p4^ j 443c' 4- 1 a4»4'c j 
4- p3(pa.54^4' 



4- i><pa./" 

4 - p»<pa. ja4e" 4- a4'c'| 4- acd" 4- ac'<i' 4- ac"</| 

4- p3<pa. {34»d"4-644'<i' 4- W^d\ 4- 34(acc" 4 -c'») 4 - 34'acc'} 
4 - p'i(pa. ( 443c" 4- i a4»4'c' 4- J a44'»c) 

4- p3^. 10434 '» 



4- ixpa.f" 

4 - p»<pa.{a4c"' 4 - a4'c"| 4 - acd'" 4 - ac'/i" 4 -ac"</'} 

4- p3(pfl. {34»if'" 4 - bbb'd" - 4 - W^d' 1 4 - 34. ac'c" 4 - 34'(acc"4-c'»)j 
4 - p4^. { ia4»4'c" 4 - 1 a44'»c' 4 - 44 ' 3 c| 

4 - p3(p«. io4»4'3 


x^3 


4- 

4- p»(pa. ja4«"' -f- a4'e'"| 4 - ac?d'" 4 - ac"d"\ 

4- p3(pa. j 644'd'" 4 - 34'»ii" } 4- 34c"> 4 - 34'. ac'c" j 
4 - p4<pa.{ia44'»c" 4 - ^b'^c'} 

4- p3(pa. 544'4 




4- D^a./*' 

4-p»(pa.{a4'e"'|4-Qc"<i'"| 
4- p3<pa.}34'»ii'"| 4-34 'c"»| 
4- p^tpa. 44 'îc" 

4- p3(pa. 4'* 
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Di^a. g I afi 

- p=<pa. { 2^-t- 9ce-t-</^j 

- p^<po. { -I- Zbicd -f- c^} 

- { \h^d -H } 

- Ç^^a.Sb^tc 

- b^ 

çq>a.g< 

p’<pa. {a^-t-Q^I -t-ace' 4-ac^c| + ^dd'\ 
Ç^<pa.[3b^e' +6W'e|-t- 3b(acd'-^~ ic/d) -+- 3b'3cd \ ■ 
p^a. I \b^d' -+- iQb^b'd | -f- 6i“act/ -t- 1 a W'c’ | 
p5(pa. {5 A^c'-(- ao^A'cj 


- 3 cV} 


x^jr 


- Jiipa.g" 

- p’^.jai/^' 


-+-pî(p«,j' 


« aiy' I -H ace" + ac'e' + ac"e | -f- -f- d'^\ 

- eMV 4- 3i'*e| 4 - 3i(acd" 4- at/d' 4- icfd) J 

4- 3b'(icd' 4- ac'd)! 4-3 cV' 4-3cc'»J 
p4^, j 4 Ifid" 4- 1 a b^Vd’-\-i a bb'^d 1 4- 66’(a cc" 4- c**) 4- 1 a bb'‘xcd+ 6b'^c^‘ | 
p*<pa.{ 364 c" 4 - aoWc' 4 - 3 o 6 a 6 '»cj 
p®^.i 3 M 6 '» 




■ ^-g"' 

- p=^. {a^" 4 - 

- 

• p 5 (pa.{ao 35 i'c" 

- p*(pa.ao 4 ^ 6 ’* 


Qiy»'| 4. ace"t + gc'e» + jc'Vj 4- arfii'" 4- ^d'd''\ 

- 6ii'e" 4 - 3i'V| 4- 3é(acd'" 4- ac'^i" 4 - ac»<i') 

4 - 3b'{7cd" 4 - Qcfd' 4- ac"<i) 1 4 - 3cac'c" 4- 
f- ifib^b'd" rh iibb'^d’ 4 - ^b’^d\ 4 - 66»ac'c" 

4- ia 66 ’(acc" 4 - c'=')4- 6 i'^acc' 
4- iob^b'^d -h lobb'^c] 

K k 


i 


X^î 
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- 1 - D<pa.^’' 

-f-p’(pa.{ 24 /‘' + 56/" I - 4 -'oce'*' + ac'tf'" + 2c»e''| + id'd'" -i- d"»\ 
J + 6 bb'e"' + + UCidd"' -+- îc"<i") ' ( 

-+- P <P ^- 1 _j_ 341 H- 2dd” ■+■ ic”d’) 4- 3 cc"» -(- 3 c'»c" J 

-H p^<pa { 1 2é’i'</"+ 1 a A6'^<i"-f-4i'V|-f-64»c"M-» 5ii'ac'c"-|-6/.'>(acc"+c'») j 
-<- p5^a.{3oA“6'^c" - 4 - aoAA'V 4 - 
4 - p^’cpa. 1 5A'6'^ 




4 - D<pa.g^ 

4 - p 2 <pa. j aAy™' 4- ’ib'f'*'\ 4- ac'e'*' 4- ac"c"'| 4- ad"<i"'} 

4 - p3(pa. j6AAV»'4- 36'>«'"| + U7d'd"' 4 - 3A'(ac'd"' 4 - it>'d'’)\ 4 - 3c'c"»l 
4 - p'4^a.{ iaiA'“d'” 4 - ib'^d"\ 4- laAA'c"» 4- 66’’ac'c"} 

-+- -^^(pa.[iobb'id' -+- 56'Vj 
4 - p®<pa. 6AA'3 


xjri 


4- D(pa.^''' 

4- p’<pa.{aA7’'l -4- ac»e"’l 4- d<"^\ 
4-p5(pa.[34V''| 4- 3A'ac"d'"| 4- c"3} 
4- p4(pa.}4A'3d"'l 4- 66V'» I 
4- p^ipa. 56'V 
4- p'’<pa. 6'® 




Ici , de même que dans les développemens des fonctions des polynômes 
simples, la fonction <f) n’affecte que le premier terme a du polynôme , les autres 
lettres b, c, d, etc. forment les quantités polynomiales. U est donc facile 
d'avoir le développement pour chaque fonction particulière dont la nature 
est connue. 

Ainsi, si l’on demandoit le développement de la puissance quelconque m 
d’un polynôme double , il sufilroit de faire dans le développement précédent 

m.m- 1 

(pa=a"‘, D<pa=ma— •, p»<pa= ^ ^ a”-», etc. 

Si ftn vouloit le logarithme hyperbolique d’un polynôme double , on feroit 

<pa = loga , Dipa = i , p»<pa = p^^ = — , etc. 

Si l'on vouloir le sinus quiauroit pour arc un polynôme double, on feroit 

sina - cosa 

(pa = sina, n(pa=cosa, p»(pa = — ' p’<pa = — i 


et ainsi pour d’autres fonctions. 
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i58. Quant à la manière de calculer isolément le coëfücient d'un terme 
quelconque, qui résulte de cette seconde solution du problème, nous allons 
l'expliquer brièvement. 

Puisque le coëlTicient de est indiqué par p". , il suffit de 

développer p".(p<ï en b et d'affecter chaque terme de '"p”; on aura ainsi la 
proposition suivante , en remarquant que a , n'ayant pas de dérivée affectée 
d'accent, demeure constant dans l’opération indiquée par '*p°. 

Théorème. 

Le coëfficient du terme quelconque affecté de x“ dans la série résul- 
tante du développement d’une fonction quelconque de polynôme double , peut 
être exprimé par cette formule 

"p".p".(pa = 

n<p<7.'*po.{p"-‘.i) -t- p3(pa.'"p'’.(p"-».A>) -t- pî<pfl.'’po.(p*-î.Âï) etc. ' 

_f_ p«-»^a.'"p'’.(p’.^'*) *-+- P"' '"p‘’.(D.i"* ’) -t- p"^a. ’*p°. A". 


Pour faire usage de cette formule, on calculera, par la règle du n.* 47 ou 
par celle du n.® 43 , les développemens réduits de p"-'.A, p"-». i’, etc., 
p3.^-», D.b"-', b”-, puis on prendrais dérivée '*p“ de chacun de ces déve- 
loppemens, en y regardant chaque monome comme une origine particulière 
de dérivation , les quantités b, c, d, etc. comme indépendantes les unea 
des autres, et chacune d'elles comme un premier terme de polynôme; on suivra 
pour cela les procédés du §. I." de l'art, second. Donnons ren un exemple. 

i5g. Supposons qu'on veuille calculer immédiatement le coëfficient de 
de la série résultante du développement d’une fonction quelconque de poly- 
nôme double. La formule précédente donne pour ce coëfficient 

'3po.(p6.(pa) = 

p'ï<pa.'3p<>.i6 p5;pa,'3go.(D.i5) -+- p^(P«.'3p".(p=.W) ■+■ p3<pÆ.'3po. (p3.*3) 

-1- p'‘^.'3p'>. (p4.A») -+- D<p<ï.'3po.(p3.A). 

Je développe les quantités n.^>5, p’.fri, p*.^, en déduisant 

ces développemens les uns des autres comme n." 44 > ou comme n.® 49 » en 
commen<,ant pqr p3.i ; ensuite je prends la dérivée '3g° de chaque terme dans 
chacun de ces développemens. g^.^, par exemple , étant= 3é>e H- ibicd-i-c^, 
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pour aroir je fais la dérivation 'ïp» sur chaque terme, en regar- 

dant i, c, d et «comme des quantités indépendantes, ce qui donne, n.°* gget ait 
'*p°.p*. é* = '*po. (3é’«) 'îp®. {3btcd) -t- 'îp». c* = 

3é». 'îpo. e ■+■ ’'do. 3é’. '’p». c -4- '»p«. 3 A>.'>d°. e -+- 'îp°. 3éî. e 
-H 6éc. 'îpo.ti -4- '‘D®. (6bc). '“p». </ -4- '»p®. ( 6ic). -4- '*p®. (6bc ). d 

-4- oci.'*po. c' _j_ p3ci.’'p°.c'» -4- pîcî.c'î 

3iV» -4- 6^A'e" -4- -4- o 

-4- bbcd<« 4- 6(éc' 4- yc)d" -4- 6(*c" 4- éVjtf 4- f>Vd'd 
-+- O 4- Scidc" 4- c'*. 

On prendra de la même manière les dérivées ’^p° des autres quantités polyno- 
miales, et l'on parviendra ainsi à former le coëfllcient demandé. 

(IV.) 

160. Passons maintenant aux fonctions d'un polynôme triple ou quadruple: 
ce que nous avons dit des fonctions d'un polynôme double, comparé avec les 
formules et les règles données pour les fonctions d'un polynôme simple, met 
déjà sur la voie de traiter les cas des polynômes triples et quadruples, et nous 
dispense d'entrer dans de trop longs détails. 

PaOBtiÈME. 

Développer une fonction quelconque de polynôme triple, 
a -h bx -i- ex’ 4- dx^- -+- etc. 

-4- b'^ 4- c'xy 4- d'x^j' -4- etc. 

-4- b’’z 4- c'^’ 4- d"x^‘ -4- etc. 

-4- c'xz 4- d'yi 4- etc. 

■ 4- d'yz -4- d"x‘z -4- etc. 

4- c"z^ 4- d'’'xyz 4- etc. 

4_ 

i 4- d'"xz'^ 4- etc. 

4- d''"yz‘‘ 4- etc. 

4- • 4- etc. 

-4- etc. 

en une série triple , et calculer un terme quelconque de cette série indépen- 
damment des autres. 

On. 
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On obserre dans le polynôme que les accens précédés de la virgule se rap- 
portent auz Z, comme ceux avant la virgule ou sans virgule aux^; que b n'a 
jamais qu'un accent soit sans virgule soit avec virgule, c n’en a jamais que 
deux , d trois , e quatre , et ainsi de suite : ce qui sert à faire reconnoltre les 
derniers coëlEciens du polynôme. 


J 161. Solution. En réfléchissant à ce qui a été dit au n.° i33 , on verra &cile- 
ment que le coëlBcient du terme quelconque de la série affecté de sera 

représenté par l’expression qu'il s’agit de dévelc^per en by b' et b''. 

A cet effet, on développera d’abord p'*.p’".<pa, ce qui se fera en changeant 
dans la formule du n.” i36, d. en o'. , d'. en d’'. , b en b' , b' en b ‘‘ , m en n 
et 71 en r ; ensuite on affectera de p* chaque partie de terme du résultat ; on 
développera de la manière pratiquée au n.” i35 , et en ordonnant par rapport 
aux indices des d qui affecteront <pa , on trouvera 

j-.p'».p’".<pa= - 

D<pa. p^-p'^.p’''' '-b'* -4- p’(P<*. p’*'"** p“- p'*" p’*'*®* b’’^ 

-4- DD<pAp*.p'*'*.(A'p"'''-‘.A^ + np’(pa. P", p'* • '.(yp’''**. 6’'*) 
-4- DD^o. P**-*, (^p'*. p’''* ‘.b’’) -4- p’D<p<i. p". p'**». (b'^p’’'- '.b'') 

-I- np’^. P" - 'ip'*. p’''-«. 6’'a) 
-4- DDD<pa.p"-*.{ép'*-'.(A'p’''-'.i’')| 

-4- p’D<pa. P" •». (i’p". p’'" 6"') 


-h etc. - 4 - p“-Sp*p^<pa. pï. (6—SA'*A’") 


-4- p**^. P", p'*- p''"^’ b’’^ 

-4- DD^ipa. p". p'* ■ (A'p’^' * *• A'3) 
-4- p’p^<pa. p •■. p'* - ». (i'»p’'7-». 6’'») 
-4- p^xxpa. P", p'»-*. (i'*p’’'' •. A’') 
-4- Dpî^fl. p*"‘. (bp'*, p’*'*®. 3’**) 

-4- ODp^(pa.p"-‘. { ip'*-'.(6'p’'’’-».4'’») j 
-4- Dp»D<pÆp*->. j ip'»-».(6'»p’''-‘.i’')} 

P’P’<P«- P"-*-(i’p'*'P’''-*- *’'=■) 

- 4 . p»DD<pa.p"-».{i»p'»- '.( 6 'd’''-'. 6 ’')} 


-4- p" - » p* • • p'<pa. p». { b"- »d'. (6’* - ‘b’’') ( 
- 4 - p^^p'p’’" ' <pn.p^.(b"-»b'*D’'. b’’'-') 
- 4 - p* - > p» - » p^<pa. D. { 6" - ‘ p'». ( 4 '* - » i’'') J 
- 4 - p"-'p*-'p'-'^.D. {6"-‘D'.(6'»->n’'.6’'f*')| 
- 4 - P" • • p* p'- » ipa. D. (é* - ' A'* p’’». i’''- ») 
-I- p*p* ■ ^p'<pn. b" p'ï. ( A'» - S b*') 

-4- p»p» * • p' • * <pa. i"p'». ( 6'« - sd’'. a’”'* ' ) 


P"P* ■ *P'' A*d’. ( A'*- • p’'». A’’'* •) 

- 4 - p^D<pa.p"-^.(b^p'*.p’''’’.b’') -4- etc. .- 4 - p"p"p'-î^fl. 6“A'"p’'*. A’*'*® 

L 1 




/ 
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-<-p"-‘p»-'p'(p<7.D.{ A*’'D'.(6'*-'A'")j -H p*p"-'p',J<x,A*n'.(6'»-'6''') 

-f- p*'p*'’p'’^. A"p'’> 

p"p’'p'''<p«*"n'. ( 6 '«-'d’'. 4 ’''-') 

-+-p"p«p"»,p<ï. 6“i>'*p’'».i’’'-» • ■ 

Dans cette expcession , b, b\ b '' doivent être considérés comme des premiers 
termes de polynôme. 

162. Voici la loi qui règne dans cette formule. Pour déduire un terme quel* 
conque de cette formule du précédent , il suffit de faire varier a de b'' dans 
chaque partie du terme donné , et encore <x de ^ dans les parties où b'' n’est 
qu’à la première puissance ; puis de faire varier a de ^ dans la seule dernière 
partie du terme , c’est-à-dire dans celle où b'' est à la première puissance et 
où b' n’entre pas : on prendra chaque fois la dérivée divisée suivante. Lorsque 
a varie de b'' , les exposans de b’’ augmentent , les indices de d’’ diminuent 
de l’unité , et les b'' se mettent sous les signes d , d' et d'' : lorsque a varie 
de b' , les exposans de b' augmentent et les indices de d' diminuent de l’unité, 
les se mettent sous les signes d et d' : et lorsque a varie de l'exposant 
de b augmente et l'indice de n diminue de l’unité ; é ne se met que sous le 
signe D. On rejette les parties dans lesquelles l'indice de d , ou de d' , ou de 
d’' deviendroit négatif. L’exposant de b ne peut pas devenir ^ m, ni celui 
de «, ni celui de b'''^r. (Comparez avec le n.® i 38 .) 

1 63 . Si on veut lire la formule à rebours , en commençant par le terme 
p"p"p'’^«. b’‘b'*b'" et remontant ; on verra encore fort aisément la loi qui 
régne dans les termes successifs, et de quelle manière ils se déduisent les uns 

. des autres. £n effet , l’inspection de la formule fait voir que cette loi consiste 
à faire varier a de 6 dans chaque partie du terme donné ; ensuite à htire 
varier de plus a de é' dans les parties où ^ a le plu^ haut exposant et n’est 
point AlTecté de d , c'est-à-dire dans les parties où se trouve é" ; et enfin de 
faire encore varier a de b'' dans la partie où b et b' ont les plus hauts expo- 
sans , sans D ni d'', c’est-à-dire dans la partie où entre b"ÿ*. On prend chaque 
fois la dérivée divisée inverse correspondante. Dans ce cas , lorsque a varie 
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de b , les exposafis de b diminuent et les indices de n augmentent chacun de 
l'unité; lorsque a varie de é', les exposons de b diminuent , les indices de d* 
augmentent de l'unité; et lorsque a varie de b'' , l'exposant de diminue , 
l'indice de d'' augmente de l'unité. Le signe n aiFecte ^ , n' , ^ , n'* et ; le 
signe d' afTecte b, d' et b’’ , et le signe d” seulement P. On rejette les parties 
où un exposant deviendroit négatif, et celles où l'exposant de P seroit zéro. 
( Comparez avec le n.” iSq. ) 

164. On dre de cette dernière loi la règle suivante pour calculer isolément 
le développement réduit d'un coëfHcient quelconque , en déduisant les termes 
les uns des autres. 

R à O I. B. 

Pour déduire d'un terme donné et réduit d’un coefficient quelconque le 
terme suivant , en remontant dans la formule précédente: 

i.° Diminuez dans chaque partie du terme donné les exposans de b de 
V unité ; faites ensuite une dérivation divisée n sur toutes les quantités poly- 
nomiales, tant accentuées que non- accentuées. 

a.” Dans les parties seules où la puissance de b est la plus haute {son 
exposant peut même être zéro ) et na subi aucune dérivation n , diminuez 
de plus de t unité les exposons de ÿ , et faites une dérivation divisée n' sur 
toutes les quantités polynomiales accentuées , sans toucher à celles qui ne 
portent pas d'accent. 

3 .® Enfn dans la seule partie dû terme donné où la puissance de b et 
celle de V sont à la fois les plus grandes et n’ont pas subi de dérivation ; 
diminuez encore de l'unité /* exposant de b\ et faites une dérivation divisée 
■si' , mais sur les seules quantités affectées des accens précédés de la virgule, 
sans toucher aux autres quantités polynomiales sans accent ou avec les 
accens ' sans virgule. 

Chaque fois qu’on diminue un exposant de V unité, on aura soin de rejeter 
les parties qui ne contiennent pas la lettre b ou V ou P dont on diminue 
r exposant ; et on fera les changemens convenables sur les coëfficiens numé- 
riques, changemens qui s’opèrent toujours par le procédé indiqué au n.° 148. 

Quand on fait une dérivation o, les quantités sans accent doivent être 
considérées comme indépendantes de celles qui portent les accens 'et , et 
celles qui portent les accens ' comme indépendantes de ces dernières avec. 


i36 
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les aceens On regardera aussi comme indépendantes les quantités qui 
portent un nombre différent des mêmes accens : mais on regardera comme 
dépendantes les unes des autres, les quantités qui portent un même nombre 
des mêmes accens, ou celles qui sont sans accent. Quand on fait une déri- 
vation v' , laquelle ne s'opère que sur les seules quantités accentuées, on 
regardera comme dépendantes les unes des autres les seules quantités à 
accens simples ' où le nombre des accens change avec la lettre, comme c, 
t i autres étant indépendantes. Enfin quand on fait une 

dérivation d ’ sur les seules quantités affectées d’ accens ’* avec virgule, on 
regardera ces quantités comme dépendantes les unes des autres. 

L’exemple suirant va éclaircir ce que nous venons de dire. 

i65. On demande, par exemple, le coefficient réduit de repré- 
senté par P’, p'». p’'“. (pa. On forme d'abord le terme p’p’p’tpa. du- 

quel on déduit ensuite tous les autres par la règle , comme il suit : 
p’p»p»^o. 4’ 4'= 4’'^ 

-Hnp’p’ipa. j4(4'='a4’'c’' -+- tb'db''^) -i- c. 4'’4’'^j 
-t- p’np’tpo. 4>(4'î4’'c'’' -H c"4’’>) 

-I- p»p'D(pa. 4’4'*c" 

-I- p»p»^. j4'»(a4V -+-c’'>) a4'c'a4’’c' -i-(a4'<i' -H c'«)4’*»j 

-f-Dnp^ipa.{4[4'(a4’y'''H-acV')-i-c'a4’V’'-4-e''j4’'c’'-i-d''4’'»]-»-c(4'a4’'c'’'-t-c''4’'»)| 
-+- np’D^. j 4 (b'^d'" - 4 - a4'c'c’") H- c.4'*c’"} , 

+ p’p^(pa. b‘(‘ib''d"'’ ■+■ 

-t- p^DDtpa. b^(b'd’’" - 4 - d'c") 

j4'(a4V’' -4^ ac’y-' + adV') -4- c'(a4’'d'’' -f- ac’V') + d'ibV" \ 
^ ( -4- c"(a4”d’' -4- c'>) -4-</"a4’'c’' + e"4’'4 

-f- p»D^a. j4'»e’" -I- ab>dd'" + (a4'd' -4- c'»)«’"j 
-4- Dp»^>a. j4(a4'V’' -4- ac’'<<"’' -4- 7d''d'") ■+■ c(a4’'d«'' -4-c'’'0j 
-H DDD.p. 1 4(4V’" -4- e'd™ -4- c"d”' -H d'V") -h c(4'<i'’'' -4- eV") j 

-4- p^Dtpa.b^e""" 

-4- p’<p«. { a4’'/'’< -4- ac’V'’’ -4- Qd-'d'"' - 4 - ac^'e'’’ - 4 - d'''^) 

-4- Dixf)a.{b>f'"-t-c'e^"-f-d'd'’" -4-c"e’" -i-d"d’" -t-e"c’’'i 

-4-DD<pa.j4/"’'' -4- 

-^D<pa.g"'" i66. 
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166. En suivant toujours la même voie que n.° 161 , il ne sera pas difCcile 

de trouver la formule générale en A , , b'' , b”' , pour le coefficient du terme 

quelconque , affecté de x"y"z'u‘ , dans le développement d’une fonction quel- 
conque de polynôme quadruple, 

a bx + cx^ + etc. 

-f- Vy -f dxy etc. 

-I- b'*z etc. 

-J- b”'u c'xz etc. 

-f- d''yz -l* etc. 

-J. -I- etc. 

4- c''xu -h etc. 

+ d"'yu + etc. 

-H c'’'zu + etc. 

+ c*"u^ -f etc. 

-1- etc. 

coefficient qui est représenté par l’expression Nous ne 

nous y arrêterons pas , parce qu'au besoin le lecteur formera facilement 
cette formule , guidé uniquement par le fl de l’analogie ; et il en déduira 
la régie pour calculer le développement complet et réduit. 

167. Retournons à la formule du n.” i6t , et tirons-en la régie pour dé- 
duire par dérivation les uns des autres les coëfficiens des termes de la série 
affectés des mêmes puissances de et de a et des puissances successives de x. 

Si dans la formule citée on lait successivement m = o , 1 , q , 3 , etc. , et que 
pour chacune de ces valeurs on fasse n = o , 1 , a , 3 , etc. , et que pareillement 
pour chacune de ces valeurs de m et de n on fasse r = o , 1 , 9,3, etc. ; 
qu’on ait soin de rejeter tous les termes où les indices et les exposans 
deviennent négatifs , ainsi que ceux qui disparoissent d'eux-mémes , parce 
qu’un de leurs. facteurs devient zéro ; on tirera de la formule générale toutes 
les formules particidiéres pour les coëfficiens des termes de la série du déve- 
loppement. On peut encore se servir pour former ces formules particulières . 
des lois des n.” 169 et i63. On aura, de l’une ou de l’autre manière, pour les 
coëfficiens de y^z^ , xy’z’ , x^y^z^ , par exemple , ceux qui suivent : 

M m 
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D^. g'*, d''. 4"* -+- D(pa. D. d’'. 4’' 


H- iXpÆ. p>. g'». d'. 4’' 




-t-pj<pa. g'». 4’'» 

-H DDCpO.D'. (4 'd’'.4’’) 

+ Dg=<pa. u'.(4'4’'») 
-(- g^D^. 4 '>d’'. 4’' 

+ g^g’ipa. 4'’4’'> 


+ g=^. D. g'». 4 ’'» 

-4- DD(p<l.D.D'.(4'n’'.4'') 

-H DD^a. 4 g'>. d’’. 4 ’’ 

- 4 - Dg^<pa.D. d'.( 4 ' 4 ’'>) 
- 4 - g>D<pa. D. ( 4 '^d’'. 4 ’') 
+ Dg’^fl. 4 g'>. 4 ’’* 

+ DDD(pa.4D'.(4'D’'.4’') 

+ g’g’<ga. D. ( 4 '“ 4 ’'>) 
H- ddp’^.4d'.(4'4’’3) 
-f- Dg’D(pa. 44 '>n''. 4 '' 

-4- Dg^g’^.44'’4’'> 


-t-g’(pa. g».g'a.4’'> 

-H DD^. g>. d'. (4'd’'. 4’') 
-t- Dixga. D.(4g'». d’'. b'') 

- 4 - Dg>^. g», d'. ( 4 ' 4 ’' 2 ) 

-t- g^ixpa. g’, (4 '’d’’. 4’') 

-t- Dg=<pa. D. (4g'>. 4’'») 

-f- ddi>^.d.(4d'.(4'd’'.4’')) 

-4- p’D<pa.4’g'’.D’'.4'' 

-t- g’g’^)a. g». (4'»4’'>) 

-4- DDg ’<ga. D. (4 d'. C4'4’’“)) 
-4- U g =D(ga. D . (44 '>d’*. 4’') 
-4-g»g3<ga. 4»g'3.4’’^ 

-4- g 3 Dv<pa, 4’d'. (4'd’'. 4’') 


-4- Dg’g=(pa.D. (44'“4’'*) 
-4- g’Dg»^. 4 =d'. (4'4''’) 
-4- g’g»D^. 4»4 '=d''. 6’’ 

+ g»gap’(pa. 4»4'>4’'» 


i68. Ces termes sufEsent pour faire connottre la loi de dérivation; car on 
voit que pour déduire d'un coëOicicnt donné celui du terme de la série où x 
est élevé à une puissance plus haute de l’unité, il faut i.”, prendre la dérivée 
divisée o de toutes les quantités polynomiales de chaque partie de terme; 
2 .”, que dans les parties de chaque terme où 4 a le plus haut exposant (cet 
exposant peut même être zéro ) et n’est pas affecté de d , il faut de plus changer 
un 4' en 4 , et faire une dérivation divisée d' sur les 4' et 4’' seulement ; 3.°, 
qu'il faut encore, dans la partie de chaque terme où 4 et 4' ont les plus hauts 
exposans et ne sont pas affectés de d ou de d' , changer ùn 4’’ en 4 , et faire 
une dérivation divisée D''sur les 4’' seulement ; 4-*’ enfin, que dans le dernier 
terme du coefficient doimé il faut faire encore une dérivation divisée sur (pa 
en faisant varier a de 4. 
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Lorsqu’on iàit les dérivations d, les indices des d qui aHectent (pa demeu- 
rent les mêmes que dans le terme donné ; mais lorsqu'on change un é' en é 
ou un y en é, ces indices changent aussi, de manière qu’ils soient toujours 
égaux aux exposans respectifs de é , b' , P. 

169. De cette loi découle la règle suivante pour les développemens réduits 
des coelHciens. 

R i o L E. 

Étant donné le développement réduit de p*. p'». p’''. <pa , coefficient de 
x^jr^z' y pour en déduire le développement réduit de p"-*-'. p'“. p’''.^, coèf~ 
ficient de ; 1.® dans chaque partie de terme du coefficient donné 

faites une dérivation divisée d sur toutes les quantités polynomiales , accen- 
tuées et non accentuées ; 2.* dans les parties de chaque terme du coefficient 
donné où b ale pltts haut exposant et n’a pas subi de dérivation , diminuez 
V exposant de lé de T unité dans tous les produits qui contiennent V, en rejetant 
ceux où b' n’entre pas, multipliez par b , faites les changemens convenables 
sur les coèfficiens numériques ; et faites ensuite une dérivation divisée d' sur 
toutes les quantités accentuées ; 3 .® dans la partie de chaque terme du coef- 
ficient donné où b et V ont les plus hauts exposans et n’ont pas subi de 
dérivation , diminuez encore de F unité chaque exposant de b'' , en rejetant 
les produits où U' n’entre pas, multipliez par b, et faites une dérivation 
divisée d’* sur les seules quantités qui portent l’accent ’’ ; 4*® dans le 

dernier terme du coefficient donné faites encore une dérivation divisée d 
en faisant varier a de b dans (pa. 

Qitant aux indices des d devant <pa , observez ce qui a été dit n.® 1 68 ; 
et quant aux quantités que dans les dérivations il faut considérer comme 
dépendantes ou indépendantes les unes des autres, observez ce qui a été 
prescrit dans la règle du «.® 164.. 

Au moyen de cette règle on pourra trouver tous les termes du développe- 
ment réduit de la fonction ; car on peut trouver par la règle du n.® 143 
ou par celle du n.” 148 tous les termes affectés des différentes puissances de 
^ et de Z sans x, et on en déduira ensuite par la règle actuelle tous ceux 
affectés en outre des puissances successives de x, 

170. On peut aussi déduire les coëfRciens les uns des autres en cherchant 
ceux des termes de la série où les exposans de y vont en augmentant , les 
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exposans de æ et de x demeurant les mêmes ; ou bien en cherchant les coëf- 
ficiens des termes de la série où les exposans de z vont en augmentant , ceux 
de X et de demeurant les mêmes. Pour cela , au lieu de développer la formule 
, on développera celles-ci p'*p“- p’*'- > ou p’''. p". p'*ip<ï , qui ne 
diflérent de la première que par l’ordre dans lequel se font les dérivations; 
et l’on déduira de ces développemens en b, b' et b '* , les règles convenables. 


171. Si l’on compare la règle du n.® 169 avec celle du n.® 148, il sera 
facile de l’étendre au cas des fonctions d'un polynôme quadruple, n.® 166, 
pour déduire du développement réduit de p". p'*. p’''. p”". <pa celui de 
P"-*- «. p'». p”'. p"''. <p« , et l'analogie sufi’ira pour l’étendre encore aux fonctions 
d’un polynôme quintuple , etc. 

(V.) 


1 72. La seconde méthode dont nous avons fait usage n.® 1 3 1 et suiv. pour 
résoudre le problème proposé au n.° i3i sur les polynômes doubles , s’ap- 
plique naturellement au développement des fonctions des polynômes triples , 
au moyen de la considération suivante. 

Si l’on compare entre eux le polynôme double n.® 1 3 1 et le polynôme triple 
n.® iCo , et qu’on fasse pour un instant x = 1 et_y= 1 , le polynôme double 
devenant 


b 

b' 


c" 


d 

d' 

d" 

d’" 


etc. 
etc. 
etc. 
etc. 
etc. ; 


.(n) 


on voit que , pour en déduire le polynôme triple , il suffit de changer 
^ en ^ b’’z, 

b' demeurant invariable ; 
c en c -+- c'z -f- c"z^ , 
d en d -+■ d’'z, 

d' demeurant invariable ; . . . 

d end -h d''z -+- d'"z^ -t- æ«z ^ , 

d' en d< ■+. a"z -f- , 

d" end" -4-d"’'z, 

d'" demeurant invariable , 


et 
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et ainsi de suite par rapport k e, e’, e", e"', e'*', etc. ; où l'on observe, comme 
n.° 160 , que le nombre total des accens, tant avant qu’après la virgule,' ne 
peut jamais surpasser le quantième de la lettre dans l’ordre alphabétique 
moins un. 

De là il s’ensuit que si on a le coëlTicient de a5"_y*, tout développé 

et réduit, pour en déduire successivement les coëlFiciens suivans de x”-y*z, 
etc. , il suffit de considérer dans le coëfïicient donné chaque 
produit cérame une origine particulière de dérivation ; de regarder les lettres 
h, b', e,c', c", d, d\ d" , d'", e, e' etc. comme indépendantes les unes des 
autres , et chacune comme un premier terme de polynôme ; de substituer à la 
place de ces lettres leurs valeurs précédentes (b), et de développer les expres- 
sions résultant de ces substitutions suivant les puissances de z , par les règles 
du §. I.", article second, modifiées comme au n.* i56. Les coëfllciens de 
Z, , z3, etc. qu’on trouvera ainsi, seront ceux de x"*'j^z, 
x"-Sy»zî, etc. respectivement , c’est - à - dire , les développemens réduits de 
P"- '. p'*. D’’.<pa , p"-=. p'®. p’'». tp<ï, p"-5. p'*. p’'î.<pa, etc. 


173. Pour éclaircir ce procédé par un exemple, supposons qu’on veuille 
avoir les coëlliciens développés et réduits de x^y^z, xy^z ^ , y^z\ On prendra 
dans la série du n.° 13; le coëfïicient de x^y^ ; d’où l’on déduira successive- 
ment les coëfliciens demandés, ainsi qu'il suit : 

Le coëfïicient de x^y^z sera 
Dipa./"’' 

-f- p^<pa.(aie"’' -f- ib''e"\+ 7b'd’’\-i- 7cd"'' -1- Qc’'d''|-t-ic'd'’' -t- ac'’y'|-^ac"<^’') . 

5 ( U^d"" H- ùbb'’d"\-+- bhVdT' -f- bb'b"d' I W>d" I -t- 1 

-t-p 3i2c’'e"-+-3*’'acc"l-l-3Aac'c'’'-+-34’'c'ï|-t-3^(acc'’'-+-Qc’'c')j 

p^vpa. ( 1 ai=i’'c" I -t- lib^b'd'' ■+■ 7\bb'b''d\ -t- 1 a bld^d' isb’^b''c) 

-1- p*^. 3ob’^b'-‘b''. 

Le coefficient de xy^z ^ , déduit du précédent , sera 


-^-^^<pa.{7be"'"-h7b‘'e"''\-^2b'e'’"\-^7c'd"''-i-7c"d"\~i-7dd’'"-h7d''d''’\-h-9d'd'=') 
( 6bb"d"'' - 1 - 3b'’^d" I -f- ebb'd"" ■+-. 64'6’'<T' 1 4 - 34'=rf’''|4- 1 

^ 36Jc’V''-^-34’'ac’'V'|-^-34c'’'=>.^-34’'ac'c"|-^-34'^ac’'c'’'.+-ac’V)i 

-t- p4ipa. ( 1 a44’'V'|-t- iibb'b''d’< ± i%b'b”^d \ - 4- 1 aèiV" -t - 1 a4'->4’'c’') 

I p5<pa. Zobb'^b'’^ N n 
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Le coefficient déduit du précédent, sera 

b(pa./’"'" 

-H p3<pa. (3b''^d"'' I I -+- 3b'^d '"> I 3i’'ac’"c" | H- 3AV'=> | -f- ib'-tc'V ) 

-f. pi<p^. (46'îc" |H- ia6'6"V' 1 - 4 - ia6'«iV") 

p3(pa. 

Puisqu'on sait calculer tous les coëfficiens des termes sans z par le procédé 
du n.** i56, et que par le procédé actuel on peut en déduire tous ^s termes 
alTectés des puissances successives de z ; il est clair qu’en ;-éunissant ces 
procédés on peut développer entièrement une fonction de polynôme triple, 
ou pousser ce développement aussi loin qu’on voudra, s’il est de nature à 
ne pas se terminer. 

S- II. 

Des fonctions de deux ou de plusieurs polynômes doubles 

ou triples, 

174 . Les problèmes dont nous allons nous occuper sont des plus compliqués, 
à cause de la multitude des quantités qu’ib entraînent ; leurs solutions ce- 
pendant deviennent très-faciles par ce qui précède : elles résultent naturel- 
lement de la combinaison des règles et des formules de cet article et des 
articles précédens. Aussi me contenterai - je presque toujours dans ce para- 
graphe de présenter les formules générales, sans m’appesantir sur les régies 
de dérivation qui en découlent , et qu’on en tirera sans peine en suivant 
toujours la même marche que dans le paragraphe précédent. 

(I.) 

PnOBLÈMB. 

176 . Développer le produit de deux polynômes doubles, 

1 «-f-Cr-4-yx’ -hSx^ -l-etc. 
-i-Cy-i-y'xy-i-fxy -+-etc. 

-4- -4- 9'xy» - 4 - etc. 

-4-<r>3 4-etc. 

-4- etc. 

en une série ordonnée par rapport aux puissances et aux produits de x et de 
^ , et calculer un terme quelconque de cette série indépendamment des autres. 



' a-+-bx -4-cx“ -4-dx3 -4-etc. 

I -4-è3'“l“^'^-l~d'x^ -4-etc. I 
f . -hc"y^-hd'xy^-1-etc. 

I -4-etc. ^ 
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176. Le coëflîcîent du terme quelconque de la série affecté de peut 
se représenter par (ua) , a et « étant indépendans l’un de l’autre ; c’est ce 
dont il est &cile de s'assurer en réfléchissant à ce qui a été dit au n.° i 3 a : il 
ne s’agit plus que de développer l’expression précédente; or, si on développe 
d’abord p'*.(a«) par le théorème du n." 87, et qu’ensuite on affecte tout de 
p" , on aura 

p-.p'-.(<J<*) = p-.{p'*.(a«)} = 


P" 




+- p'.a. p'«-'.« -h p'».a.p'»->.« -+- p'î.a.p'»-*. 
p'«- 3 a.p'î. 


'.«H- etc. 

»- p'*æx« * 


A présent , tous les termes étant affectés de p* , on en développera chacun 
en particulier par rapport à p" par le même théorème du n." 87, et l’on aura 

p-.p'*.(a«) = 

ap".p'*.« ri- D.«.p"-'.p'*.« ri- p’.a.p" - ». p".flf ri- etc. ri- p*.fl.p'*.» 
ri- n'.a.p".p'"-'.(»ri-D.D'.a.p*-.'p’*-'.aeri-p».D'.a.p“-».p'»V« ri- etc. ri-p".n'.a.p'*-'.« 

ri- p'».a.p ".p'»-.»* ri- n.p'».a.p"'-.' p'*-».« ri- p’.p'’.«.p";»p'*'*« ri- etc. ri- P" p'».a.p'*;** 

-l-etc ri- etc. 

ri- p'-»«.p-.p'».«ri- etc. -+- p-*p'"?« p’p'’.«ri- p-*.p'»-.»o.D.p'».fle ri-p-.p'->a.p'».« 
ri-p'»-‘.a. p".n'.«ri-etc. p"-*.p'*-’.a.p».n'<f ri- p“".p'»->.a.D.D'.ari- p".p'*->Æn'.« 


-p'*.a.p-.« 


ri- etc. ri- p* -*.p".a.p».« ri- p">* '.p'".a.D.(* p*. p'".».*. 


La loi est facile à saisir dans cette formule sous forme de rectangle : mais 
on peut encore mettre la formule sous la forme rhomboldale , en ordonnant 
par rapport aux dimensions des- n et p' qui affectent a , ou de ceux qui affec- 
tent «. La voici sous une de ces dernières formes. 

TnéoRèME. 

1 77. Le coëfflcient du terme quelconque affecté de dans la série résul- 
tant du développement du produit de deux polynômes doubles , indépendans 
l’un de l’autre, peut s’exprimer par cette formule : 


a.p-.p’*.<» ri- n'.a.p-.p' 


'•-I 


■ etc. 


p-.p'».(a«) = 


•.« ri- p'».a p“.p'"-*.« 

ri-p'ï.a.p-.p'-*.« 

.« ri- D.n'.a.p>'-».p'»-> « 

-4-D.p'»u».p--'.p'«-».« 

-4- p>.a.p-». p'».« 

-4-p».D.'a. p**-».p'-*.« 


ri-p3.a.p-*5.p'».« 

1 : ^ . 1 
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-t-p— 

-H p-’ p'-'j*.p=.D'.fls ■+■ p- ».p'».a.p>.<* 

-J- P"-‘.p'»->.Æ.D.p'=‘.« -+-p»-'.p'*-'.A.D.D'.|» +p“-'.p'*.fl. D.» 

-4-p".p'*-*.'«.p'î.(» +p".p'"-».a.p'’.« +p".p'»-'.a. d'.« -t- p". p’ 

La loi qu’il faut suivre pour déduire les termes de cette formule les uns des 
autres, soit qu'on lise la formule telle qu'elle se trouve ici, soit qu’on la lise à 
rebours , se présente d’elle-méme , et il est inutile de l'énoncer. 

178. Si dans la formule précédente, sous forme de rectangle (n.® 176), on 
fait m = O, 1 , 9 , 3 , 4 , etc. successivement, et pour chacune de ces valeurs 
n = o, i, 9,3,4, etc. , et qu’on ait soin de rejeter les termes où les indices 
de D ou de d' seroient négatifs, on aura les coëlTiciens des termes successifs 
du développement du produit proposé. La formule donne de cette manière 
pour les coéfTiciens de , x^^3 , 

p3.p'».(a«) = 

ap5.p'a.«-|-D.a.p®.p'=‘.« + p®.a.n.p'».ae-f-pî.a.p'».« 

-|-D'.«.p5.D'.a(-|-D.D'aï.p“.D'.pe-t-p’.D’.<i.D.D'.«-(-p3.D'.a.D'.fl( 

p'^.<j.p5.<« -J-D.p'».a.p’.<* 4- p®p'^«-D.« 4-p* p'®.a. « , 

P *P *•('*<*) §i Pon examine de quelle manière les 

«p’.p’*.«s4-D.a.D.p'5.«4-pî.fl.p'3.<» termes de p*. p'’.(a«), et ensuite ceux de 

4-n'«.p=.p'».a,4-x).D'.a.D.p'3.as-|-pa.D'.a.p'»a( p».p'3.(/7af),se forment d’après les termes de 

-+-p'=‘.fl.pW.<*4-D.p'»./7.D.D'.«4-pxp'».«.D'.* p=.p'“.(fl«), on en conclura tellement la 

4-p'î.a.p’.«-+-D.p'5.a.D.a!4-p>.p'3.a.«. ' suivante. 

Règle. 

Le développement de p".p'*. (a«) étant donné, pour en déduire celui de 
P""^'. p"'.(a<») , prenez dans chaque terme la dérivée divisée suivante d de 
ot seul et de ses dérivées , et dans les termes seuls où se trouvent les plus 
hautes dérivées xs de a, savoir celles de tordre m , prenez encore la dérivée 
divisée suivante D de a , et cela dans chacun de ces termes. 

Le développement de p'.p'". (a*) étant donné, pour en déduire celui de 
p"'.p'*+*.(a<*), prenez dans chaque terme la dérivée divisée suivante d' de et 
seul et de ses dérivées , et dans les seuls termes où se trouvent les dérivées 

d' 
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p>.p'».(a«) = 

ap®.p'’.«4-D.a.D.p'>.«-f-p3.ap'>.a 

4-D'.a.p’.D'.«-t-D.D'.a.D.D'«4-p’.D'.a.t».a 

4-p'^a2.p».a,4-D.p'3.a.D.«-Hp>.p'3.a.a, 
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d' de a de r ordre n , prenez encore la dérivée divisée suivante si' de a , et 
ceta dans chacun de ces termes. 

On formera facilement la règle lorsque les formules sont écrites sous U 
forme rhomboïdale comme au n." précédent. 

17g. Si l’on a le produit plus simple 

(a-Jrbx-h cx> + etc. ) X (« -f- ?/ + -f- iy^ -h etc. ) 

à développer; on voit que dans ce cas p'".œ = p*.« sans accent, puisque 
les coélTiciens de y n’en portent pas , et que toutes les dérivées d' de <j , aussi 
bien que toutes les dérivées D de «, sont zéro : ainsi le coefficient de x'*y* 
se réduit dans ce cas au seul monome p".n. p*.«. 

180. Si l’on avoit à développer le produit de trois polynômes doubles, 
indépendans , 

ra-HbxH-cx» -f-etc.'^ f a+^x -f-cx> -t-etc.A ra-Hffr+yx» H-etc. -j 
1 -♦-b^'H-t'xj'-f-etc.f 1 -+-i'y-Hc'xj4-etc.r 1 -\-S'y-^-‘^xy-^exc.t 

I -i- etc. ( ^ j -f- c'y » + etc. ^ ^ j -l-yy» -Hetc. f ’ 

( -l-etc. J l -t-etc. ) ( -+-etc. J 

on suivroit la même voie que n.‘ 176 , et l'on auroit pour le coefficient du 
terme affecté de x'y’ dans le développement , 

p“. p'».(aa«) = 

p».{aa. p'*.« + d'. (fla). p'"* + p'». («a). p'»->.« -h etc. -h p'*. (aa) X*} , 

formule qu’il est facile de développer ultérieurement. 

181. Enfin, la seconde méthode dont nous avons fait usage n." i 5 i et suiv. 
donne encore facilement la solution du problème dun.° 175. En effet , si l’on 
veut avoir le coëfficient du terme affecté de x“y * , on calculera le coëfficient 
p"-*-».(a<«) de x"+*, comme si les polynômes proposés ne renfermoient point 
de y ; puis on en déduira le coëfficient de x"y * , qui est indiqué ici par 
'»po. p"+“.(a«). 

Veut-on, par exemple, le coëfficient de on développera p^.(a«); 

ce qui donne 

a^ -h l>8 -i- cj -f- dy -H eff -t- f». 

O o 
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A présent on afifecte chaque terme de et, en développant de nouveau', 
on trouve pour le coefficient de , 

+ -+-c"J| 4- dy"-^d'^ + æy\-^e'e -4-e”ff|+/"«. 

Cette méthode s'applique aussi au cas du n.” précédent , etc. 

PnOBLàME. 

182. Etant proposé le produit de deux fonctions quelconques de poljrnome 
double , 

a-\-bx-^c.x* 4-etc. ^ f -4-7^:’ 4-etc. 

-t-Aiy + c'.:^-l-etc. f j -hf^-l-y'r^-+-etc. 

4- c'|y » 4- etc. J ^ J 4- 7*^ > 4- etc. 

4 - etc. J f 4 - etc. 

le développer en une série double , et calculer un terme quelconque de cette 
série indépendamment des autres. . 

183. Comme ce problème est important par les conséquences qu'on en 
peut tirer , nous allons en présenter différentes solutions. 

Première solution. Il suffit de mettre , dans la solution du problème pré- 
cédent, <pa au lieu de a, et \j/« au lieu de »; on aura ainsi, pour le coëfficient 
de xPy* dans la série , 

= p-.p'*.(<p«.4-i*) = 

-|-D.^.p"-*.p’*.'4/« 4-p’->pn.p*'’p'‘'.\^<» 4-p^<P<*.p"‘^p'*.'4«» 

4-D’.(pa.p■.p'•••.^jy« -HD.D'.^p--.'p’»-'.-4/« 4-p’.D'.(p«.p«-».■p'•v^(,« 

p'^.(pa.p".p'«-».'v}«» -4- D.p'^.<pa.p■-l.p'•-a.^j^ 

4-p'î.(pa.p-.p'*-3.4/« 

4- etc . etc. 

-h p"-S.p'*.(pÆ.p3Aj/« 

- 4 - p»-î. p'». <p<i. p>. 

4-p“'*.p'*'^.(P<LD.p'».\|y« 4-p*''.p'‘''.(pa.D.D'.\J/«-4- p*->.p'*.^.D.\|/<» 

4- p-.p«-».<pu.p'>.'4/« -4-p».p'»-'.(pa.D'.\{,« 4-p*.p'«.^.\}/«. 

On développera chaque partie de terme en particulier suivant les règles du 
paragraphe précédent. La loi suivant laquelle les termes de cette formule déri- 
vent les uns des autres est facile à saisir ; ainsi il est inutile de nous 7 arrêter. 
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184 . Seconde solution. Si l’on développe y'".(<pa.yl/x) au moyen de U 
formule générale du n.° loo, on aura 

( <pa.p'».'v{/«. -f- D<pa. p'»- >. (A'.'vj/») -I- p’(pa.p'*-». (i'*. ■v)/«) -4- etc. 

” }-4-p*‘*(pa. p'». -t- P»- D'.(A'*->.\)/a 8 ) -t-p'<po.A'*.\f/ae. 

et si à présent on développe de la même manière chacun de ces termes alTectés 
de P", on trouve , 

p».p'». (^.\)/«) = 

(P<».p".p'*.\}/«-HD(p<7.p*->.(ip'».\j/»)-t-p=(po.p"-*.(i»p'‘'.\J/fle)H-etC.-t-p*<po.i"p'*.'v|/« 
•+-D(pfl.p*.p'«->.{é'.\J/«) -+- DD(pfl.p“-*.jip'»-».(i>'4/«)} -+- etc. -4- p"D^fl.é"p'*->.(^'.xJ/«) 
-4-p“<po-p".p'*-*.(é'^.'4/«)4-Dp>^.p*'».jip'*-*.(A'>.'v)/»)j-t-etc.-»-p"p>^a.i”p'"-*.(é'3.v|/«) 

-t-etc - 4 - etc. 

-4-p**(pop".p'“.(è'*-S|/«)+etC.-f- p"-'p*-*^.D, { ^-'p'».(A'M'vJ/«) } - 4 - p"p'‘»<pa.é*p'a.(i«;«,{,«) 
-4-p**><p«.p".D'.(6'*v4'*) -Hetc. -4-p*-’p»-‘<pÆ.D.{6*VD'.(i'"-.'4'«)} + p"p"'’ <pÆi*D'. 

-t- p*(po. P". ( b'*. ) -4- etc. + P" - ' p»<pa . d. (i" - • . b'*. ^|/«) + p* p» <pa. i*. H*. •4/« 

formule sous la forme rectangulaire , à laquelle on peut donner la forme 
rhomboïdale suivante, en ordonnant par rapport au nombre des indices des 
D qui affectent <pa : 

p-.p'».((pa,vl/«) = 

Ça. P". p'*. ■ 4 /« - 4 -D<pa.p".p'«*'.(è'.' 4 /«) - 4 - p»Ça.p*.p'*-*.( 6 'a.'vJ/a) 

-4-DÇa.p**>.(ftp'*.'\{/«) -4-i>DÇa.p"'->.(ip'**'.(i'.\j/i»)) -4- etc. 

-4- piÇo. P"-». (èîp'Vvl/a) 

' + etc. 

- 4 - P»* * p*Ça. P». (è“- '. i'«. -v}/*) 

- 4 -p"-'p»-'<pa.D. +p"-*p*<pa.D. (*«►'. 

-4-p"p«-a<pa.fr"p'>.(6'»**.'4«») -4-p»p*-'<pa.4*D’.(é'*-'.4«) -4-p"p»Ça.i*.é'».4;c». 

La loi suivant laquelle les termes se forment les uns des autres est facile à 
saisir , et les développemens ultérieurs n’oŒrent pas de difSculté. 
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185. Troisième solution. Si dan$ les polynômes proposés n.® lyS on lait 
fl Ax + CÆ» -4- etc. = py -+- c'a: - 4 - d'x^ - 4 - etc. = q 

c" d"x + e"x= -4- etc. = r , d'" -4- e"'x + etc. = s , etc. ; 

« -f- f a: -4- yx^ -4- etc. = », f' -4- y'x -4- J'.r» etc. = v , 

y" ■+■ Sf'x -4- g"a;a -f- etc. = f , J'" -4- t"x -4- etc. = a , etc. ; 

le produit des fonctions proposées prendra cette forme, 

<p(p -4- qy -4- etc.) X -^{tt -4- T.y-4-f7’ -4- etc.) , 

ce qui ramène le cas actuel à celui du n.® 97 , et l’on a , par la formule IH 
du n.® 102, pour le coefficient du terme affecté de y , 

-4-D<p/».\{,». p'«-'.7 +d^/).D'v|/»p'*-*.(75t) -4-i (P/>. p’>|/».p'*-*.(7»®) 

-4- p’.p/?. 4,7T.p •->. -4- p’-Pf»* p'*'*-f^*»’) 

-4-pî^p.'4/». p'-*.f* 

-4- Çy>. p»\(/».'a* 

-4-D^y». p»-'\|/7r.73*-> 

-4- etc -4- etc. -4- p’tp/y.p^-^vl/a-.^’w'- 

-4- etc 

-4- p*<P/>- 'P»* q*- 

Maintenant , pour avoir le coëfficient de x"y* , il suffit de mettre dans cette 
formule , au lieu de Pt qt n et 3 leurs valeurs précédentes en a: , et de 
calculer pour chaque partie de la formule le coëfficient de x " , par le pro- 
cédé du n.® 100 ; puis d’ordonner par rapport aux sommes des indices des o 
sans point qui affectent <pa et '4/« , en regardant comme premier terme la 
réunion des parties où les indices de d sont = i , comme second terme , la 
réunion des parties où les indices sont = a on forment une somme égale 
à a, et ainsi de suite. 

186. Avec un peu d'attention, on pourra écrire sur-le-champ la formule 
qu’on cherche, çn partant de la formule précédente; car on verra que chaque 
partie de terme 'de cette dernière donnera des parties pour chaque terme 
successivement dans la formule demandée , et l’on aura ainsi : 

P-- 
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p-. p'*.(<po.' 4 -«) = 

<pa.D\}/at.p“'.p'*-'.ff' -+-<f>a. p’-vj/as. p".p'"-».ff'^ 
-4-»^a.\|/*.p".p'»-'.^' +D(pa. D\|/tK. p".p'***.(^>'f') 
-+- p^ijlfl. \j/«. P", p'" - ». 

+ Çkz.uixp».p"«-'.(ep'»'. ff') 

-t- D<pa.Dv)/«.p*-'. (Ap'«-'.ff'j 

+ D^a.D\j/«. p“‘'.(ffp'**'.^) 
-f- DD<pa.'vj/«.p"''.(ip'*-'.i') 


■ etc. 


■+■ <pa, p“p*\J/<». 

-H D<pa. p"-‘p"' 4 /«. 

-+- p»^a. p-»p"^^/«. 

-i- etc 

H- p"cp<ï. p"4/«. 

-4- Dipa. p"p*-‘ \j/«. 

-f-Dn(pa. p"-'p» ’'vj/«.iff*->Z>'ff'»-‘ 

-+- etc 

+ p-pcfw. p*->\I/». 


-+-(pa. p5^^/«. P”. p'"-î. ff'3 
B(pa. p=4/«. P". p'»-5.(i'ff'») 

-+- p^/pa, nxjy». P", p'"-*. (b'^C) 

-+- p^^<?. >)/«• P", p'* ■ *• b'^ 

-htpa. Dp»xL«. p'"->. (ffp'-».ff'») 
D<pa.p=4,«. p«-'. (6p'*-».f '») 

-1- DD<pa.D\)/«.p"-'.(ip'"'».(Z>'f ')) 

-t- p^ÿa. d 4*. P"*- '. (fp'” - ». Z/ 2) 
+ Dp-'<pa.\{/«. p*-*.(Z’p'*-». Z>'») 

-h <pa. p»D^^/^^s. p— ». (C»p'» - ‘.ff*) 
-)-D<pa. DD\(/<».p"‘».(ifp'»- '.ff') 
+ p»<pa. P" - ». (i»p'« - e') 

•+■ D<pa. g P" ' ». (ff-p’’ • ' • Z-' ) 

-+- Dulpa. P"*». (bCp'*' ‘-b’) 

-h p»D<pa. •v|/«. p"-».(^=p’«->. 1/) 


■ etc. 


•etc. 


H- p'ipa. p"'vjA«. e*A'» 

+ Dp*^. P" • ‘ ^}/«. - • b'* 

-»-p»p"<pa. p— •,!/«. Z-»e-* A'» 

H- etc 

• 4 - p*p»(pa. 4,1*. 

La loi qui règne dans cette formule s’apperçoit sans beaucoup de peine , et 
l'on peut en déduire une règle pour former le développement réduit. Cepen- 
dant , pour mieux saisir cette loi, on peut prendre pour 7» et n différentes 
petites valeurs , comme 9 et 2 , 9 et 3 , afin d'avoir facilement tous les termes 

P P 
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du coëfHcient entier : ce moyen serviroit encore à vérifier la formule, si 
cela étoit nécessaire , en comparant ces résultats particuliers arec ceux que 
donneroient les deux solutions précédentes. 

187. Ajoutons ici un seul exemple , lequel, quoiqu’il n’ofFre qu'un des cas 
des plus simples du problème précédent, conduit cependant à la solution 
générale de la question suivante : Étant donnée la fraction génératrice d'une 
série récurrente double, d’un ordre quelconque, trouver un terme quelconque 
de cette série indépendamment des autres ; matière qui est de la plus grande 
importance dans la théorie des probabilités. 

Exemple. 

Etant donnée la fraction suivante , où le numérateur et le dénominateur 
sont des polynômes doubles quelconques, 

a bx ex* - 4 - dx^ -4- etc. 

- 4 - éy H- c'xy + d'xy - 4 - etc. 

-4- d'y* -4- d"xy* -4- etc. 

-4- d"'y'^ -4- etc. 

+ etc. 

« _f_ f X -4- yx* -4- etc. 

f/ - 4 - ’^xy H- Sx*y -4- etc. 

H- v'Iy’ -+- i”xy* -4- etc. 

+ S"y^ -4- etc. 

- 4 - etc. 

la développer en une série double, et calculer un terme quelconque de cette 
série indépendamment des autres. 

11 suffira de faire dans les solutions précédentes <pa = n, et 
Ainsi la première solution, n.*> i83 , donnera pour le terme général affecté 
de x^y*^ en écrivant la formule à rebours, ce qui est plus avantageux, 

P" ?'•■(«•«“) = 

«e'‘ 

+ + a*.,,,.,.D.D'.«-' + etc 

+ «■,».». p'^ as 

+ c.p"'*. p'". «•* 

+ c'.p"-*.p'* •'.«-■ + i. p"*‘. p'».«-* 

+ e".p-.p'-*.ar‘ + é*. p-.p'- + «. p-.p'*.as-'. 
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iS8. Si l’on veut ordonner le développement par rapport aux puissances 
négatives de la seconde solution, n.” 184, donnera, en faisant = 

6t yLcc = ^ • 

p».p'».(«-'.a) = ' 

— «*-».p".p'"".(e'n) -H «-*. p-.p'«-«.(^3.a) 

— «■•.p"-'.(ep'".a) + 2«-*.p“-*.(ffp'*-'.(e'a)) -t- etc. . 


^ I. a— (m + n - 1 ) 

1. 3._(m- i)x 
1. 9.«. (m + 71 - 1 ) 

1 . 3...WIX I.2.. (n-l) 


S"d'. 


; ) 


1 . 2 .... (m + n) 
l.9...mX l. 9 ..n 


«"-"-i, Ç"C’a. 


Le développement ultérieur n’a plus de düEculté. 

On peut aussi faire <pa = a , \)/ae = «*■ , dans la formule du n." 186, et 
l’on aura ainsi trois formules pour l’expression du coefficient d’un terme quel- 
conque de la série cherchée. 


*89. Enfin , la seconde méthode des n.* i 5 i et suivans donne facilement le 
développement, réduit de la série qu'on demande dans le problème précédent. 
En effet on n’a qu'à calculer le coefficient réduit de x" par une des formules 
du n.* 1 09 : puis , en y appliquant la méthode , on en déduira très-facilement les 
coëfficiens de x"-*^-», x»-y, etc. Nous nous contenterons de donner 

par ce moyen le développement réduit des premiers termes de la série de 
l'exemple précédent. Le voici ; 

«-•.a H- {ci''.b — «•’.ffa)x -4- — »** -f- jx» 

- 4 - {cr'.V —ef*.Ca)y -4- {«•‘•c' — -4-y'a)+«"*.9fC'aj^ 
-4- {«•■. c" -«■'•( C'A' I -f-y"a) -h « - s. S^a \y^ 


-4- {«*’. + yA -f^a) -f «•*(ff^A + iSya) — a'^C^ajxî 

(flC'.d'— •■*(ffo'+5'cl-hyA'+y'A|-4-<ra)-|-«-^ff'A'+9Cf'A|-|-(9Cy'-f 9C*y)a]) 

^ («■•.d"-<rKec"-|-C'c'| -hy'A'+y'-AI A'+r»A| -Haff'y'la]) 

-a- 4 . 3 €T'^aP 

-4- -b/A'l -4-ra) -h»-ï(ff'»A'| + ^Cy"o)-„'^.C'’>a\yi 

et ainsi de suite. 

Les termes affectés de x, x>, x^, etc. se déduisent d’abord les uns des autres 
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et fortnent les termes supérieurs des colonnes; ensuite, dans chaque colonne, 
on tire du terme supérieur tous les autres termes de la colonne en descendant, 
par exemple du terme affecté de a*, ceux affectés de 

(II.) 

190. Dans les formules précédentes les polynômes différens entrent chacun 
sous une fonction particulière, et les a et et dans les développemens en b, C 
demeurent séparés l’un de l’autre , chacun sous son signe de fonction , ce qui 
est cause qu’on peut varier les solutions et présenter les formules générales 
sous différentes formes : passons à présent à des cas plus étendus, où les poly- 
nômes entrent d'une manière quelconque dans la même fonction et où la 
séparation des a et des et n’a plus lieu généralement. 

Problème. 

Développer la fonction de deux polynômes simples , l’un ordonné par rapport 
h X, l’autre par ropport à^, 

(p(rt-t-A.E-H<M‘-+-</a;3-f-etc. , « -I- Cj -+- 77’ - 4 - -I- etc. ) , •••(i) 

en une série double, et trouver le terme général de cette série. 


igi. La considération suivante, qui sert dans plusieurs cas analogues, 
donne sur-le-champ la solution de la question. 

Supposons d’abord qu’au lieu de la fonction proposée on ait seulement 
à développer , suivant les puissances de , la fonction 

, <p(a,fls H- ffy -t- 7^’ -f- (fyî -4- etc.) , (2) 

a étant constant ; je la développe par la formule du n.“ 2 1 , et je trouve , 
pour la série ordonnée suivant , 

<P(a,(*) ■+■ D’‘<p(a,ot)-C^ -i-D’'(p(«,«).D.f|, 


Ç=<P(n,et).e^ 


J'‘-h-p-'(p(a,ee).p>.S\_y^ 
■+- 


• etc. , . . . ( 3 ) 


où les virgules qui affectent les n sans point, placés avant les <f>, ont la 
signification que nous leur avons donnée au n.® 111. 

\ présent on n’a qu’à remettre a -h -+- ex’ -t- dx^ etc. à la place de 
a dans la série ( 3 ) , et , en faisant varier a , développer chaque terme de 
cette série suivant les puissances de x , par le même n.® 21, et l'on aura , 
en écrivant yi au lieu de <p{a,cc), 

<P 
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<P{a ■+■ bjc-+- cx^ -H dx^ -|- etc. , a -4- ^ + yy- ■+■ -4- etc.) = .... ( 4 ) 

yi -h D'-yi. l/.x-i-{D''yi.t>.b-i-^^-y^.lf ^)x^ 4 - (D'’v^.p’-i+ Ç^y^.D.b^ 4 - -i-etc. 

-hO''y^-€-j' -*-ÿ'-'yd.Cù. zy -h(ç'>'y/.So.lf-t~y^’>y4.Çi/^)xy -hetc. 

4-(o''v^.D.f-(-p’’>^.ff-‘)^2 (Ç'’'yd.ÙD.Ç+^>’K4.C^ù)xj^ 4-etc. 

4- (D’>^.p».ff4- p”.^^.D.ff- 4- -f- etc. 

4-etc. 

192 . Quant à 1’expre.ssion du terme général affecté de x“y * , on y parvient 
de la même manière : en effet on a , pour le coefficient de_y* dans la série (3), 

D >^.p*''.ff 4 - p-*^.p"'’.ff^ 4 - p.î.^.p"‘^.f5 etc. 4 - p-"^.ff" (5 ) 

A présent on fera varier a seul dans ^ ; et , en prenant la dérivée divisée p” de 
chaque terme, on aura, pour le coëfUcient de x"j" , 

(p'-'y^.p"*'.^ 4 - p’.'^.p"-».i^ 4 - p^'‘v^.p"-3.Zi3 4 - etc. 4- p*'*y^.i™).p*’‘.ff 
4-(p'>»y^f.p“-‘.A 4- p'‘'’^.p*-*.A=‘ 4- p^i^.p* ï.^5 4- etc. 4 - p">“Æ^).p»-*.ff^ 
4 -(p«.s^.p«-i.A 4 - p*-î^.p"-«.i“ ■+■ p^>î./^.p*-*.^* 4 - etc. 4 - p“'ï^.^").p*-3.ff3 ...( 6 ) 

4- etc 4- etc. 

4 - (p''"y^.p'"-'.i 4- p*’*.yif.p"'-*.i= 4- pî>“v^.p"-3.^3 4- etc. 4- 

Il est inutile de remarquer que dans cette expression p^’^, par exemple, 
est la même chose que p^'P’* , conformément à ce qui a été dit au n.® iii. 

On peut mettre cette expression sous la forme suivante, si on le juge à propos, 
p'>'.^. p"**.^.p«-'.f 4-p»''./^. p*-».Z»^p“ '.f 4-pî'‘y/. p"’-*.A5.p* '.ff 
4-p'->y/.p"''.A.p'"».ff- 4-p’-’^.p*-».^-.p"-’.ff- 
4 - p>.3^. P*-'. A 

4 - etc 4- etc. ... ( 7 ) 

4- p".*->.y^. ^"p2. 

4-p«-».‘l-l^.D.i»-I.D.ff*-* -+- p”-" *y^.Z>“D.ff"-' 

4_ p»-».«y/.pj.^ • ». -f- P"-".»^. D. ff" 4- P"’"^. 

Si on avoit à trouver le coëfficient du terme général affecté de x’’jr"z' dans 
la série triple qui résulte du développement d'une fonction quelconque de 
trois séries simples ordonnées, l'une suivante, l'autre suivant^, et la troisième 
suivant z ; alors on auroit yi = <p{a,a, <*) : mettant cette valeur dans la formule 
( 7 ), et raisonnant ensuite et opérant sur cette formule comme nous l’avons 
fait sur la formule (5), en faisant ici varier a, on obtiendroit l'expression 
du coefficient cherché. q ^ 


Digitized by Google 


i54 


DU CA.LCUL 


Problème. 

ig 3 . On propose de développer en une série double une fonction quel- 
conque de deux polynômes doubles indépendans , savoir : 

a + bx ex* -f etc. 1 f « -b fx yx> -b etc. 

+ by -b c*xy -b etc. f 1 ■¥ Sy + "^xy -b etc. 

-b c'y* -b etc. ( * ) + y'y* + etc. 

-b etc. J V + etc. 

et de calculer un terme quelconque de cette série indépendamment des autres. 


Ce problème est d’une très-grande étendue ; nous suivrons pour le résoudre 
une analyse pareille à celle de la troisième solution des n.°* i 83 et 186. 

ig4. Donnons â p, q, etc. •sr^ etc. les mêmes valeurs en x que n.** i 83 ; 
la fonction proposée prendra cette forme , 

<P(P + + O'’ + t 5T -b wy + f/’ + etc.), 

et la formule du n.° ii 3 donnera pour le coëflicient du terme quelconque 
affecté de y* l’expression suivante , dans laquelle les virgules qui affectent 
D ont la signiEcation que nous leur avons assignée au n.” 111, 

+ »‘’<P(P.jr)-p'""-? + P’-’<P(p,Jr).p'-*.(9»-) +p'>*<p(A»,jr).p'-5.(yar») 

+ P’-<P(P.5r). p'-'.y* + (q*v) 

+ P*'?>(p.»)-p''“®-y* 

+ P’*<P(P*w)‘W" 

-b p'--*<p(/>,jr).yar-* 

-b etc + etc, -b p’’—<p(p,7r).q‘w— 

-b etc. 

+ P*’<P(/’iW)-^*' 

Maintenant, pour avoir le coëfCcient de x"y*, il suiEt, comme n.** i 85 
et 186 , de mettre dans la formule précédente , au lieu de p, q, tt, tt, leurs 
valeurs en x, n.* i 83 , et de calculer pour chaque partie de la formule ci- 
dessus le coëfficient de x", par le procédé du n.** 100; puis, d’ordonner par 
rapport aux sommes des indices des o sans points qui affecteront (p(a,«). 
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195. On Toft, comme n.” 186, qu’en calculant ainsi le coëflicient de x", 
chaque partie de terme de la formule précédente donnera non-seulement 
une partie dans le terme correspondant de la formule qu’on cherche , mais 
encore des parties dans les termes suivans. D’après cela , on pourra écrire sur- 
le-champ, et sans peine, les termes de la formule suivante où nous mettrons 
/4 au lieu de (p{a,ct), pour simplifier : 


pr p'*.<p(«,«) 

D'M. P*. p'*-«. C -f- p.3/4. p«. p'«-a.ff'a 
-t- P*. p'«->. f P'.'i4. P*. p'«-*. {è'C) 

-Hp3>i4. p".p'«-*.ù'3 

-f-p'-‘if. p-'.(^p'»-'.ff') 

-f-p'-M. p->.(ep'-'.3') 
-+- D*'D''W. p*-‘.(Ap'»"’.Ù') 

4- etc. 

-H p>"p>M. ! 

. 4 - p’-"’*P'*/ 4 . '■ 

4 - etc I 

4- p"’*-^. c* 

4- p''"p>*-M.e*i'ff'«-i 

4 - P’’P'’’^*P>*'* C*-‘ • 

4 - etc 

4- P*. p'*»-*.d. 


4- P". p'“ •*. ff'* 

4-p'>M.p-.p'-5.(ù'ff'») 

4 - p“. p'*-S. 

4 -pî-^.p-.p'*-ï.A'* 

4-D<'p-».4. p"-*.(ffp'»-3. ff'3) 
4-p‘-M. p-'.(Ap'*-».e'») 

4- »•' p'-M. p»-«. (fp'*-», (A'ff')) 

4-D'* ÿ'-'A. p»-«. (Ap'" *. (A'e')) 
4 -p*’’.<l.p"-*. (ep'-*.A'=) 

-+- D'*p».il. p*-‘.(Ap'*-*. A*») 

4- Ç’^d>'A. p***.(ff»p'«-‘.ff') 
4- D>'p><>jl. P*-*. ( Affp'»- C' ) 
4 -p 3 >>/l.p-'*.(A 3 p'*-*.e') 

4 -p>-M.p— ».(fp'-‘.A') 
4 -D>.p>.M.p--».(Affp'*-‘.A') 
4 - p>> D ' p— ». ( A> p'« - A' ) 


4- etc, 


4- p*-M.ff-A'* 
-+-D'-p«.“-',4. A?*- •A'» 
4- p»>p*>*’*j1. A»P"-*A'* 

4- etc 

4- p*>p*’il. A-A'«. 
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Nous aurions présenté un plus grand nombre de termes de cette formule , 
si l'espace l'avoit permis; mais ceux que nous donnons paroissent sulllsans 
pour en faire saisir la loi , laquelle , au reste , est analogue à celle de la formule 
du n.° 186. 

Remarquons seulement , à l’égard des virgules qui se trouvent parmi les 
indices des Dsans point qui affectent ou<p(a,«), que ces virgules ont encore 
ici la même signification que n.° 1 1 1 , et que p"'"ip(ai«) est la même chose que 
«). 11 ne faut pas confondre ces virgules avec celles placées entre les 
accens ; nous avons distingué ces dernières des autres en les plaidant plus haut. 

iq6. Pour faire voir la manière de se servir de la formule précédente 
dans des cas particuliers, nous allons l’appliquer à un exemple facile à vérifier. 

£ X B Kl P L E. 

On demande le résultat que l'on doit obtenir en substituant dans l’équation 
générale du second degré , 

ax- ■+- b-ry -f- + b.r -+- y + f = O , 

nu lieu de x et de^, les quantités 

.T - - O — f- ifC — f- y y - et 

H- AV -4- c'tfr -h ffV -H yVe ( 1 ) 

•+■ c'V’ . y'V^ 


11 est évident que l’équation résultante sera de la forme 
I -h -Bf -h + £^4 

■+■ B'v -t- Ctv ■+• D't^v ■+■ E't^v 

C'v^ -4- (9) 

Z)''Vî H- E’"tvi 

£'M, 

et qu’on aura 

os) — an* ^4- bucr.-i- tôt- -f~ bn —H tôt ~f" f, 
où les lettres allemandes a, b, c, b, t, f indiquent des quantités constantes; 
la formule précédente du n.° iq5 donne tous les coêfliciens de (2), si l’on met 
successivement pour m et n les nombres convenables. Veut-on, par exemple, 

le 


I 
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le coëlTident /)" de tv'^ ? on fera «w = 1 , n = q , et la formule donnera , en 
rejetant les termes où les indices de d deviennent négatifs , 

D.p’^.<p(a,ae) = D-'^.D.o'.ff' -f- 

-H n'->^.D.D'.^ + p'.’^.é^'a 

-i- -hD 'p'''y 4 .Ci'S' 

■+■ D 'D-'^.Co'.ff' D‘ p'>‘^.W'ff' .... (3) 

-f- p'.'^.én'.f' ■+■ 

Or, dans notre cas particulier, les polynômes doubles (1) ne sont que des 
trinômes doubles, ce qui fait que o.d'.?' d.d'.à' = oj ensuite on a 

D-'yl = ba 4- 3t« 4- t , D'.yl = aofl 4- ba 4- b ; partant 
P’M = c, p'‘'A — b, p^’A = a, d.'d'M = ac, D'.D>.i4 = aa ; 
les autres quantités D.>p.»yl , p'>*/l , etc. devenant toutes = o : ainsi des trois 
colonnes de la formule (3) il ne reste dans notre cas que la seconde ; et , en 
développant les quantités polynomiales , on trouve pour le coëfFicient de tv^, 

D ' = t.affV -I- b (^V + c'C ) 4- a.2*V 4- tt-Cy' 4- b.by" 4- b.ffc" 4- ia.bc>'. 

Ces sortes d’applications sont utiles dans la permutation des coordonnées, 
et par conséquent dans la recherche des propriétés des lignes et des surfaces 
courbes , car on sait que les équations transformées par la permutation des 
coordonnées présentent comme des tableaux sur lesquels on peut Ure les 
affections des lignes et des surfaces. Il suflit d’indiquer cet usage. 

197. La seconde méthode du n.° i3 1 et suivans s’applique aussi au problème 
précédent : elle donne avec facilité les coëlliciens réduits des différens termes 
du développement , en descendant par colonnes. 

198. Quant aux fonctions de trois polynômes doubles indépendans , le 

coëflicient du terme général de leur développement est représenté par 
P"- aej. Pour en avoir le développement en b , b’, b, b\ ff, f, on formera 
d’abord celui de p'*. (a , a, «) par ce qui a été dit au n." 1 1 g : puis on déduira 
de ce dernier le développement de l’expression précédente par un procédé 
analogue à celui dont nous nous sommes servis pour déduire le développe- 
ment de P", p'*. de celui de (<*)«)■ 

R r 
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. On peut suivre la même marche pour Jes fonctions de quatre polynômes 
doubles , et ainsi de suite. 

D’un autre côté, si l’on a une fonction quelconque de deux polynômes 
triples , le coefficient du terme général affecté de s’exprime par 

p". p'“. p"''. : pour avoir le développement en ô, ô', l>’’, S, ff’' de cette 

expression, on remarquera que la formule du n.® i g5 donne celui de p". p’''.(p(a,fle), 
et de là on déduira ensuite celui de p". p'*. p’*'. d’une manière semblable 

à celle dont on a déduit p". p'". de p'*.^(/i,«) aux n.“ 194 et igi. On 
voit ce qu’il y auroit à faire pour les fonctions de polynômes quadruples , etc. 

igg. Ce seroit ici le lieu où il conviendroit d’étendre nos méthodes rela- 
tives aux polynômes doubles et triples à des cas analogues à quelques-uns de 
ceux concernant Jes polynômes simples que nous avons traités dans le §. IV 
de l’article premier ; mois la nécessité de ne pas passer les bornes convena- 
bles nous interdit ces détails. 

Pour ne citer qu’un seul exemple , nous ferons remarquer la question 
suivante , qui est à l'égard des polynômes doubles ce que l’exemple du n.® 69 
est pour les polynômes simples ; savoir : Étant donnée une fonction quelcon- 
que de polynôme double, ou une série double quelconque en x et^, trouver 
le développement , ordonné suivant les puissances et les produits de r et i' , 
qui résulte de la substitution à la place de x et de^ des valeurs suivantes 

C -h yt -h -f- etc. y f b -H cr -H etc. 

-4- y*' i'tv -+- etc. / 1 -f- tV -t- b'rv -I- etc. 

_l_ -4- etc. ( * j -+- b’V* -t- etc. 

-I- etc. J ( -4- etc. 

Observons qu’en généralisant la remarque du n.® 63 , oii en tirera un moyen 
qui peut aider à simplifier la solution de ce problème. ■ 

200. Nous terminons ici les trois premiers articles , qu’on peut regarder 
comme la première partie . de cet écrit. L'objet principal que nous avons eu 
en vue se réduit à ce problème général : 

« Une fonction quelconque d’un ou de plusieurs polynômes simples, dou- 
» blés , triples , etc. étant donnée , écrire sur-le-champ la série du dévelop- 
» pement de cette fonction , et même écrire sur-le-champ le développement 
» d’un terme quelconque de cette série indépendamment des autres termes. » 
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Quand nous disons écrire sur-le-champ, nous sous-entendons que l’on 
connoisse d’avance les dérivées successives D<pa, etc. où a 

varie de i : autrement il faudroit commencer par les calculer. 

Nous osons croire que les Géomètres trouveront nos méthodes nouvelles, 
faciles et analytiques. 

Il ne nous parolt point que l'on se soit occupé avant nous de la solution 
des cas compliqués concernant les fonctions quelconques de plusieurs poly- 
nômes simples et les fonctions des polynômes doubles , triples , etc. 

Les applications se présentent en foule : elles embrassent les principales 
branches de la théorie des suites , et apportent des simplifications dans beau- 
coup de recherches , dans la pratique du calcul différentiel , par exemple. 

Offrons quelques-unes de ces applications , car il est temps , pour tempérer 
l’aridité de nos règles , d’en donner, quelques usages remarquables dans des 
matières intéressantes. 


l6o CALCUL 

ARTICLE Q*U A T R I È M E. 

Applications du calcul des dérivations aux séries récurrentes, tant 
simples que doubles ou triples, etc,, d'un ordre quelconque. 

201. La matière que nous allons traiter a mérité l'attention des plus grands 
Géomètres à cause de son utilité dans plusieurs recherches , principalement 
dans la théorie des probabilités. Elle ofTre un des cas des moins compliqués 
auxquels on puisse appliquer le calcul des dérivations. 

MoivnE est le premier qui ait considéré les séries récurrentes simples, dans 
sa Doctrine of chances et dans ses MisceUanea anaytica : il a enseigné à 
trouver la somme ou la fraction génératrice de ces séries , et à en trouver le 
terme général en décomposant en facteurs' binômes le dénominateur de la 
fraction génératrice égalé à zéro : cette matière a été traitée ensuite par 
Euler dans \ Introduction à l’analyse des injînis. 

Lagrange s’est occupé à plusieurs reprises des séries récurrentes simples; 
d'abord dans le tome I." des Mélanges de Turin il a rappelé la recherche 
du terme général de ces séries à l'intégration des équations linéaires aux 
différences ( finies), et il a étendu cette intégration aux cas où l'équation de 
relation a un dernier terme , fonction de la variable : le cas particulier où ce 
dernier terme est constant a aussi occupé Vincent Riccati, qui a donné sur 
ce sujet un mémoire imprimé dans le tome V des Mémoires présentés à 
l'Académie des sciences de Paris. 

Lagrange , depuis , a simplifié considérablement toute cette théorie , au 
commencement de ses belles Recherches sur les séries récurrentes , etc. 
imprimées dans le recueil de l’Académie de Berlin pour 1775. Dans les 
mémoires de Paris pour 1772., >.'* partie , ce grand Géomètre a résolu d’autres 
problèmes nouveaux sur les séries récurrentes ; il y donne une méthode pour 
trouver si une série proposée en nombres est récurrente et de quel ordre : il 
a encore donné une autre solution de la même question dans un mémoire sur 
les interpolations , qui n’a paru jusqu'ici qu'en allemand , dans les Éphémérides 
de Berlin pour lySS. Prony vient aussi de traiter avec détail les principales 
questions qu’on peut proposer sur les séries récurrentes, dans le journal de 
l’Ecole polytechnique. 

Lavlacb a fait de savantes recherches sur le terme général des séries récur- 
rentes 
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rentes doubles, qu’il a nommées récurro - récurrentes , dans les mémoire^ 
présentés à l’Académie de Paris, tomes VI et VII, en considérant celte matière 
comme un cas particulier des intégrations des équations aux dilTérences ( finies) 
partielles à plusieurs variables , intégrations pour lesquelles il a donné des 
méthodes ingénieuses. Laghange, dans les recherches citées, imprimées dans 
le volume de l’Académie de Berlin pour 1775 , a traité de nouveau le même 
sujet ; il y enseigne à trouver le terme général des séries récurrentes doubles 
et triples , par des méthodes nouvelles , qui ramènent cette matière h la théerie 
générale des séries. Depuis , Laplace a encore repris le même sujet dans son 
mémoire sur les suites • Académie des sciences de Paris pour 177g. 

302 . Notre intention est de faire voir dans cet article que le calcul des 
dérivations s’applique avec une très -grande facilité aux séries récurrentes 
simples, et qu’il donne, pour les termes généraux de ces séries , des formules 
fort abrégées , qu’on peut ensuite développer facilement pour chaque indice 
ou quantième de tenue en particulier , quel que soit cet indice, pourvu qu'il 
soit un nombre entier , ce qui est le cas le plus ordinaire dans la théorie des 
probabilités. N*os développemens présentent les termes de la série exprimés en 
coëiFiciens du dénominateur de la fraction génératrice, mélés avec quelques- 
uns des premiers termes dont on suppose la valeur connue, tandis que toutes 
les méthodes dont on a fait usage donnent le terme général en puissances des 
racines de l’équation qu’on obtient en égalant le dénominateur à zéro. Les 
développemens que donnent nos méthodes, quoique toujours faciles à effectuer, 
sont souvent fort longs; mais cet inconvénient parois compensé par l’avantage 
de n'avoir pas à décomposer le dénominateur en facteurs simples, ce qui, 
lorsque le dénominateur va au-delà du quatrième degré, et que ses facteurs 
ne sont pas rationnels , surpasse les forces actuelles de l’Analyse. 

Quant aux séries récurrentes doubles, nous offrons l’essai d’une méthode qui 
a cela de particulier , qu’on y forme aussi d’abord la fraction génératrice de 
la série ; le dénominateur se déduisant sans peine de l’équation de relation, 
la principale difBcuIté est réduite à former le numérateur, et quelquefois encore 
à savoir par quel terme du dénominateur doit commencer le développement. 
Quand la fraction est ainsi déterminée , les dérivations donnent toujours le 
terme général sans qu’on ait besoin de décomposer en facteurs. Cette méthode , 
qui nous parolt mériter d’étre cultivée et perfectionnée , étant appliquée à 
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plusieurs problèmes sur les probabilités, nous conduit aux mêmes résultats 
que Lagrangb et Laplacc ont trouvés par leurs méthodes, et elle y conduit 
souvent avec beaucoup de facilité. Nous indiquons ensuite la manière de 
l’étendre aux séries triples. 

I." 


Des iàries récurrentes simples. 

ao3. On nomme séries récurrentes celles dont la propriété est , qu'un terme 
quelconque se forme de l'addition d’un certain nombre de termes prétédens, 
multipliés chacun par un coéllicient donné. 

Ainsi, Am désignant un terme quelconque, si l’on a entre ce terme et les 
trois précédées ïéi/uation de relation , * 

aAm -+- ÇAm—i -t- iAm—i o, 

y> i étant des quantités constantes données, positives ou négatives, la 
série sera une série récurrente du trobième ordre ; car cette équation donne 

= - ^A„., - '^Am-, - ^Am-T, . 
et et .et 

OÙ l’on voit que Am est formé de l'addition des trois termes préoédens , chacun 
étant multiplié par un coefficient constant. On dit que la série récurrente 
ou son équation de relation est du ordre , si la dlH'érence entre les indices 
des termes extrêmes A„ et Am-t est égale à r. Les constantes qui multiplient 
les termes successifs, écrites les unes è la suite des autres, comme 

m + f -+- y -i- S 

forment ce qu’on nomme Véche/le de relation. 

Nous ne nous proposons pas de donner toutes les applications que l’on peut 
faire du calcul des dérivations aux séries récurrentes : le problème suivant 
est le plus important dans cette matière ,' à cause du grand nombre de ses 
usages , et nous allons en donner une solution directe , qui ne demande 
aucune décomposition en facteurs. 


P n O O L è M E. 

204. Étant donnée l’équation de relation d’une série récurrente simple, 
d’un ordre quelconque , • 

etAm “+- QAm~\ -H y'^m-.s ” 1 “ è-dm~S etC. —H Ctr—l Àm-r.S-t “ 1 " OtrAm — r O i 

trouver l'expression du terme général de la série en «, C, y, J, etc. , ou- 
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Pour simplifier , nous ne considérerons que l'équation de relation du troi- 
sième ordre , il sera facile de voir que les raisonnemens sont les mêmes pour 
un ordre quelconque. 

Soit donc l'équation de relation 

OtJ^m “f— Q l *4” y i -4” - 5 O ^ ....(l) 

laquelle , au moyen de nos notations , prend cette forme 

-t- -4- p5.«.p*-».y# -I- pî.(*.p"-*.y^ = 0 : 

or, en comparant arec la formule du n.” 87 , on voit que le premier membre 
de cette équation n'est autre chose que le développement de p". («y/), p^.«, 
ou J, étant un dernier terme dont les dérivées sont zéro; c'est-à-dire, qu'il 
n'est autre chose que le coëfficient du terme alfecté dé x" dans le dévelop- 
pement du produit 

(« -t- ffx -f- yx^ - 4 - -+- Bx - 4 - Cx^ ■+■ Z)x* - 4 - Ex>> -i- Fx^ -|- etc.), ...(a) 

le premier polynôme n'ayant que quatre termes et le second étant indéfini. 

a - 4 - ^x -f- ex’ -4- dx^ -4- ex4 Jx^ - 4 - etc. . . . . ( 3 ) 

la série résultante du développement de ce produit, on aura 

a = ocdt h = D.(xd), c=p».(«yf), d=p5.(«^), e = p4. («//), etc.; 
mais , puisqu'on développant ces expressions on trouve 

d flc/^5 “4“ -fr ydt -4— ê-d , c = ecd^ -4— Cdz -4- yd^ -4- idt , etc , 
et que ces valeurs doivent satisfaire à l'équation de relation , il s'ensuit que 
d , e , f, g , etc. sont tons égaux à zéro : il n’en est pas de même des valeurs 
de fl , If et c , lesquelles , étant 

fl — oed ^ If xd I -4- Cd , c xd^ “+- Çd , “ 4 — yd , 

ne remplissent pas toute l'étendue de l’équation de relation ( 1 ), et, sans s'éva- 
nouir , demeurent indéterminées. Ainsi la série (3) se réduit aux trois termes 

a bx ex’ , 

tous les autres étant zéro. On remarque , sans que j'en avertisse, que, con- 
formément à nos notations , nous écrivons indistinctement £ ou , C ou 
dt , etc. 

Donc , puisque la série ( 3 ) est égale au produit ( q ) dont elle est supposée 
le développement, nous aurons l'équation 
€l ifCC CTC^ 

+ =A+Bx + Cx’ - 4 -Dx 5 - 4 - etc. -H - 4 - etc. ... ( 4 ) 
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Les coëfCciens du second membre de cette équation représentent les termes 
successifs de la série récurrente , et le premier membre est une fraction qui , 
par son développement , suivant les puissances de x , donne ces mêmes termes. 
Cette fraction se nomme la fraction génératrice de la série récurrente. 

Or il est clair que par nos méthodes on peut Calculer un terme quelconque 
du développement de cette fraction , indépendamment des termes précédens. 
En effet , l'origine des dérivations sera aoc ■’ , et le coefficient de x* sera 
Am= c et S étant des dernieres quantités, dont les dérivées sont 

zéro (n.® io5). 

On a donc pour l'expression du terme général de la série récurrente du 


troisième ordre, en a , A , c , et a , y , if, 

= p".(ao!-') , . (5) 

ou bien , en développant en partie , 

Am = ap".«-' + 3p*“.ar' + cp"->.os-' , (ë) 

p5.a , pl.a , etc. étant = o. 


L’expression ( 5 ) ou ( 6 ) est un véritable terme général , puisqu’elle est une 
fonction de m qui indique le quantième du terme : elle exige à la vérité un 
développement ultérieur; mais, quelque soitrn, pourvu qu’il soit un nombre 
entier positif ( ce qu’on suppose toujours dans les séries quand ni ne s’agit pas 
d'interpoler ) , ce développement peut toujours s’effectuer facilement par nos 
règles ; et l’on peut regarder l’oj>ération du développement comme toute autre 
opération arithmétique ou algébrique que la formule générale indique et que 
l’on effectue dans chaque cas particulier. 

2o5. La même solution s’étend aux séries récurrentes d'un ordre quelconque. 
Ainsi , en reprenant l'équation de relation proposée de l’ordre r, savoir 
ctAm H" ÇAm - 1 “H yAm^ 3 “H ^Am -3 *4" etc. CtrmiAm^r^l ~i~ OCfAm~ r f 
on en formera sur-le-champ le dénominateur 

a -H ffx yx’ -H etc. -f- «,.,x'-» -I- flfrX', (7) 

en mettant simplement i , x, x>, x^, etc. au lieu de Am, Am. i , Am-a, Am-s, 
etc. respectivement dans l’équation de relation proposée; et la fraction géné- 
ratrice sera 

a + àc + cx^ -f etc, -h a,.,.T'-' . .. 

« -h ffc + yx= -h + etc. -h «,.,x'-‘ + etrx' ’ ••••() 

le numérateur ayant toujours un terme de moins que le dénominateur. . 

Les 
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Les yaleufs de « , A , c , d, etc. a ,. , demeurent arbitraires , si l’on n'a que 
l’équation de relation proposée : pour que la série récurrente soit entièrement 
déterminée , il faut que les valeurs de ces quantités soient données immédia- 
tement par les conditions de la question , ou bien il faut que l’on connoisse 
les r— 1 premiers termes de la série récurrente , car les valeurs de a, b, c, 
df etc. s’en déduisent ensuite facilement. En effet on a , d’après le n.® précé- 
dent , a = et A ,b = D.{ ctA ) , c= P’. (ctA ) , et généralement a, = p*. {ctA ) ; 
ou , en développant , 

a = etA , 

b = etB -k- ÇA, 
c — atC -f- ÇB -f- y A , 

d == xD ÇC + yB + iA, ••••( 9) 

etc 

ar . I - — xAr» 1 — ^ ÇAfm 3 — yAt “4— etc. -4- ttr- \A^ 

Quant à la valeur de a,, elle est xA, ÇAr-i -f- yAr-t •+■ etc. -f- xrA , et 
comme cette quantité est un cas particulier de l’équation de relation , il est 
évident qu’elle est = o , ainsi que toutes les valeurs de , ar + x, etc. : 
voilà pourquoi le nombre des termes du numérateur de la fraction génératrice 
est toujours moindre de un que celui des termes du dénominateur. 

A présent nos méthodes donnent pour le coëfEcient de x" dans le déve- 
loppement de la fraction génératrice ( 8 ) cette expression 

Am = p-.Cax-') , (lo) 

a,. 1 et xr étant des derniers termes dont les dérivées sont zéro. C’est l’expres- 
sion très-simple du terme général demandé de la série récurrente de l'ordre r. 
Ainsi le problème proposé au n.° 304 est résolu. 

On trouve au n.” io5 trois manières différentes de développer cette expres- 
sion : par la première on a 

Am = p".(ax-’) — (11) 

ap*>.«-*-(-ép"- *.<»■• -f- cp»-».«-'-t-etc. -t-a,.,p" '+*.«-« -+- a,., p"-'-*- *.»•'. 

Nous allons ajouter quelques observations sur les développemens du terme 
général que nous venons d'obtenir. . 

206. Puisqu’on a eu a =«/^, on peut mettre l’expression ( 1 o) sous cette forme, 
Am = p".(xAx'‘), 

T t 
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pourvu qu’on fasse zéro les dérivées de », et qu’on ait soin de rejeter toutes 
les dérivées de»-* inférieures à à cause que, dans a,.i 

est un dernier terme, et partant que ar-ip" ■'■*■*.«-* est le dernier ternie du 
développement de p". (a«*‘). 

Avec cette attention on peut partager différemment en facteurs 

avant que de faire le développement de l’expression précédente. 

1. ® En partageant etAee-' dans les facteurs ctA et «-• , on a sur-le-champ 

A„ = p".(a/ï.«-*) — : 

«/#. p".«-‘ 

-+- («-fl -f- C-^)p“-'.«-* 

■+■ («C H- ffÆ -f- y/^)p"->.«-‘ , 

(«D -r eC-+- yZi -f- ^J)p--Ï.«-* 

-4- etc 

-f- (»v^r-, “ 4 — yA,.$ — f- etc. -4— -f- »r- p"-^- 4 -*. »- *, 

2. ® En partageant le produit uAcf' dans les facteurs A et ».«-*, on a 
aussi sur-le-champ 

yim = P*.(^ X «.«-■) = 

yi («p".»-‘ -4- ffp"-*.»-' -4- yp“-».»" -4- etc. + «,.ap'’-'+*.« * -I- «r.ip"-'-^'.»-*) 
-4- .S(«p"-'.«-* -f- ffp**-«.«-» -t- yp»-*.»-* -4- etc. -4- «r.,p*-'’-l-*.»-*) 

+ C(»p--«.»-* + ffp"- 5 .«-‘ -f- etc. - 4 - «,.sp*-'-*-*.«-') 

-4- /)(«p"-5.«-* -4-ffp—‘t.«-» etc. + «/. 4 p"-'-t-'.»“) (i3) 

+ etc 

+ ^,.,(»p--'-4->.«-‘ -4- ffp*-'+‘.«-*) 

-4- y/,.,.ap*-'-4-'.<r-'. 

Cette dernière formule s’accorde au fond avec celle qu'a trouvée Laplacb, 
par une voie différente, dans son mémoire sur les suites (Académie des sciences 
de Paris , année 1 7 7 9 , page a 3 7 ). La formule précédente (19) paroU préférable 
dans plusieurs occasions ; on peut cependant mettre cette dernière ( 1 3 ; sous 
une forme qui en abrège les développemens , ainsi qu’on va le voir. 

207. Quelle que soit la dernière des quantités », f , y , etc., c’est à dire 
celle dont les dérivées sont zéro , on a toujours 

p'.f«»-‘) = o, 

à cause que «•«•* = 1 , et que d. 1 = o, et p'.i = o. Soit s, par exemple. 
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la dernière des quantités S, y, etc. : on aura, en développant, 

= 

-t- ep'-'.ar* -f- yp'-*.«-‘ ■+■ Jp'-S.ar* +sp*-4.«-‘ = o ; 
d'où l’on tire les équations suivantes 

asp'.ae-* -+- ep**'.«-‘ H- yp"».*-* 4- (fp"^.ar‘ = — ep"^«'' 
«p'.ar» -I- ffp'-*.«-* 4- yp'->.ar‘ = — Jp'-î.«-> — *p'-4.«-i. 

Au moyen de ces équations la formule suivante , qui donne le terme général 
pour l’équation de relation du quatrième ordre, 

et-^m 4“ 4— y.^*-a 4~ S^m~Z 4" O, 

et qui est un cas particulier de la formule ( 1 3 ) du numéro précédent , savoir , 

= 

y^(«p“.ar‘ 4- fp"-*.«-‘ 4- yp"->.«-* 4- <îp"-*.« 8 -') 

4- A(«p— 4- ep" ->.«-» 4- yp"-*.«S-‘) 

4- C(«p-->.«-t 4- fp-'ï.*-') 

4- D.«p" S.i»-« , 

se change en cette autre, plus simple et plus facile à évaluer en nombres, 

— Æ(^p»*4.as’* 4- sp"**.i»*‘) 

4- C(«p— *.»■« H- ep"-î.*-‘) 

4- iî. <»p" , 

où le nombre des termes est réduit à la moitié plus un. Dans ces deux 
formules « est une dernière quantité dont la dérivée est zéro. 

Cette simplification s'étend au terme général d’une série de l'ordre quel- 
conque r, et la formule (i3) devientainsi , «rétant toujours une dernière quantité, 

= 

P" 

— .fi (fle,.,p- 4- «r P" -'■•.«-•) (»4) 

C(fl^r.,p■•^(*•‘ 4- 4- flSfP" •'■**. PS' ') 

etc. 

+ ^r.j(«p--' + î.s«" -+- ffp«-'+».«-* -4 yp— '-t-'.ps") 

4- ^r.,(«P“''+».«" 4- ffp"-'+>.»->) 

4- A,.,.ccç—'+>.cr>. 
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ao 8 . Éclaircissons par un exemple la manière d’emplo]rer nos formules. 

• Exemple. 

On demande le onzième terme de la série récurrente du troisième ordre ^ 
dont l’équation de relation est 

les trois premiers termes A ^ B , C étant donnés. 

La formule (ii } du n.° qo 5 donne pour le terme cherché 
Aïo = ap'o.ar-* -t- • H- cpS.ar-' , 

où i est une dernière quantité. Je Us cette formule à rebours et je développe 
d'abord p®.«~' ; j’ai par le n.® ao , en écrivant la suite à rebours, 

pB«-*=«— J.g 8 — «— 8.D.ff7 4-<»— 7.p3.fffi — «-*.pî.ff5-H<»“5p4.f4 — «— 4p5.ff3: 
les termes suivans sont zéro , à cause que è est une dernière quantité. Déve- 
loppant ultérieurement par la régie du n.® 43 , fai sur-le-champ 
p 8 .af-' = (*-9.ff8 — + «- 7 ( 6 ff 5 J 4 . i5ff4.y>) 

— ee-^ ( 1 off 5a yd -1- I off ^y5) -+- »-5( _|_ 4 ^ 4 - y4)_ i. 3y J î. 

De là on tire successivement par dérivation les développemens suivans , par la 
règle du n.° 3o, en commenc^ant, si l’on veut, par le dernier terme, 
p9.<*->= — «— '°.ff9-+-«-9.Sf7y _p,— 7(i5f4jyj4-aof5yî) 
— ( • of5Ja 4- 1 off^3y^^ -I- ijfy't) -t- (éffJyiJ* H- 4y5^) — «—^.^5 ^ 

P>o.«-i = «— — «->®.C)e 8 y-|- «-9(8e7^ H- a — «-8 (a 1 ffSayJ-t- 35ff4y3) 

- 4 -a(— 7 (i 5 f 4 jj 4 -.goff 53 y'jj 4 _ i3f2y4) — <»~^(ioff’ 3 y^’-H 5 C 4 ‘y 5 ^ 4 _ySj 

-+-*-5(4eJ5 -I- 6 y’(?»). 

Ces développemens réduits de p 8 .at— ' , p9.«— * , p'°.(»— ‘ étant multipliés respec- 
tivement par c = « 6 '-(- - 1 -yy^ , p = ctB-i-SA , a=oA, la somme des 
produits est l’expression développée du onzième terme de toutes les séries 
imaginables du troisième ordre. 

Supposons, pour appliquer ces formules à un cas numérique , qu’on veuille 
le onzième ternie , l’équation de relation étant 

Am H- Am — i — •xAm—i — lAm — Z = O, 
et les trois premiers termes étant A \ ^ £ = a,C=3. 

On aura » = i, ff=i, y — — a, i — — a; a=i, i = 3,e=3; 
ç 8 .»-i = 3 i , p9.«-> = — 3i , p>o.06-‘ = 63 ; 

et le onzième terme sera Aïo = 63. 

■ 209. 
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209. La solurion du problème précèdent donne immédiatement un terme 
quelconque de la série récurrente , lorsque l’indice ou le quantième de ce 
terme est un nombre entier positif; on peut demander à présent, si l'on ne 
peut pas trouver des formules finies qui donnent pareillement un terme 
quelconque de la série récurrente , lorsque l’indice ou quantième de ce terme 
est un nombre entier négatif : c’est ce que nous allons examiner. 

Problème. 

Étant donnée l’équation de relation d’une série récurrente de l’ordre quel- 
conque r, on demande l’expression d’un terme quelconque de la série continuée 
en arriére, c’est-à-dire, l'expression du terme général à indice ou quantième 

entier négatif. 

Soit la série récurrente, continuée des deux côtés, représentée par 
etc.-j-^-sa:’^ ^ -+- 5 x-h Cx^ -t- Dxî -f- etc. ; ...(i) 

on peut réduire la question à former la fraction génératrice de la partie de 
la série qui s’étend à la gauche de , d'après l’équation de relation , ou même 
d'après la fraction génératrice de la série qui s'étend en avant, à la droite de^f. 
Pour plus de simplicité nous supposons que la série soit du troisième ordre; 
la même analyse s’applique à un ordre quelconque. Soit donc l’équation 
de relation 01^4^ -+- -H = o; ....(q) 

puisque cette équation est censée vraie pour toutes les valeurs de l’indice m 
entières , positives et négatives , on pourra mettre — n» -H 3 au lieu de m , 
et l'équation de relation deviendra 

- 4 “ y^~m+\ - 4 “ " 4 " + Z O- "•••(^) 

Or le premier membre de cette équation n’est autre chose que le coefficient 
de dans le développement du produit suivant 

(i-f— yx-' - 4 - S x-‘ -l->^.jX-»-+-y^.3X*ï-4-v^.^x'4-Hetc.) , ... (4) 

ainsi qu'il est aisé de le voir en effectuant la multiplication. Soit 


ox*> -4- àx‘» -+- cx'î -4- bx-4 -4- tx** -+- 
la série résultante de cette multiplication ; on aura 
a , 

b = ”4“ yj^ - 1 , 

c = Sa. Z “H yA.t - 4 — CA.i , 

b SA.^ “4“ yA .Z ”4” ÇA.% -4— ecA.% 

t = Sa. s -f- yA.^ - 4 - CA. Z •+- otA.t 

etc. , 


etc. 


,( 6 ) 


U U 
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= A.ixr*-^ A.tX-* +A.S x-^+A .^.r-'l-f-etc. 


( 7 ) 


170 

où l’on voit que les valeurs de b , c , f etc. satisfont à l'équadon de relation 
( 3 ) , et que par conséquent elles sont toutes zéro ; mais qu'il n’en est pas 
de même de celles de a , b et c , lesquelles , ne remplissant pas toute l'équation 
de relation, doivent demeurer indéterminées, ou être données par l'état de la 
question. On aura donc l'équation suivante 
ax-' + b.x-» + C.X-* 

3 + yl" ' + C.®* * + * 

dont le premier membre est la fraction génératrice demandée. 

Le numérateur dépend ici des trois premiers termes de la série continuée 
en arrière : mais on peut aussi le faire dépendre des trois premiers termes 
de la série étendue en avant, et, en liant ainsi les deux côtés de la série, 
on pourra mieux comparer la fraction génératrice de la série continuée en 
arrière avec celle de la même série étendue en avant. A cet effet, je fais 
— m successivement = — 1 , — 1 , — 3 dans l'équation de relation ( 3 ), ce 
qui donne U.^ = - («O -+- yA), 

4 3A^i — f- yA.i — — {ecS -f- Ç A) ^ 
iA^% -H yAm% H— ÇA^i — e^A» 

En comparant avec le numéro 904 , on aura a = — c, 6=-.-ô, c = — n. 
Donc la fraction génératrice de la série continuée en arriére sera aussi 

c.x*> + ÔOC-* + a.r -5 

J + 7C-> +eo;-» + «-»■ 

On voit qu’elle résulte de la fraction génératrice de la série étendue en 

avant , ■ 7 . , 

’ a + ùx + cr» 

oc -f- Çx ^ yX^ ^ 

si l’on multiplie celle-ci haut et bas par a;*^, qu’on ordonne suivant les puis- 
sances négatives de x, et qu’on mette le signe — devant la fraction. 

Cette règle est générale pour une série d'un ordre quelconque r, car l’analyse 
précédente demeure toujours la même. Ainsi la fraction génératrice ( 8 ) , 
n.” 9 o 3 , étant multipliée haut et bas par x-' , et affectée du signe — , donnera 
pour la fraction génératrice de la série de l’ordre r , continuée en arrière , 

a,.tx-' -h a,.,. T-» -b etc. H- bx’'+' + ax-' 
xr -h «r. ix-> -h xr.fX-* + etc. -f «x"’ '•”(9 ) 

Ce problème a déjà été résolu par LsonANOB dans les mémoires de Paris , 
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pouri77a, i.'*partie, page 55 o et suivantes; mais notre analyse , qui n'est pas 
fondée sur la décomposition de la fraction génératrice en fractions simples, 
est plus directe et parolt ne rien laisser à désirer. 


aïo. Quant ü la manière de développer cette dernière fraction , elle est abso- 
lument la même que celle par laquelle on développe la fraction (8 ) , n.° ao 5 , 
pourvu qu’on regarde ici a ,. , et «r comme des premiers termes , et qu’on prenne 
pour leurs dérivées , non les lettres qui les suivent dans l'ordre alphabétique , 
mais celles qui les précédent. £n se conformant à cette remarque, on peut 
indiquer le terme général à indice négatif de la série de l'ordre r, c’est-à-dire, 
le coëfTicient de dans le développement, par 

— p— '• } ; (lo) 

et le terme général à indice négatif de la série du troisième ordre sera 

A.u = — p-'.(c^- > ) = — (cp- ‘. l-' -h ^p"-*. l-' -t-ap-^ <f -') ....(II) 


Au lieu d’ordonner les termes de la fraction génératrice de la série continuée 
en arriére suivant les puissances négatives de æ , on peut, pour déduire la 
fraction génératrice dont il s’agit de celle de la série étendue en avant , se 
contenter d'écrire à rebours le numérateur et le dénominateur de cette der- 
nière fraction , en affectant toute l'expression du signe — . Ainsi la fraction 
a - 4 - bx ex» , „ . ex» -f- b.x -J- a 

en développant cette dernière suivant les puissances x‘* , x'», x*ï, etc., 6n 
aura ( n.* 107 ) les mêmes coëfEciens qu’en développant la fraction (8) du 
numéro précédent. 


211. Nous avons donc des formules et des méthodes pour calculer par 
dérivation , immédiatement , un terme quelconque d’une série récurrente , 
toutes les fois que l’indice ou le quantième du terme est un nombre entier 
positif ou négatif, et cela sans qu’on ait besoin de décomposer le dénomina- 
teur de la fraction génératrice en facteurs binômes , ou cette fraction en 
fractions simples. Quoique l'on voie par l’exemple du n.” ao8 que le nombre 
des termes du développement, toujours très- faciles à former d'après nos 
méthodes , devient très- considérable pour des termes fort distans du premier 
et pour des séries d'un ordre fort élevé ; cependant , comme rien n'arréte nos 
développemens , ils donneront toujours le moyen d'avoir immédiatement un 
terme quelcpnque de la série. 
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Il n’en est pas de même des méthodes connues. Motvas et ceux qui l'ont suivi 
sont obligés , pour former l'expression du terme général, de décomposer la frac- 
tion génératrice en fractions simples ; pour cela il faut décomposer le déno- 
minateur en facteurs binômes, et, si on ne connolt pas d'avance ces facteurs, 
il est nécessaire d’égaler ce dénominateur à zéro et de résoudre exactement 
une équation qui peut être d’un degré fort élevé, ce qui surpasse toutes les 
forces actuelles de l'Analyse. Le terme général qu’on trouve ainsi , lorsqu’on 
peut y p.'irvonir , est exprimé en puissances des racines du dénominateur , 
tandis que nos formules le donnent en coëfTiciens du même dénominateur. 
La méthode qui enseigne à trouver le terme général par l'intégration des 
équations aux différences (finies) , fait parvenir à une équation qui n’est autre 
chose encore que le dénominateur de la fraction génératrice égalé à zéro, et 
elle exige pareillement qu'on en cherche les racines. 

Il nous paroit donc qu’on peut souvent employer nos méthodes avec avantage, 
lorsque, ne connoissant point les facteurs du dénominateur, les racines de 
ce dénominateur ne sont pas rationnelles , et que d’ailleurs on ne demande 
qu’un terme de la série récurrente k indice ou quantième entier ; et dans ce 
cas nos méthodes sont les seules praticables , pour les séries d’un ordre supé- 
rieur au quatrième. 

Mais si l'on demande des formules qui puissent encore servir pour des 
indices fractionnaires , il devient indispensable d’employer celles qui résultent 
de la décomposition du dénominateur de la fraction génératrice en facteurs 
binômes : alors , supposé que l'on connoisse ces facteurs , on décompose la 
fraction elle-même en fractions simples à dénominateurs binômes ; chacune 
de ces fractions donne un coefficient de x* , et la collection de ces coëfllciens 
forme le terme général. 

Comme cette matière tient aux dérivations, et qu'à leur aide- on arrive 
facilement à des formules élégantes et utiles , elle ne sera pas déplacée ici , 
et nous allons la traiter succinctement. 


a 12. Démontrons d’abord une proposition qui sert de base à la décompo- 
sition des fractions. 


J-* 

Soit en général la fraction , 


et Q étant des polynômes finis, chacun 


de la forme a -i- bx -h cx^ dx^ -4- etc. -t- -f- a,xf, P ayant un 

terme de moins que Q, c'est-à-dire, étant d'un degré inférieur de l'unité à 

celui 
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celui de Q; si Q est le produit de deux autres polynômes connus Met N, on 
pourra toujours décomposer la fraction proposée en deux autres, de cette manière 

K L _ P 

M w ~ q ' ' ' ^ 

telles que K soit un polynôme dont le degré est inférieur de l’unité à celui de 
et JL un polynôme dont le degré est inférieur de l'unité à celui de N. 

£n effet l'équation ( 1 ) donne 


KN + LM P „ 

= et A:fV-+- />, 


.(î) 


puisque par supposition Q = MN. Soit Q un polynôme du degré tf , M 
du degré m , m étant < 7 : /* sera du degré q — 1 , iV du degré q — m ; 
K devra être du degré m — 1 , et Z< du degré q — m — 1 ; aura donc 
m termes et m coëfHciens indéterminés , et Z> en aura q — m. Voyons si 
ces suppositions s’accordent avec l'équation ( 9 ). KN sera du , degré 
m — tri-*/ — in = q — 1, et LM du degré q — m — \ m-= q — 1 ; 

donc KN -f- LM sera du degré q — 1 , c’est-à-dire , du même degré que 
P ; ainsi KN -f- LM contiendra q coëfSciens indéterminés ; donc , P ayant 
q termes, on pourra former, entre les coëfHciens de KN -+- LM et ceux de 
P , q équations linéaires qui serviront à déterminer les q coêCTiciens de K et 
de L, D’où il résulte que la décomposition dont il s’agit est toujours possible. 

21 3 . Supposons à présent que Af soit une puissance de binôme , (a — x)**; 
M sera donc un polynôme de m -f- 1 termes et K un polynôme de m termes, 
dont le premier ne sera pas affecté de a;, et le dernier sera affecté de .x:"-'. 
L’équation ( 9 ) donnera 


^ P L(a — .x;" 
N N 


( 3 ) 

Si dans cette équation on vouloit tout développer suivant les puissances de 
a — X , il suffiroit de mettre partout, au lieu de x, a — (a — x), ou a — « , en 
faisant a — x=a> , pour simplifier ; puis , de développer en séries ascendantes , 
suivant les puissances de 

Or il est clair que , K étant du degré m — 1 en x , il sera encore du même 

degré en « , après qu’on aura mis a — a> au lieu de x. Donc , si on développe 

P Lfci* . , . ,1 J, Lû 3 ^ 

et — suivant les puissances ascendantes de u , aucun terme de 

ne pourra entrer dans la valeur de A , laquelle par conséquent sera égale 

P 

aux m premiers termes du développement de 
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De là il s'ensuit que, pour déterminer le numérateur de la fraction partielle 
— ^ , qui est une de celles dans lesquelles on veut décomposer la fraction 

P 

proposée jy, il faut diviser Q par le dénominateur (a — x)" , eten nommant A'’ 

^ P . 

le quotient, développer jç en une série ascendante suivant les puissances 

de a — X ; les m premiers termes de cette série, dont le dernier sera affecté 
de (a — x)"*', formeront la valeur du numérateur K (*). 

P 

Le calcul des dérivations donne un moyen facile de développer ^ suivant 
les puissances ascendantes de a — x, £n effet, soit 

P <ï + Ac 4- c.r> + + etc. + ^ 

W 3T + JTX + JX-* + axî + etc. + «xf ■ " ’ 

on mettra partout a — ai au lieu de x , et désignant par la fraction 
+ ^a + ca» + </a3 4 etc. ^7, . , at - ' 

7f 4 a 4 f a''* 4 aa^ + etc- 4 - « at * “ ’ 

il est clair qu’en considérant dans cette expression a seul comme variable, et 
faisant la dérivée de a = — 1 , on aura , pour le développement demandé. 


-f- i>ni- a« -H P 




K 


• 91 


etc. 


= A. 


91 


D’où il s'ensuit que , c’est à dire les fractions partielles qui résultent 

du dénominateur (a— x)* seront, » étant = a — x, 

K 


9> 


91 (a— x;« 


*P 

*+* 


91 (a— X)"-' 
9> 


(a-x)- 

-P’- 


91 (a — x)“-* 


etc. 


ip I 

n« - 1 Z. : 

P 91 (a -xJ’ 


a étant seul variable dans - et sa dérivée étant — i. 

ai 4* On demande A présent le coefficient de .r* dans la série qui résulte du 

JC ' 

développement suivant les puissances de x de la valeur précédente de 


( *) C«ne méthode I quia déji été donnée par l.JirLAce dans son mémoire sur les Mémoires de Paria , 

année I77f)fs même que relie qaTuLKn a exposée dana les Acta de Pétersbourg pour 1780, 

i.r* partie, et qu*U a préférée aux méthodes qu'il aroii àonxtè*» ptér édemmeai dnuiVùitroduction 6 fAnafysc 
des et dans son Calcul différentiel , parce quelle s'applique aux fonriiona traascendantea* Üle se 

trouve ici dégagée de la coniidéraiioti des infinis. 
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Il est clair qu’il sufTira de prendre le terme afTecté de x* que donnera chacun 
des termes de la formule précédente , ^ demeurant invariable ; et l’on aura 
ainsi , pour le coefficient cherché , 

-4- P" («—+•■) -4- P'|-P'(«-+*) -t- etc. -4- p-’|. P" («-■)• 
Mais on peut mettre cette série sous une forme plus simple et plus élégante, 
au moyen d'une transformation que nous allons exposer et qui mérite d'étre 
remarquée. 

ai 5. Le coëfficient de x" dans le développement de (a— x)"' est, par notre 
méthode, n.® a , = p'a*' , ua étant = — i ; je dis que le même coëfficient 
est aussi égal à p'*'(a****), na étant toujours = — i ; où l’on voit que l’ex- 
posant de (a — x) passe à l’indice de n et l’indice de o à l’exposant de a, en 
changeant de signe l'un et l'autre et s’adjoignant — i . 

En effet on a , en développant à l'ordinaire , na étant = — i , 
r.r+ i.r-l- 9. .. .(r + n — 1) 

1. a. L....» 

^ ' ' 1. a (r— i) 

r.r-l-l.r-l-a..(r-|-n — I) n + t,n + 9 .. (n+r— l) , 

1. a. 3 n 1. a (r— 1) 

comme il est aisé de le voir en multipliant en croix , ce qui donne 

I. a... (1 — 1). r.(r-f- i)(r-t-a).. (r-f-n — i)= i. a.. n(/i-|- 1 ){«-!- 2'.. («- 4 - > •) 

équation identique. Donc na étant = — i , on a toujours 

P»#-' = p'-'(a-«-‘)- 

ai6. Si l'on applique cette remarque à la formule du n.° 214, elle devient 

I p-. d|. p-a p. p- -S (fl-« .) etc. -H p- - • , 

na étant toujours = — 1. Or on voit, par le n.° gy, que cette formule peut 
se mettre sous cette forme fort simple 

®*étant=a-i. 

Donc, pour trouver tout d’un coup la partie du terme général d’une série 
récurrente qui vient de plusieurs facteurs égaux du dénominateur de la fraction 

génératrice soit (a-x)* le produit de ces facteurs égaux et iV le quotient 


or 


176 DU CA 1 .CUI. 

P 

de Q divisé par (« — x)“ ; mettez partout a au lieu de x dans et désignez 
par ^ ce que devient cette fraction : la partie cherchée du terme général sera 


p"*> [^ *'*'*] > Dfl étant = — I etn-4- 1 étant l'indice du terme. 

On voit que , comme il n’y a ici d'autre variable que a et que sa dérivée 
est = — I , on peut aussi exprimer cette formule par les différentielles , et , en 

laissant subsister x dans dire que la partie cherchée du terme général sera 


1 . a. 3.... (m — i). ( — dx)"'* ^ 

en ne faisant varier que x , dx étant constante , et en changeant x en a après 
les différentiations. Ce beau théorème a été donné par Laghanob dans ses 
recherches sur la manière de former les tables des planètes d'après les 
seules obsenations , Mémoires de Paris pour 1772, 1." partie , page 627. 

On peut aussi voir dans le même endroit une formule générale pour le cas 
où le dénominateur a des facteurs simples imaginaires. 


217. De là il résulte que si l'on a la fraction génératrice 
' P 


(a-xr(b— ’ 

où P est un polynôme en x du degré m -i- r h- s — 1 , le coèfGcient de x* , 
ou le («-»- 1 )““* terme de la série récurrente , sera, en désignant par Q, Sft 
le polynôme P dans lequel on a mis successivement a , 6 , c, au lieu de x, 
P"-'. ja-''-'.'p.(b — «)■'■(* — «)■'} I « seul variant de — 1 , 

-h P' - |b‘"‘ '. O. (a — b)-*(c — b)"} , b seul variant de — i , 

-f- P'-*. jc-".-».jR.(a — «)‘"(b — c)-'j , c seul variant de — i ; 
et cette formule peut servir pour toutes les valeurs de n , positives , négatives 
et fractionnaires. 

Cette formule s'accorde avec celle que Lagrange a donnée le premier 
dans un mémoire sur iutilité de la méthode de prendre le milieu entre les 
résultats de plusieurs obiprs-ations , inséré dans le tome V des Mélanges do 
Turin (Voyez page 21g), et que Laflace a aussi donnée dans son mémoire 
cité sur les Suites, page 334. 

Si tous les facteurs sont inégaux , si l’on a , par exemple , la fraction 

P 

— x)^b— x)(c— a.) ■’ 

alors 
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alors dans la formule précédente les signes de dérivation n , ayant chacun 
zéro pour indice , disparoissent tous , et le coëHicient de x* sera simplement 

— o)*‘(t — a)*‘ 

• - 4 - b-"-'Q(a-bl-‘(c - b)-' 

-h c-«-'K(a-t)-'(b-c)-'. 


Si l’on avoit- la fraction rr-r: — î— rj r la formule précédente 

(a— *)*(b— x)*(c — 

donneroit encore pour le coëflicient de x* 

a-»-*(b — «)‘*(c — «)**» « seul variant de — i , 

+ b"**‘ (fl — b l'*(t — b)'*, b seul variant de — i , 

-4- e-»-'(fl — c)**(b — e)->, c seul variant de -> i, 




a 1 8. On peut même combiner ces formules avec celles du n.° ao 4 et suivans , et 
par 14 on rendra ces dernières propres à servir pour des quantièmes fractionnaires. 
En effet , puisque le coëfHcient de x* , dans le développement de 

a -i- bx -+- rx’ 

« Sx -4- yx^ -4- fx^ ’ 

est, n.® ao4 , = «p».*-* -4- ip»->.«-' cp"-».*-' , 

où P*.»-', p*‘'.«**, p***.«'' désignent respectivement les coëfSciens 

de X*, x"*' , X"*® dans le développement de 

1 

et “H Çx -4— yx'^ -4- Jx^ 

soit cette fraction , après qu’on a décomposé le dénominateur en facteurs 
binômes, représentée par 1 

i(a — X) (b — x)(t — x) ’ 

on aura pour le coefficient de x* de la fraction proposée , 

— j — •)■*(< — fl)"’ + b-*-* (fl — b)-*{c — b)-' ri- f*'*(fl — t)"'(b--t)-*} 

— J {«‘"(b — fl)-' (« — fl)-' ri- fl-*(fl — b)-'(t— b)-' ri-t-*(« — — 0"'} 

— 7 {«■"■>■* (b — a)- •(< — «)-'ri-b-*-4-'(fl — b)-' (c — b)-' ri-t-*+'(fl — c)-' (b— 1 )-‘ j , 

formule où l'on peut faire n fractionnaire. 

Je ne m'arrêterai pas plus long - temps à ces recherches ; et j’observerai en 
général , qu’en appliquant le calcul des dérivations aux objets principaux 
traités dans le beau mémoire sur les suites de Laplace (Mém. de Paris, 1779) , 

Y y 
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on pourra rendre plus faciles la plupart des développemens , même en suivant 
la marche de ce grand Géomètre. 


21g. Appliquons ces différentes méthodes k un exemple, afin de comparer 
le terme général que l’on obtient sans décomposer en facteurs , avec celui que 
l’on trouve en conséquence de cette décomposition. 

Exemple. 

On demande l’expression du sinus et du cosinus d’un angle multiple quel- 
conque rit , én cosinus de l’angle simple t. 


I.” On sait qu’on a généralement, quel que soit n , entier ou fractionnaire, 
sinn£ <2COS^.sin(n — i)f — sin(n — t)e, ^ 

cosnt = 9 COSf.cos(re — \)t — cos(n — a)f ; ^ ^ 

ce qui fait voir que les sinus et cosinus des angles en progression équidiffé- 
rente ( arithmétique ) forment des séries récurrentes du second ordre , dont 
l’équation de relation est 

j 4 n QCOSt. — f- O, ....(q) 

et partant la fraction génératrice 

a-^bx ... A ■{■(B—ico&t A\x (4) 

3 — ; , . . . . ( 3 ) , ou bien i : . ' ’ ' 

<»— 6J-I-7X' 1— acosr. x-f-x» 

Cette fraction , à cause que pour les sinus on a. A =■ sinot = o , B = sinf , 

et pour les cosinus , A = cosof = 1 , 5 = cosf , donne les deux suivantes , 

, sinf. X /t, . 1 1— cosr.x ,,, 

pour les smus, ; — ~ .. (i),et pour les cosmus, ... (6) 

• ’ 1 — acosr.x + X' " r * 1— acost.x-f-x' ' ' 

Le coëfilcient de x" dans la fraction (3 ) est A, = np». <r> Ap"**. *■', 

oh il faudra faire, dans les dérivations, n. « = ^ et ensuite n.G = — y, 


(*) Comme Im formulée nou<* allons trouver seront démontrées généralement par les méthodes 
même qni y conduisent, on peut désirer que nous démootrihns aussi les équeiions (i) dont nous partons; 
d'autant plus qu'il y a d'exceUens ouvrages oh l'on s’est contenté de traiter par induction une partie de la 
théorie des fonctions angulaires. 

On démontre dans tous les traités de Trigonométrie que, le rijon étant si, on a 

sin ( r+l)s sinr. roi t + cosr. sinr , cos (r + t) = cos r. cos t — sinr. sinl; 

|e fais r successivement Es(n i)l, et = (n~3)r, et ces formulas deviennent 
»in A/B sin (n— > i)(.coar + cos(n — i )/. linr , cosaibcos (n — i cosi <— sin ( a — > >)/«sîni ; 

sin(A~i )<£= sin (a<— a)r.cos r -t- cos (a — i)r.sin/ , cot (a— i)rscos(A — a)/, cos r~sm( a— a )<; slnr; 

ces deux dernièras formules étant substitnéet convenablement dans les deux avant>demières donnent les 
formules (i) cinlessus. 
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â cause que € dans le dénominateur a le signe — . En mettant à présent au 
lieu de <1 et & leurs yaleurs relatives aux sinus et aux cosinus, on a 
sinnr-= sinf. P"-'. ( 7) , cosnt = p".«-‘ — cost. p* (8) 
Pour développer p*. «* ' , fai par le numéro 20 , en écrivant la série à rebours , 
p».«- *=«-»- 'ff'-f-a-’D.ff*-* +«-■ + • P». ff»-»-t-«'* + *p*.ff*‘*-(-etc. 
et en développant ultérieurement, y étant une dernière quantité, 
p«.<*-« = -H n — 7.n— 


n—3.n~4.n— S « 

^ f. 


6 yS 


etc. 


1. 9. 3 ^ ' ' 

Pour avoir p’* il sufEt de mettre dans cette série n — 1 , au lieu de n. 

Ces séries se continuent jusqu’à ce que l'exposant de C devient négatif. 

Il ne reste plus qu’à mettre au Lieu de « , y leurs valeurs 1 , Qcosr, 1 , 

et l’on aura, en vertu des équations (7) et (8), 

sin nf = ( 10) 

(, . n-9 , , , n-3./i-4 , . , n-4.rt-5.n-6. 

sinf. U9COSS)*” j-(acosr)» 5-1 — - — ^ (acosf)** ^ ^ — (9cos/)**v -+-etc. 

cosn^- = 


(9COS/)» — (rt-lXaCOS/)”-* -H — ”~^ (9COSf)»'4 


1. 9. 3 
n-3.n-4. n-5 


(acosf)' 


i «-6 . 


etc. 


1.9 ' ' 1.9.3 

— cosr.|(9co8/)»»-(n-9)(9cosr)*-5-|-^lj:^(acosr)"-i’- ^~^‘”~^‘”^^ (9cos^)*'7-Hetc.j 
et en réduisant ces deux séries en une seule , ce qui s’exécute sans peine , 

COSrtf = ( • * ) 

i|(9CosA)« — n(9COsr)*-« ( 9 cost)*- 4 — ” ” 3 (acost)"-*' -4-etc.|. 

Les séries (1 o) et (1 1) résolvent la question ; elles se terminent toujours , puis- 
que , conformément au développement (g) , il ne faut les continuer que jusqu’aux 
exposans négatifs des Ci mais comme on n’a pas décompo.sé en facteurs simples 
le dénominateur des fractions génératrices , ces séries ne peuvent servir que 
pour n nombre entier positif. 

1 1.' Cherchons présentement les séries pour n entier négatif. On aura , par 

le numéro aog , pour les fractions génératrices 

— sinf. X- ' . . cosf. X' ‘ — .T' * 

, du cosinus , 

-px-» 1 — acosf.x* 


du sinus , 


1 — acosf. X"* -px-*’ ’ 1 — acosf.x*' -px"* 

Donc , les coëfEciens du dénominateur étant les mêmes que précédemment, on a 
y<.« = sin(-rtf)= — sinf.p* y^.,=cos(-nf) = cosf.p"*’. <*■' — p***.«' 
Or p*'*.«r* donne la même série que ci-dessus, et l’on a p"'*. «*' en mettant 
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dans celle de n — a nu lieu de n. Si l'on écrit les développemens , 

et qu'ensuite on réduise en une les deux séries qu’on aura pour cos(— n/); on 
trouvera pour sin(— n^) la même série(5) que l'on a eu pour sinnr, ù cela 
près que chaque terme aura un signe contraire ; et pour cos(— nr) on trou- 
vera absolument la même série (b) qu'on a eu pour cosnr; elles se termi- 
neront de même l'une et l’autre, car les n y seront des nombres entiers positif. 
Cela s’accorde avec ce qu’on sait d'ailleurs, savoir que sin(— nr) = — sinnr, 
et cos(— //t) = cosnr., 

III. Si l’on veut des expressions finies qui servent pour toutes les valeurs de 

n, positives, négatives, fractionnaires, il faut décomposer le dénominateur 

1 — ^cosr.x-HÆ’ en facteurs simples. Ce dénominateur égalé à zéro donne 

une équation du second degré , dont la solution fait voir que les facteurs sont 

cosr H- y/ j(cost)’ — 1 } — X cosf — \/ j(cosr)^ — i } — x, 

ou bien cosr-|-v/ — i.sinr — x, coU — \/ — i.sinr — x. 

Je représente l’un par a — a:, et l'autre par b — x; la fraction génératrice 

( J ) donne , en vertu du n.® a 1 7 , 

sin ni = a- * • '. sinr. a (b — a)' ' -»-b'*‘ '. sini. b(a — b)’ ' , 

et en remettant à la place de a et de b leurs valeurs et réduisant, on trouve 

(cosf -f- v^— i.sini)-* — (cosi — 1/— i.sini)*" , ^ 

sin rU = i ÿ — . . . . ( 1 9 ) 

La fi'action (6) , en vertu du même numéro 917 , donne 

cos ni = a-»- >(i — cosi. a) (b — a)- ‘ -t- b-"- ' ( i — cosi. b)(a — b)-‘ , 

Ce qui , en subsituant pour a et b leurs valeurs, se' réduit à 

(cosi + y'— i.sinr)-* + (cosi — v^— i.sini)-* , , 
cosnf = i i i_, ...(i3) 

On a cosf -H v/ — t.sini = \ : — , ainsi qu'il est aisé de le 

cosi — y—i.sini ^ 

vérifier en multipliant par le dénominateur ; d'où il. s’ensuit qu'on pourra 
donner aux formules (19) et ( i3 ) des exposans positifs , et l’on aura ainsi 

sinnf = ^ { (cosi -y y' — i.sini)« — (cosf — \/ — 1. sinf)* } , ...(14) 

cosnf = 7 j (cosf — y/ — i.sinf)» -f- (cosf -f- . . . (i 

Ce sont les formules connues , lesquelles sont vraies pour n quelconque, positif, 
négatif, et fractionnaire (*). 

(*) toLSA ■ donné le» lérie» (lo) et (ii) dan» le chepitre i4>* de Vlntnniuction «te.» les démontrer 
•Tune manière générale; U a remarqué eosaite dans uai mémoire qui vteat d'écrt publié Uaui le tome IX 

aao. 
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aao. Lorsque le dénominateur d'une fraction génératrice a des Sicteurs imagi- 
naires, comme ces facteurs vont toüjours deux à deux , en prenant le produit de 
deux facteurs imaginaires correspondans, on évite les expressions imaginaires, et 
la fraction génératrice se décompose en fractions partielles de la forme suivante 

Jt ■+■ Sx 

1 — HCOSt.X Æ», ' 

voyez le chapitre- i 3 .*de X Introduction etc. d’Euiaa. Pour avoir sur-le-champ 
le coëfTIcient de .t* dans le développement , je représente le dénominateur 
par et — Sx -t- , et j’ai 

A, = /îp*.»-' ■+■ 

Or , en comparant avec l'équation ( 7 ) du numéro précédent , oiH p*. « * * , 
p*->. «*■ désignent la même chose qu'ici, à cause que les dénominateurs sont 

les mêmes dans les deux cas, l'équation (7) donne p**'.a!'* ^ ’ 


dei nova Acta d« Pétmbour| , que cm sériel ne son( vraie* que pour las cas où n est un nombre entier 
poiiiif, pourvu qu’on ait soin de rejeter tous les termeit>ù rexpoiam de scosi devient négatif; que, pour 
avoir ilei expressions généralement vraies de sln/ir et coinf • U faut à chacune de ces séries en joindre une 
autre où le* expoMns de icosl soient négatifs, et il a trouvé pour ces expressions 


i (acosr)**' — — (aco*0""ï +■ 


n-^. it-4 


(xcoi/)»*t • 


imn/sim/. 


l- 


n- 4 . 

■ ^ ^ ^ ■(acosf)*^-f- etc. 


coco*/)** 


»H-a 


(*co*f)'"-î- 




(»CO«)'»*T - 


- 4 - rr ^ 5. » 

-J a. ^ ' "(^o**)***^ 


co«nr 


|(içosi)> — »(aco«<)«-v -é- Î^JÏ^(aco*/)«-4 — ( acos / ) • • é 4- etc. 

(3CO* I )■» 4- n ( xco* r)- ■-* 4- ^ ^ e cosr • + etc. 


11 a démontré généralement qne pour n entier positif ces expressions se terminent toujours, parce que les 
termes k exposaus négatifs des première* séries sont tous détruits par les seconde*. Dana le* ces de m 
entier négatif, ce sont les premières séries qui détruisent les termes à eipoians négatif* des seconds*. Quand 
Fl est fractionnaire, cet séries vont k l’Infini. • 

Ces expressions ( iC) et (17) ne sont autre chose que les développemeni suivant les puissances de ocoer 
des formules (t4) ** (>^) ci •dessus; comme on peut le voir dans le mémoire cité d'i^i.en, et mieux 
encore dans un autre du professeur Posa, •inséré dans le même volume de TAcadémie de Pétersbourg, 
Ainii U os faut pus s'étonner si elles 's’étêndout à 'toutes Iss valeurs de n. 

La manière dont nous avons résolu la question proposée nous paroît avoir l’avantage, 1.* de dépiontrer 
généralement lei séries (10) et (il) ; «.* de faire voir comment U faut les eraplo)er dans le cas de n négatif 
entier ; 5.* de faire voir d'avance qu’elles ne sont plus vraies pour is fractionnaire , et d'indiqoer la véritable 
cauie de cette limiuiion; 4.* enfin, de démontrer facilsroenl les formules, finies vraies pour tous les cas. 

On en conclud encore que, puisque les séries poul*siiii«< et cos ni, que donne tuLsn au chapitre VIII, 
n^l35, de VfmrodMcthn, et Fess, eu te du mémoire cité, ne sont que le simple développement de* 
formules (14) et (tS), cei série* sont aussi vraies quel que soit m 

Z Z 


m.(i6) 

••(> 7 ) 
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, sin^/t + , 1 . 

et, en mettant m -t- i an Ueu de », ; doù Ion tire 

. «inr 

8 ur-le champ , pour le coëfHcient de x* , 

A, = R é±},+J.}£ ^ s 

sinr sint 

comme le trouve Euler dans le chapitre cité. 

S'il 7 a plusieurs facteurs imaginaires égaux , on aura une suite de fractions 
partielles de la forme R St 

( 1 — U cos t.x + Æ’ ) * ' 

or, au moyen de nos formules , on aura sur-le*champ pour le coëfGcient de .v* 
An = 4- 

Rien n’est si aisé que de développer p*. « - * , le polynôme étant « Cx 4 - , 

car il suffit d'employer nos formules en faisant d. « = —.?, et n. f = — y; 
on a ainsi, par le n.* ao , 

4 - — -î— 4- etc. 

1 . 9 . . .. (n— 1 ) 1(9 » 

récris la série à rebours , je continue les développeroens , et je mets en même 
temps au lieu de » , ff , y leurs valeurs 1 , 9 cosf , 1 ; ensuite , pour avoir le 
développement de p* il suffira de changer dans la série trouvée » en 
h — 1 . On aura ainsi — 

Aa4-0.-/A + »-.) ; _A(A4 -o.:(A^»-9) 

. !• 9 n ' ' 1 . Q. • • . (/i-*a ). 1 

A(A-t- O.'. (A-f- n- 3^ - - . Â(A - 4 - 1 ) .. (A'- 4 — n - 4 V i 

^ i:9...: : f:4).i. - 9 - r 9.. -(7 r-b).i.9 — ^ 

r A(A4 -i)..(A 4-»-9) _ A(A4-i)...(A-t-» ^) 

I. 1 . 9 («— *) >• a (»-3).i > 

^ J A(A‘4- I .n. 4 A(A-V-0... (A4-n-5) , 

/4- — ^ — T (scosrV- * i — i (9cosr)«-7 4 - etc. 

r 1.9 (/i— 3,. 1.9 . 1 . 9...^(» — 7 ^. i.9.i 

séries qu’on continuera jusqu'à ce que les exposans de acosr deviennent négatifs. 

J’avertirai , en terminant ce paragraphe , dans lequel j'ai traité des séries 

récurrentes, simples dont la théorie a été inventée pour résoudre plusieurs 

problèmes sur les probabilités , que les ouvrages de Motvns et de Montmort 

sur les hasards offrent différens cas où le calcul des dérivations s'emploie avec 

avantage, soit en conservant les analyses de ces auteurs , soit en s'en écartant. 


Digitized by Google 


DBS DiKlV. ATIONS. 


i83 



J. II. 

Des séries récurrentes doubles et triples. 
aa I . La série suirante 

A ■+• Bx ■+■ Cr> -i- Z)x* -H etc. 

-t- B'y Osijr-t- jyx*jr -I- etc. 

H- D'xy* -f- etcl ( l ) 

-t- -+- etc. 

etc. 

a toujours été mise jusqu’ici sous cette forme triangulaire ; on peut aussi la 
mettre sous la forme suivante de rectangle 

A -I- Bx -t- Cx* -t- Dx^ -t- etc. 

B'y -f- C'jçy -I- jyxy Dx^ -f- etc. 

4- C'y* -+- £>'xy* ■+■ E"x*y* F'x^* etc. 

■+■ Zyy-4- £'”.Tyî-t- F"xyi-h G"'xys-t- etc. 

•+- etc. -I- etc. -I- etc. -h etc. etc., 


et tontes les fois que par la suite nous parlerons de termes de la première, 
de la seconde , etc. , lignes horizontales , de la première , de la seconde , 
etc., lignes verticales, nous supposerons que l’on considère la série comme 
arrangée suivant la forme de rectangle. 

Si l’on veut se contenter d'écrire les CoëlHciens , et les caractériser par des 
indices, inférieurs ( n.** i3o), en les disposant sous forme de rectangle, on 
aura le tableau suivant , où , pour plus de clarté , nous avons laissé les indices 
zéro , quoique , pour abréger , nous les omettions ordinairement sans' Incon- 


vénient , 


•'^0/0 



■dl,o 

etc. 


etc. 



•^\f\ 


A. 

etc. 

* i 

etc. 

- 

Ao,i 

•Aii% 

Atfi 

Ai,t 

etc. 

■dm,% 

etc. 

« 

■dofi 

^.,5 

Aifl 

■dsfi 

etc. 

Amfi 

etc. 

(3) 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 






etc. 


etc. 


etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

.etc. 

etc. 

etc. 
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Coiiiine ces séries (a) peuvent être coatinuées des côtés des exposaiu de 
X et des ezposans de^ négatifs, de cette manière : 


etc. 

3-* 

. . etc. 
région. 

etc. 

etc. 

etc. 

A.,,^xr'y-* 

A-i,-,x-'y-> 

etc. 

A,-xy-* 

A.-iy-' 

etc. 

A,,.t:iy* 

A„-ixy-' 

etc. 

etc. 

jn 

etc. 

etc. 

A-t,x~* 

A-,,x-' 

A 

Bx 

etc. 

, . etc. 

région. 

A-a,lX-y 

A.,,iX-y 

Ey 

Cxy 

etc. . 

rei 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. “ 


•••( 4 ) 


on distingue quatre régions. Nous nommerons première région celle des 
exposons de a; et de ^ positifs, ou des indices met n positifs; seconde région, 
celle des exposons de x négatifs et des exposons de^ positifs ; troisième région , 
celle des exposons de x et / à la fois négatifs ; et quatrième région , celle des 
exposons de x positifs et des exposons de^ négatifs. 


aaa. Supposons^ qu'on ait constamment entre Ces sortes de 'termes ou de 
coëfliciens une équation de relation de cette forme 

• O := "H "H OtC. 

“1" & “H y ^tC* eSr^i-i ••••(^) 

“4“ y^^yim,a-a “f- etc. 

«« SfCty, y', y", etc. , étant des quantités quelconques constantes et don- 
nées : la série dans laquelle chaque terme dépend de ceux qui le précèdent de 
la manière exprimée par cette équation , sera une série récurrente double. 

11 est aisé, d’après cela, de se faire une idée de la nature des séries récur- 
rentes triples , quadruples , sans qu’il soit nécessaire de nous y arrêter. 

Nous nous proposons de trouver le terme général des séries récurrentes 
doubles, quel que soit l’ordre de l’équation de relation tant par rapport à 
m que par rapport à n. Nous supposerons d'abord que a ne soit pas zéro, et 
que les séries soient renfermées dans la première région; c’est-â-dire, que les 
* termes de la série continuée d.ins les autres régions, soient tous nuis ou ne 
doivent pas entrer dans l’équation de relation , ce qui a lieu dans un grand 
nombre de problèmes : nous passerons ensuite aux cas où les séries s'étendent 
dans les régions des exposans négatifs et à ceux où et est zéro. Notre méthode 
consiste à former la fraction génératrice double , et à trouver l’expression d’un 

coéfHcient 
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coëflicient quelconque de son développement au moyen des dérivations. Si 
cette méthode n’est pas exempte de dilTicultés dans les derniers cas , elle réussit 
ordinairement dans les premiers , et à la facilité elle joint l'avantage d'étre 
unifarme , quel que soit le nombre des termes de l'équation de relation. 

(I.) 

ProblEmb. 

aa 3 . Etant donnée l'équation de relation quelconque d'une série récurrente 
double , renfermée dans la région des exposans ou indices positifs, et et n'étant 
point zéro; trouver l’expression du terme général de la série en , y, 

y' y", etc., coëHIciens de l’équation de relation. 


( 6 ) 


Pour mieux fixer les idées, commeni^ons par un cas particulier. Supposons 
que l’équation de relation soit 

Ot^Mft •+“ gn 1 

"t~ C — i + •)/ Am— l , m— l ) 

Je commence par chercher la fraction génératrice double de cette série , en 
me conduisant d’une manière semblable à celle qui a donné la fraction géné- 
ratrice des séries récurrentes simples. J’observe d’abord qu’on peut mettre 
l’équation donnée sous cette forme rectangulaire , 

yAm—t,m—t -+■ S^Amgm~l 
CAm—i/m ceAmgH 

en l'écrivant à rebours. Si l’on compare le premier membre de cette équation 
(j) ou (6) avec les formules des numéros 175, 176, 177, ou bien encore si 

l’on promène l’échelle sur le tableau (S ) du numéro 92 1 , on verra 

“T" b "T” 

que le premier membre n’est autre chose que le développement de 
c’est-à-dire, le coëflicient de dans le développement du produit 

■A -I- £x -+- Cx» -h Dx^ •+■ etc. 

■+■ B'y -f- Cxjr -f- D'xy etc. 

-H • C'y ’ -h D"xy^ -f- etc. 


h 


(7) 


ex 


y*/ 


h 


X>"'yî 


etc. 
' etc. 




Digitized by Google 


■ 86 


DU CALCUL. 


Représentons le déreloppement de ce produit par .la série double 


bx H- CÆ* -f- di? 
Vy -H dxy -t- d!x‘‘y 
-f- c'y» d"xy* 
■+■ d‘"yi 


-f- etc. 
-4- etc.. 
■+■ etc. 
-+-^tc. 
+ etc. 


,(8) 


et nous aurons l’équation suivante , 
a -+- bx -+- CI» -4- dx^ -+- etc. 

-f- i>y -4- day -4- d'xy -4- etc. 

-4- d'y^ -4- d"xy^ -4- etc. 

4- d"'yi -4- etc. 

-4- etc. 


Bx 

B'y 


Cr» 

Ciy 

cy 


( 9 ) 

etc. 

Dxy -4- etc. 
jy'xy‘‘ -4- etc. 
lyy -4- etc. 
-4- etc. 


« - 4 - Sx • 

-H çy -4- v'xy 

Le second membre de cette équation représente par ses coëfllciens les termes 
successifs de la série récurrente : le premier membre sera la fraction généra- _ 
trice de cette série , après que nous aurons déterminé les coëfTIciens du numé- 
rateur de manière que l’équation de relation (6), dont le second membre 
est zéro , soit satisfaite. 

11 résulte' de là que la plupart des coëfTiciens du numérateur doivent être 
zéro; voyons quels sont ceux qui restent et qui demeurent indéterminés. 

aa4. A cet effet, je multiplie l’équation (g) par son dénominateur; le second 
membre deviendra 


ctA 


{xB 

(tcB' 


SA)x 

S'Ay. 


(«C SB) 


{uD 


\ + CB^y'A\-^J \ + S'B -+. y 

- 4 - {ctC" + eB')y \ ctD" + SCr 


SC)t? -4- etc. 
xy 4- etc. 


»cf^SB<) i «zy-f-ec') 

M \+S'B'-^y'B\ 


■{çcD>" + Ç'C")y> 


etc. 

etc. 

■ etc. , 


produit qu’il est facile de continuer par dérivation. Or il est aisé de voir 
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que daxis ce produit les coëfTiciens de xP, x, x^, x?, etc. ne remplissent pas 
tonte l'étendue de l’équation de relation; qu’il en est de même de ceux de y, 
etc. ; mais que tous les autres coëlHciens remplissent l’équation de rela- 
tion , et qu'ils sont par conséquent zéro , en vertu de cette équation. D’où il 
résulte que , puisque le produit est égal au numérateur de la fraction généra- 
trice , il ne se conserve dans ce numérateur que deux lignes indéfinies , savoir la 
première ligne horizontale et la première oblique, l’une toute en x sans^, 
l’autre toute en ^ sans x. Ainsi la fraction génératrice sera en général 
a -f- A r -f- ex® -H dx^ etc. 

-I- -t- -t- etc. 

r— • (“>) 

Cf "4“ O Jî I 

-H + •/xy 

Il est aisé de voir que si le terme manquoit dans l’équation de rela- 

tion (6), c’est-à-dire, si y' étoit zéro, le numérateur de la fraction généra- 
trice seroit formé en général des mêmes deux lignes, et la fraction seroit préci- 
sément la même que celle ( 10 ) que nous venons de trouver , au terme yy 
près qui disparoU dans ce cas. 

I 

aa5. Les valeurs de a, c, d, etc. , 1 / , c", d"' , etc. doivent être données 
immédiatement par les conditions de la question , ou bien il faut que l’on 
connoisse deux lignes de termes de la série récurrente , qui servent à déterminer 
ces valeurs , comme les termes de la première ligne horizontale et ceux de la pre- 
mière verticale (n.“ sa 1); car alors on aura facilement â, b,c, d, etc. , h', c",d'", etc. 

En effet, l'équadon (g ) du n.® aa3 donne a=xA ; d’où l’on tire b=D.(»A), 
c=ç^.(»A), d=ÿh(ecA), etc.; c"= d"=ç'\(«A), 

etc. : en développant , et observant que C et y' sont des dernières dérivées 
par rapport à d , et S' et y' des dernières dérivées par rapport à d', on a 
a z=-ceA , 

b =. uB -f- ÇA , 
c = «C -+- ÇB , 
d = ccD -+- ÇEy 
et généralement 

Dr ecAr ÇAr^iy 

c’est aussi ce que donne le produit développé du n.° aa4. 


b> =aff ^ CA, 
c" = «<?' -I- CB ’ , 

d!” = ccH” -+- ce, 
et généralement 

CtA^r “H Ç’A^r-.l ; 
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On peut trouver à la fois et l’espèce et les valeurs des termes à conserver 
au numérateur , en promenant simplement sur le tableau (1) du n.® aai , 
après y avoir mis les valeurs données par les conditions de la question, 

l’échelle de relation » séparée de l’équation de relation (7). C’est 

même dans cette vue que nous donnons à l'équation de relation la forme de 
rectangle (7), et nous en userons ainsi à l’avenir pour les autres équations 
de relation. Chaque position de l’échelle sera un cas particulier de l’équation 
de relation, et les positions où l'équation de relation n’est point satisfaite 
donnent les valeurs des termes à conserver au numérateur. 

> 326. La fraction génératrice étant ainsi déterminée , rien n’est si facile que 
de calculer immédiatement un terme quelconque de son développement 
(n.® 187). La fraction (10) donne, au moyen de nos formules, pour le terme 
général de la ‘série récurrente , 

= ....(H> 

<rp". p'«. -t- ip"-».p'*. cp"->. p'". ar-‘ -f- i/p***^ p'*. 

etc. -f- p’.'p p'".ar' -f- am,ç'*.cr' 

A'p". p'”-'. or' -H c"p". p'®“*. «-* t/’''p".p'*- 5 .«-‘ -+- etc. 

-+- a,,_,p".p'^.af7* H- p".d'.»-' a,,p-.af-* , 

formule qui est toujours composée d’un nombre fini de termes, et qu’il est 
aisé de développer ultérieurement , sur tout si l’on en écrit les séries à rebours : 
on se souviendra , dans le développement , que Cet y' sont des dernières dérivées 
par rapport à n, et C' et y' par rapport à d'. 

327. La formule que nous venons de trouver peut être mise sous une forme 
un peu différente , en ordonnant les développemens suivant A, B, C, etc., 
B', C, etc., c’est-à-dire suivant les termes des lignes données de la série. 
Par là les résultats s’approchent davantage de ceux auxquels on parvient par 
d'autres méthodes. 

Ainsi , tout demeurant comme dans les numéros précédons , si l'on met au 
lieu de a, l>, c, etc. , c", d’" , etc. leurs valeurs données par les équations 
( 1 1 ) et qu’on ordonne comme nous vendns de le dire , on aura pour le terme 
général 
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Am,t = 

{«P" ?'*•«■* + ep— 4- C'p“.p'*-*-«r*} 

-+- B |<*p--*.p'*.«-> -I- ffp--*.p'*.«-* j 
-h C j « p— ». p'«. «- ■ -f- ffp- - s. p'«. «- • j 

+ etc ! . 

-f- ^m-x, { « D. p'«. «- ‘ T^- Cp'*. <*- ' j 

-f- B' {«p-.p'« ->.«-• -H e'p“.p'«-».«-i}‘ 

C"{«p-.p'«-».<»-» -+- e'p".p'*-*.«-'j 

+ etc 

-t- ^,.- i{«p“.d'.«-« -H rp“.«-*l 
-f- «P*. 

238. Appliquons tout de suite cette solution à un exemple. 

Exemple (*) 

Étant donnée l'équation de relation suivante , dans laquelle 7 = t ~~ 

— pAm-x^ -+- Am,% J 

avec les conditions, i.‘ que Am,o = 1 tant que m est un nombre entier positif 
quelconque, et Am,o = o si n» = o ; 2 .° que Ao,% = o lorsque n est zéro ou 
un entier positif quelconque ; 3.” que la série soit renfermée dans la région des 
m et n positifs, c'est-à-dire, que Am,m — o toutes les fois que m ou n devient 
négatif : on demande l'expression du terme général de la série récurrente. 

En comparant avec l'équation du n.» is3, on voit qu'ici y = o, et que 
partant la fraction génératrice sera de cette forme , 

a -t- cæ» -f- dx^ ^ - 4 - - 4 - etc. 

+ + c'y» -4- t/"y* -fr - 4 - etc. 

— ■ > 

« -f- ffc -4- çy 

(*) Voici une queeiion dei probebililée, dont cet exemple eet le^traduciion eneljilque s « On tappoe# 
» qu’i chaque coup il puiote erriver deux éTénemeui dont let prohebilitde reepectirea sont p et et on 
» demande le sort d'un joueur qui parleroit d'amener , dans un nombre de coupa indétermind, le lecond 
9 dee deux événemena n fois avant que le premier fût arriré m fois. » 

( V’ojex le mémoire cité de Laoaajii.s^ dune le recueil de Berlin pour 1775» page «46.) 

B b b 
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. . I 

où il faut déterminer a, h, c, d, etc. b' , c", d'", etc., au moyen des équa* 
dons (1 1 ) du n.® aî5 , par les conditions *1.” et a.'* ci-dessus. Ces conditions 
donnent A = o , B = i , C= i , D = t , et généralement A,, = i- , et fi' = o , 
C"=o, D'" = o , et généralement A,r = o : on a de plus « = 1 , — p, 

P = if= — (i — p~). Les équations (11) donneront a = o , = i , 

c=*i p, d= 1 — p, e = I — P, etc. ür,= i — Pi b' = o, d' = o, 

d'" = o , etc. a,r = o. Ainsi la fraction génératrice se réduit à 
X (1 — H- ( I — p)x^ -+- ( « —P)^^ H- etc- 

I — px — f/y 

La formule (n) du n.® aa6 donnera donc pour le terme général demandé, 
en écrivant la série à rebours , 

ArntfiÊ 

(, _ p)(p’*.«-* H- -i-,p’.p'*.«-* + p5.p';.«-‘ H- etc. -4- p— .p'*.as->) 

H-- l.p— '.p'".*-'. 

Le développement réduit de cette formule se trouve facilement; car, puisque 
é et C sont des dernières quantités , dont les dérivées sont zéro , on aura 
^ fg-it-i g*», où l'on prendra le signe ou — , suivant que n sera 
pair ou impair. De là on déduira n.p'».*-' , p'‘-p'".ar‘ , etc. en prenant les 
dérivées divisées successives n de ±: or""' C" , c$ seul variant de C : on aura 

A„,, = 




^ n+un + .....(n+rn-o) | 

^ 1. 9 (w* — 9) 

H + I. w -f 9 («-+-m — 1) 

^ 1 . 9 . 0 *.... ^ tn 1 4 

En mettant présentement à la place de «, f, C leurs valeurs 1 , — p, — y, 


on trouve 




I 1 -H(n+ i)/> -I- 


n + 1 . rt + 9 ' n + t. n -p 9. w 4~ 3 


■etc. 


1. . 9 ^ 1. 9. 3 

n + 1. M + 9 [n + m — 9) 

T 9 (m — 9) 


. . n + 1 . n + 9 (.n + rn-\)^_, 

1. (m-ô ^ 
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foimule qo’on peut réduire à celle-ci 
n.n-pi '^.n + i.n 1 


(' n. I 

' l-i-np-l - 




y»S-hetc.-t- 


n. H + i...(n-i-m — Q) 
1. Q....(rn — i) 


pM-, 


i. 


que Lagrakgb trouve par des principes difl^rens à la (in du n.” 59 du mémoire 
cité dans la note précédente. Il suffit pour cela d'effectuer la multiplication 
par 1 — P , puis de réduire les coëfliciens en n. On parviendroit immédiate- 
ment à ce résultat en employant la formule du n.” 997. 


22 g. On peut suivre les procédés des numéros 9 93 et suivans et de la lin 
du numéro 995 pour des équations de relation plus compliquées; on peut, si 
l'on veut , les appliquer à l'équation 

”1“ "4“ y I,*— I* "4“ 

■ 4 — “ 4 “ - 4 " CC^m,n 

I 

et l'on verra que, dans ce cas, il se conserve généralement quatre lignes au 
numérateur de la fraction génératrice, savoir les deux premières lignes hori- 
zontales et les deuj premières verticales. 

Il arrive quelquefois que, d'après l'état de la question , l'équation de relation 
commence à avoir lieu avant qu'elle soit remplie dans toute son étendue; 
alors le nombre.des lignes du numérateur peut être moindre. 

Si l’équation précédente manquoit des termes «-a, et 

3 ' on trouveroit encore, de la même manière , qu’en général il se 
conserve les mêmes lignes au numérateur que lorsque ces termes ne manquent, 
point , c'est à-dire les deux premières lignes horizontales et les deux premières 
verticales. 



a3o. Mais, sans nous arrêter- à des cas particuliers , il sera facile de tirer de 
ce qui précède les conclusions suivantes , générales pour une équation de 
relation quelconque, en supposant toujours que la série soit renfermée dans 
la première région et que u ne soit pas zéro. 

Une équation de relation double quelconque étant donnée , on fera toujours 
en sorte que les plus hauts indices de ^ soient m et n , car s’il j avoit les 
indices /» -+- i , ou tt» - 4 - 9 , on n’auroit qu’à mettre m ' — 1 , ou m — ■ 9 , au 
lieu de m dans tous les termes de l’équation ; on en useroit de même à l'égard 
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de n t s’il y aroit des indices n -f- t , n + 3 ; et comme l'équation auroit tou- 
jours lieu , cela n’éteroit rien à sa généralité. ^ 

Tous les termes de l'équation de relation ainsi préparée étant rois dans un 
seul membre , l'autre étant zéro ; il .est clair qu'on pourra toujours regarder ce 
premier membre comme le développement de p". p'*. en prenant pour 

dernières dérivées de et celles qui le sont dans l'équation de relation donnée ; 
c’est-à-dire qu’on peut toujours regarder ce premier membre comme le coeffi- 
cient de dans le produit de A -f- Bx -H Cx^ -f- etc. 

-f- •+■ Cxy -+- etc. multiplié par le 

-f. C'y^ -h etc. 

-I- etc. 

polynôme double que donne l’équation de relation si l’on y met au lieu de 
Am,my Am/ii—i^ Am— etc. les quantités 

xy , etc. respectivement, et généralement xy^ au lieu de Am-t,m-f De là il 
s'ensuit que . 

1.0, Comme ce polynôme est le dénominateur de la fraction génératrice, 
on formera toujours le dénominateur d'après l'équation de relation mise toute 
entière dans un seul membre, en substituant dans cette équation 1 , a;, 

*=■, xy, etc. à la place de Am,,, Am-,,„ Am ,,-, , Am-,,,, Am-,,,,-,, etc., 
respectivement. 

a.-° Si l'on représente par a.,, le coefficient de x"y* du produit ci-dessus , 
Om,,x^y* sera un terme quelconque du numérateur de la fraction génératrice: 
on aura donc pour le coefficient de ce terme 

a,,, = p-.p'*.(«^), (,) 

où, en donnant des valeurs particulières à m et à n, il faut faire Om,, égal à 
zéro, dans tous les cas où les conditions de la question le permettent sans 
absurdité , afin de satisfaire à l’équation de relation , laquelle est ici représentée 
par p-.p'«.(at/f). 

3 .° La fraction génératrice étant ainsi déterminée , on aura , pour le terme 
général de la série récurrente la formule , 

= p".p'*.(r»«-), . (a) 

où, en développant le second membre, on ne conservera des dérivées de a, 
que celles qui représentent les coëfficiens conservés du numérateur, les autres 
étant zéro; et, en développant ensuite p". p'*. ar-' , on aura soin de prendre 
pour dernières dérivées de w celles qui le sont dans l’équation de relation. 

a 3 i. 
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aSi. La principale difficulté consiste donc à déterminer les coëfficiens du 
numérateur. Voici, je pense, ce que l’on peut, d'après ce qui précédé, pres- 
crire de plus simple et de plus général à cet' égard. 

Soit l'équation de relation quelconque représentée par 

o = [^]; 

on aura pour l'expression d'un coëfficient quelconque du numérateur 

« 

Au moyen de cette équation et des conditions de la question, et en donnant 
à m et à /{ des valeurs particulières , on formera le commencement de la 
série récurrente , dont on disposera les termes sous forme de rectangle ; on 
n'étendra ce commencement de la série que dans la région des m et n positifs, 
si , comme nous le supposons ici , cette série est toute renfermée dans cette 
région et si « n’est point zéro. On verra ainsi, en formant les premiers 
termes de la série , ou , en promenant l'échelle d* relation sur le tableau des 
termes de la série déjà formés , quels sont les lignes ou les termes où ne 
devient pas zéro, c’est-à-dire où l'équation de relation n'est pas satisfaite; 
les valeurs de Om,» pour ces termes seront les coëfficiens des termes à conserver 
au numérateur de la fraction génératrice. Il sera ordinairement facUe , après 
avoir calculé quelques termes de la série , de voir dans quelles lignes se prou- 
vent les suites de ces coëfficiens : on se bornera donc à les calculer ou à en 
trouver l'expression générale , ce qui est toujours censé plus simple que de 
trouver le terme général de la série. 

Cela fait , on aura pour le terme général de la série 

• • = p-.p’". (««-■), ; 

comme ci-dessus, 3° du numéro précédent. 

On verra par la suite que cette manière de procéder s'étend aux cas où et 
est zéro et où la série n'est pas bornée à la première région. Avant que de 
l'appliquer à des exemples qui l'éclairciront , il convient d'indiquer un moyen 
d'abréger les développemens dans beaucoup de rencontres. 

a3a. L'opération du développement de p"."ç’*. ee~' conduit en général à un 
grand nombre de termes lorsque les dérivées de « sont nombreuses; mais 
la plupart de ces termes deviennent nuis quand cc n'a qu'un petit nombre 
de dérivées ; voyons donc quelles sont les simplifications qu’on peut employer 

C c c 


m 
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dans ces derniers cas. Prenons un exemple particulier, mais suffisant pour 
tracer la marche A suivre dans de pareilles rencontres. . 

Supposons qu'on ait à trouver le coefficient de x”j'* dans 


(« -i- ffx -f; yx’ + y'xy ( 1 ) 

Ce coëflicient est représenté par , et il est facile de voir que le déve- 

loppement de cette expression ne peut être composé que de termes de la forme - 
«-r. fft. y^ y*. s'"‘ , abstraction faite des coéfficiens numériques. 

Pour déduire de pc~' un quelconque de ces termes par m dérivations divisées 
D et n dérivations divisées d' ; je remarque, i.’que, pour aller de a A s'", il 
faut , sur le tableau disposé en forme triangulaire , faire un pas horizontal et 
trois pas obliques ; a.” que, pour aller de « A y', il faut faire un pas horizontal 
et un pas oblique ; 3.® que , pour aller de « A y, il faut faire deux pas horizon- 
taux; 4<*’ enfin, que pour aller de « A C, il ne faut qu’un pas horizontal. 

Donc, i.®,’pour déduire i'"‘ de er' il faut faire t dérivations divisées sur 
or’, en donnant A « la seiile dérivée faire sur C‘ qui en résulte, t dériva- 
tions divisées d', en ne faisant varier que de y ; faire sur y'* que l'on obtient , 
t dérivations divisées d' , en ne faisant varier que y ; faire sur j"‘ que l’on 
obtient , t dérivations divisées t >' , en faisant varier S" seul : on aura de cette 
manière, pour le résultat de t dérivations p et 3f dérivations p' faites sur 
la quantité ± ce qu’on peut exprimer ainsi : p*. p'5'.<*-' 

le premier membre devant être pria dans un sens restreint, défini par ce qui . 
précède , car autrement il auroit une signification plus étendue. Le signe -f- 
ou le signe a lieu , suivant que t est pair ou impair. 

2 . ® Pour avoir y'*, il faut, dans le résultat précédent , faire s dérivations 
divisées D sur <*-*“' , en faisant varier « seul , ce qui donne 

± — i — ^ — f — îL . f*, g"'« ; ensuite il faut faire , sur cette 

1 , 9 .......... s 

quantité, s dérivations divisées d', en ne faisant varier que C, et l'on aura 

-t- J. , 1 ». — 

I. 9 i ' 

3. ® Pour avoir y', il faut dans le résultat précédent faire r dérivations divi- 
sées D sur a-*-*-' , « seul variant, ce qui donne 


(_^_iX-r-9) (-t-s-r) 


1. 




il faut ensuite faire sur Cr, r dérivations divisées d, ffscul variant, et l'on a 
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3.. 


^iIr£zfr£L 


'•y'V' 


I. ,"'i 



1. Q. i., 

= p<%- '+»<■. + 

4.® Enfin , pour aroir Cf, il faut faire sur dans le résultat précédent 

9 dérivations 'divisées d , « seul variant , et l’on trouve 
I >— r— i)f— r— g).. (—t—j — r)(~e—s — r—i)..(—e—s-—r—ç) 
t* s» 3««>*s* !■* 3* 3**«Br*a 1* 3« 3****^ 

= + = 

*• 3 (y + r + s -t- r) 

1. a. 3....Ç. s, a. 3.... r. 1. a. 3.... s. 1. a, i. 
le signe ou — ayant lieu suivant que ^-+-r-i-s-)-iest pair ou impair. 

On a donc p".p'*,«-' = p'+'+^'+f. p'î»+<.*-i , avec la condition cepen> 
dant que les lettres //, r, t, t doivent recevoir autant de valeurs différentes 
qu’il y en a en nombres entiers positifs ou zéro qui satisfont aux deux équations 
TO = 7 -(-ar-t-s-Hf, 

n = » ->r 3t. ' ^ 

Or* il y a quatre indéterminées et deux équations seulement , ce qui montre 
qu'il y a plusieurs taaniéres d'y satisfaire, qu’on déterminera toutes facilement 
par les méthodes de ■l’Ânalysb indéterminée : quand elles le seront , on les 
mettra successivement dans la valeur précédente de p'+'+"'+».p'^* + '.fl(“' , 
et la somme de toutes les quantités qui en résulteront sera la valeur de 
P“P’’;®r'. 

Si l’on a (« -+- ff* -t- , ori n’a qu’à faire dans ce qui précède r et t 

zéro, et l’on aura m = ^ + s, et n = s. Dans ce cas, il y a autant 
d'équations que d’indéterminées, et y et s n’ont chacun qu’une valeur, savoir 
q — m — nets==n. Donc- le développement de p”. se réduit au seul 
terme 


I. a. 


. ^-4- 


n+ l.ra+3... m 




i.a.3...(m — »). 1.3. 3...rt " ' 1. a... (m— 7»^ 

le signe H- ayant lieu pour m pair et le signe — pour m impair. 

Il suit des formules ci-dessus que, si le polynôme ne renferme, outre ae , que 
deux autres termes quelconques, ou , plus généralement , s'il n’est composé que 
de trois termes, on a autant d'inconnues que d’équations, c'est-à-dire deux , 
et que partant chacune des inconnues n’a qu’une seule valeur, ce qui fait que 
dans ce cas le coefficient de x"/* dans le développement se réduit à un monome. 
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On peat facilement tirer du procédé et du résultat précédens une régie 
générale, pour trouver hors de rang le coëHlcient quelconque de dans 
le développement de la puissance — 1 d'un polynôme où manquent tant de 
termes qu’on voudra , quels que soient les intervalles des termes restans , et 
même le coëQicient de dans le développement d’une fonction quelconque 
d’un pareil polynôme , par exemple , de (p(« •+- ffa: -h yx> 
mais ce n’est pas ici le lieu de nous arrêter davantage à cet objet. 

On peut même arriver par des voies différentes au résultat ( 7 ) ci-dessus ; car 
on peut commencer par /aire sur «-• de ( 1 ) un nombre ^-+-r-(-j-+-fde 
dérivations.divisées n, en ne faisant varier que « seul ; puis faire sur fft+'-t-'-t-' 
dans le résultat, r dérivations divisées 0 en ne faisant varier que? ; puis faire 
encore sur ?<-*•' + *, s -h t dérivations divisées n' ; ensuite faire sur 
dans le résultat, t dérivations divisées n' en ne faisant varier que y'-, enfin 
sur S"‘ du résultat, encore C dérivations divisées a', ‘ 

Exemple II. 


a33. Trouver le terme général de la table suivante , qui est le triangle arith* 


métique de Pascal, mis 

sous 

forme de rectangle , 

1 

1 

1 

] 

1 

1 etc.. 

• 

• O 

1 

2 

3 

4 

i ■ etc. 

O 

O 

1 

3 

6 

1 o etc. 

0 

0 

O 

1 

4 

10 etc. 

O 

O 

O 

O 

1 

5 etc. 

* etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. etc. 


Dans cette table, toute renfermée dans la première région, la première ligne 
horixontale est toute formée d’unités , la première ligne verticale l’étant toute 
de zéro , à l'exception du premier terme. La loi de formation consiste en ce que 
chaque terme est égal à la somme de celui qui le précédé dans la même ligne jiori- 
zontale et de celui qui est au-dessus de ce dernier dans la même ligne verticale. 

En désignant par le terme général demandé , la loi de formation de la 
table donne cette équation de relation 

Am,m Am-I,n -f- » OU O = 1 ' (l) 

Comme la table ne s’étend pas hors de la première région , il faut faire zéro 
les termes des trois autres régions , cctnme il suit : 


etc. 
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DES 

D à 

H. 1 V 

A T 

ION 

fi. 


etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

0* • 

• 0 

0 

0 

0 

0 

0 

etc. 

etc. 

0* , 


1 

1 

1 

1 

1 

etc. 

etc. 

0 

0 

1 

a 

3 

4 

5 

etc. 

etc. 

0 

0 

0 

i 

3 

6 

10 

etc. 

etc. 

0 

0 

0 

0 

1 

4 

10 “ 

etc. 

etc. 

0 

0 

0 

0 

O 

1 


etc. 

etc. 

ejc. 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. - 
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Si maintenant on met Om,» pour premier membre de l'équation de relation 
(i), en sorte qu'on ait 


Am— ly « — 1 

-Am-.„^Am,n, 


et si l'on donne à m et à n des valeurs particulières, 6n promenant le second 
membre de cette équation sur le tableau précédent , on voit que am,% est zéro 
pour toutes les valeurs de m et de ra , excepté à l'endroit désigné par des * , 
et que ce cas unique répond àm = oetn = o; partant tous les termes du 
numérateur de la fraction génératrice sont nuis à l’exception du terme ao,o=o, 
lequel devient = i , parce qu’on a , pour le cas marqué par des * , 

• _ ( - \_ J _ 

• • « 0,0 < J , A 1 

( ^ ^— 1,0 « 0,0 ) 

La fraction génératrice est par conséquent 


« ffx -t- yxy 1 — X — xy 

On a donc pour le terme- général demandé 

'Am, A = P", g'". (««-•> = ap".p'«.«- = p».p'».«-'. 

Or p".p'*.(*-‘ développé dans le cas présent se réduit ( n.® précédent) à ce 

, , n -4- I. n-(- 0 ... w» _ , « 

seul terme ± et, en mettant pour «, t, 
1, Q.... (m — n) f J 1 r 

y' leurs valeurs i, — i, — i,ona 

. 71-4-1. n-t-3 . u-4-3 rn m. (m — n + l ) 

I. 9. 3 (m — n) ri 3 n ‘ 

Lagrange parvient à la ntéme expression par des voies différentes , numéros 
10 et 14 du mémoire cité. 

D d d . 
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23^. -Si l’on suppose que les termes de la première ligne horizontale d'une 
table pareille à celle du numéro précédent forment la progression 1,2, 4 , 8, 
16, 3î , etc. ; que la première ligne verticale, au premier terme prés, soit toute 
formée de zéro , et que l’équation de relation soit 

on trouvera pareillement que l’équation de relation a lieu dans toute la table, 
excepté à un seul endroit, à l'origine, où l'on aura a= 1. Donc le numé- 
rateur n’aura de même qu'un seql terme , et la fraction génératrice sera 

a I _ 

« -I- Cx -4- y'jy » — 2.r — ’ 

d'où l'on tire le terme général 

m.(m — — a)..,, (m — n -1- l ) 

T. Z 3 n * ’ 

comme le trouvent LapLacb, Mémoires préseiués , tome VII, pages 96 et sui- 
tantes, et d'après lui Cousin , n.* 3 76 de son traité de Calcul différentiel et 
intégral. 

. 235. Enfin , si l'on suppose que l'équation de relation soit la même que 
n.° a 33 , mais que la première ligne horizontale et la première ligne verticale 
de la série soient des quantités quelconques données, la série étant toujours 
bornée à la première région : alors il est clair que a, b, c, d, etc. , et b' ,'c " , 
d '" , etc. ne sont pas nuis , et que la fraction génératrice est 
a + -H cx“ -t- d.v^ -H «x4 -t- etc. 

-I- b'j -4- d"'y^ -I- _-f- etc. , 

'■ ' ■ ■ ^ — > 

1 — X 

ce qui, par les numéros aa6 et a3a , donne , à cause qu’ici » == i , = — 1 , 

ff' = o,y=— 1» 

. ,m(m— I ) •( >1 + 1 ) . 

^ I. a (wi — Tl) 

^ (m- I )(m-a)...(n + 1) t»(>w-t) n 

1. a (m—i—n) i. a 1 ) 

(m — a)( m — 3}.... (n 1) „ ot(ot— i)....(n— 1) ’ 

^ 1. a (m — 2 — n) 1. a.... /i + a) 

_4_ d (tn- 3 ){m- 4 )....(n+ l) m{m- i )....(«-a) 

1. a (m— 3— n) 1. a . . .. (m — /i -|- 3) 

etc. . -t- etc. 
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Si on veut ordonner par rapport aux termes même de In série qui sont supposés 

donnés , on aura, par la formule du n.° , et en mettant au lieu de 

m. (m— i)....(n + i)„ m. (m— n+i) 

— - 1 expression — i 


1 . a (m—n\ 

égale , 

(m — i)(m— a ).... {m—n + i ) 


... n 


qui lui est 


Ami» — Ao,o “ 7 " 


I. » {n— I ) 


« 

V lé 


J 

(m— <i){m 

— 3 ) {m — n) 

m(m-i). 

. . (;n— n-ba) 

•^ 1,0 

1 . 

3 .. 


+ 1. » 

.... («T») 

À. 

(m — 3 )(tn 

— 4) (m—t—n) 

m(m-i).. 

. (m — n-f 3 ) 


1. 

Q .. 


^ 1. a.... 

(«-a ) 


(m — iYm- 

— i). ... (m — Q — n) 


. (;u — «-I-4) 

1. 

7 . . 

(«-0 

-t- ^o,Z 1 ^ 

... («- 3 ) 


-4- etc. • -H etc., 

formule qui s’accorde avec celle que trouve Lagrange n.” 14 du mémoire cité, 
pourvu qu’on change ei\ + les — qui se sont glissés dans cette dernière. Cet 
accord peut se vérifier facilement , si l’on donne àm et n des valeurs parti- 
culières. 

Exesiple III. (*). 
a56. Étant proposée l’équation de relation 

= pAm—\,tt—\ ”4" ( 1 p') An-^ifti i 

avec les conditions que , la série étant renfermée dans la première région , 
Am, O — I , m étant zéro ou un entier positif quelconque, et que Ao,ii= o, 
tant que n est > o, c’est-à-dire, tant que n est un entier positif; trouver 
l’expression du terme général Am,n en p et i — p. 


Je fais, pour abréger, i — p — q , et j’écris ainsi l’équation de relation 
o = j “ 

Leà termes de la série étant zéro dans toutes les régions autres que la pre- 


( — 
m,é ) 


(*) Cet exemple est la traductioa analytique du problème luîvaot» qm eit le premier de LAoeARoi. 
Voycx le auméro 49 du mémoire cité. 

M Un joueur parie d'amener un évéfiemeot donné n foU au moine en vn nombre m de coupe , la pro> 
M babilité de l'amener à chaque roup étant p, et par cooeéqueot celle de ne pai l’ametier 1 — p ss ^ S 
M on demande lé tort de ce joueur, n • 
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iniére, il est facile de voir,- en calculant au moyen de l'équation de relation 
et des termes donnés les commencemens de quelques lignes horizontales et 
verticales de la série , et même sans les calculer , que l’équation de relation 
n'a pas lieu quand n = o, m étant = o ou >■ o, c’est-à-dire que <»*,o n’est 
pas zéro quand m = o ou ^ o ; mais que = o polir toutes les autres 
v^urs de tn et de //. On a donc 

d’oü l’on tire a„,o — — y-^-i,o + -^o,« = -^o,o = i , et a,,o = a»,o = «î,o = 

« 4 <o = = «-,<• = — y - 4 - 1 = />• 

La fraction génératrice sera donc 

1 H- p.r -t- /Jx» -t- pi 


^«1,0 


= “ - 4 " 


px>* 


etc. 


« ffx -K y'xy 

les valeurs de « , 7' étant 1 , — q , — p. 

Le terme général^.,, = p".p’. (««-') sera donc, puisqu’il ne faut con- 
server que les termes où les dérivées de a ne sont point zéro, 

p".p"'.»-' -4- -h + />p"~*.p'".af-‘ etc. 

- 4 - /ip" + *. p'*.«r' -4- p^' p'".<«-‘ -4- ;ip".p'*.flr‘. 

J’arrête le développement au terme p*.p'*.a~‘, parce que dans le cas actuel 
l’indice de d ne peut être moindre que celui de d'; car on a ici ( n.* aJi ) 
m de la forme l-t-setn = s,lae pouvant pas être négatif et sa plus petite 
valeur étant zéro. On a d’ailleurs, par le même numéro aSa , 

«-t-i. n-fa m 




n + 1. n + a. 




" P*» 


1 , a (//* — //) ' I. a — /i) 

Substituant cette valeur dans l’expression précédente du terme général et écri- 
vant la série à rebours , on trouve 



rt -4- I . « -p 3 




-(n- 4 - i)pq 
n -P 


I. a 
M -P a {m — i) 


pqi - 

pqm - • - 1 


n -P I. « + a. « + 3 ■ , 

pq'i 


a. 3 

»-pi. n-pa m 

(m — n') ^ 


etc. , 


I. a (m — » — 1 ) ’ ' 1. a. 

C’est l'expression demandée. On peut la mettre sous une forme un peu plus 
■ simple; car, en substituant 1 — 7 au lieu du p entre les parenthèses et rédui- 
sant les coelficiens en nain}] on aura - . 
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= 

n. « + 1 . 7? + î . 

. O . -y 


n. rt + I... (m— il 

etc. H ^ ^ 

1 . i....{m—n) ' 




= — qAm- 


1,0 


*■,» » 


ce qui est l’expression que trouve Làgranob au numéro 49 du mémoire cité. 

337. Si dans l’exemple précédent on avoit pour première condition que 
Am, a = ( t — pT = I étant un nombre entier positif quelconque ou 
zéro , le reste demeurant le même qu’au numéro précédent, on verroit aisément 
que l’équation de relation serait toujours satisfaite , excepté pour les cas de 

_i pAm-x,-x 
1 J • X J 

( -nmiO 

Am -1,-1 étant zéro , puisqu’il tombe hors de la première région. 

Pour ces cas même , «o,o = a = Aa,o =<f° = i est le seul terme du numé- 
rateur qui ne soit pas zéro ; car on a 

«1,0 = — ^Ao,o -t- A,,o = — -f- ^ = o, 

«i,o = — ^Ai,o -f- At,o ^ — 7? -f- O , 

et généralement 

Om,a ^ — çAm-1,0 “i“ Am,o ^ “i“ 7 " ^ ® » 

de sorte que la fraction génératrice se réduit à 

1 1 

et -t- Çx H- y-sy i — px — qxy ’ 

ainsi le terme général se réduit au seul terme , et l’on a, sans 

aucun détour, 

n n -J- <». 


Am,rn — “ 




1. a \rn — n) 

C’est ce que trouve Lagrahob , n.® 5o du mémoire cité. 

a38. Si l'on avoit l'équation de relation 




P + Ç 
7 


Am—t — I 
Am*l,m “i" Am,my 


P + 9 

avec les conditions que Am,o = o , m étant = o ou > o , et que Ao,m = i , 
n étant positif quelconque )> o; la série étant renfermée dans la première 

E e e 
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région {*) ', ce cas se résoudrait d'une manière semblable à celle de l'exemple 
précédent. 

En effet , faisant pour plus de simplicité — ~ — = A et — - — = / , on 

P +.9 P + 9 

mettroit l’équation sous cette forme ^ 

O = j ~ 

et , an moyen des conditions , on trouveroit que la fraction génératrice est 

b'y -h- c'y* -+- d"'y^ ■+■ -4- etc. y -‘f- y’* -‘r- etc. 

« -+- ffx -t- y'xy 1 — loo — kjy 

Donc le terme général sera 

Am,m = = 

p«. -H P*. -+- P". p'*-5.«~' etc. 

-f- p"-p'»-i*-’ -+- p“p'-«f"’ -+- 

_ ,• . . I. 9. 3 m , 

Donc, puisque p". p".«“* = it -, ; ar*“‘b*“*y* 

. » r 1 V P 2 (to— 1.9 n ’ 

(n.” 939) , on a, en mettant pour «,• C, y leurs valeurs i , — /, — A, et 
écrivant la série à rebours, . 


mh-'k 


m,m — 1 


/■-•A» 


m, m^i. m — 0 


l . a 

m. m— I. m^^2. 




etc. 


IfiZÜ±2l/-.+ .A-r; 

^ mm • \ ’ 


1. 9. 3 (71— 1 ) 

et, en mettant aussi à la place de A et de / leurs valeurs, 

Am,m • 

m. m — I. m— 9 

9 


P m. m— ip> 

1 1 + m'- H — 

' ^ - 1. 9 r/=* 


¥ 


{p-¥9r , 


etc." 


1 . a. 3 

m. »i — 1. . . .(>w— w + 9) p»~' ^ ’ 

1. 9 ("—>). 9* 

ce qui coïncide avec l’expression trouvée par Laplacb, Mémoires présentés, 
etc . , tome VII , pages i3o et i3i , en faisant attention que m et n sont ici ce 
que Laplacb désigne par x — i et n. 


(*) Le problème d«« probabilité! qui coAdait à cet exemple «at le niivent t «Deui |ooeun « dont lee adreiaee 
« reepectire! «ont dane le raiion de p à joueni ensemble de manière que sur on nombre m de coupe il 
m en manquer au premier joaeur et coniéquemmeni m— jmu second, pour ga^er; U s'agit de déterminer 
• la probabilité respecUse de cas deux ^ooenrs. • C’est le problème ÛV de LàrLAca . Tifém* , 

tome VU, page laq, rapporté par Cooiin, numéros 586 et 687 de son îraUé d» c«/c«/ diffétemikl $t 
inUgralm 
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aSg. Ajoutons l'exemple suivant , traité par Laplace dans son mémoire sur • 
les suites (Acad, de Paris, pour 1779, pag. 287- 290), afin deTaire voir 
que notre méthode conduit directement à la solution dé ce cas. 

£xempx.bIY. 

Soit proposée l’équation de relation 

•^m+ ifM+i O, 

avec les conditions que , la série ne s’étendant que dans la première région , 
les termes Ao,o « > etc. , Am,o « etc. de la première ligne horizontale , et 

les termes >^a,i > etc. , Ao,», etc. de la première verticale soient des quan- 
tités données quelconques : on demande l’expression du terme général Am,». 


Je mets m — letn — làla place de m et dé n , et l’équation de relation 
prend cette forme 

— ’)/Aim-x,»-i ~ ÇAm,»—l 

— QAm— I , ■ Am,» , 

équation qui coïncide avec celle du n.° si3 , si dans celle-ci on (ait a = 1 et 
qu’on donne le signe — à y; et les conditions sont aussi les mêmes 

qu’aux numéros 9i3 et suivans. On aura donc par la formule du n.<* 937 , en 
y écrivant les séries à rebours , 

. — (‘)* 

Am,o-^'*.CS-' -+-^-,,o(D.p'*.or' — fp'*.»-*) -1- >!f-..,o(p".p'*-*-' — eo.p'-.«-) 

-H etc. -t- ^.,o(p-'.p'«.«- — ep->. p'*.«-*) H-^o^oCp-.p'".*- — ffp-'.p'*.«-') 

■+■ ^o,.p".0f-' yfo^_.(p-.D'.ar> — ff’p-.<*-) •+• v^o,.-,(p-.p'>.«-' — e'p-.n'.*-') 

M-etc. -4->^o,i(p-.p'"-’.«-‘ — e'p"- p-».«-*) — ^0,0. Cp-.p'— 

Il est trop aisé d’avoir , au moyen de nos méthodes , les développemens réduits 
des quantités affectées de n et de o', pour que nous les placions ici, il suffira 
quand on les aura trouvés, de mettre 1 , — — 7*1 é la place de «, 

S, C t y' respectivement , les autres dérivées de « étant zéro. 

Si dans la formule à laquelle parvient Laflace, page 990, on exécute les 
substitutions et les développemens indiqués , et qu’on ordonne suivant Am,» > 
•^•.1,01 etc., A»,», etc.,.on aura la formule suivante, remarquable par 

la loi quj y règne , 
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• ^-.,o { « cy' 4- ffc' ) e'— e -+- ' ( y' -t- f ff ' ) * e*-* j 


1 . *1 

n.«-i 


4->^-5,o{«(y'+e?')e'— (yH-cro^e'-^j 
U(y' -+- SC')C-’C^ 4- 3. ” (V 

«(yH-crK'*-'?— -H(m- i)"-i^(y4-cr')’C'-«e-* 

* m-i.- m-5 n. n- 1 . n-a , , u._ > 

(y' 4- CT' )î e'»- î f 4- etc. 


etc. 


1 . a 1 . a. *3 

■ C* 

• ^(y' 4- Gf’) 

■ { m (y' -i- er ) G— s* 4- (y' 4- œ' )= G“-> } 

1 • Q • 

m. m-i 


m, m-i.m-2 , 


>^o,-îi W (y'4- œ') G— G'=4- a. GG' )» G—G 4- " j; J (y'4^Ç)5G-s } 


4^tc. 


' \/*—i r'«_i _j_ /» _ r,\ — L (y —a f '«-3 


^fra(y 4-GG')G“”‘G'*"* 4- (« — a) ^ ^ 


n — <i. n — 3m,m.— i.m — i 


1 . 


lC*G'-4-(»-i)OTCy'H-CG')G^-G'-4 ^ , 

rt— 1 . n— a. n — 3 m. m— 1 . n; — a 


J . a. 3 

n— i.n — a m.m-i 
1 . a 


(y' 4- CG^5f-3e'.-4 + etc. 

(yîl-œ')>C-ae'. .J 


J ^ ^ 2 (y'-4GG')îG*-3G-ï4-etc.' 

11 est aisé de s’assurer que le développement réduit de notre 'formule (») 
s’accorde avec la précédente ( a ) , les parties des termes étant seulément 
ordonnées d’une manière différente dans celle-ci. On peut donner une 
démonstration générale et rigoureuse de l'accord des deux formules en démon- 
trant, d’abord la vérité dn développement suivant, remarquable par l’élégance 
de sa loi , savoir : les seules dérivées de et étant G, G' et y, on a 

p-.p'-.«r‘ 
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p".p'».«r' = ± I 


^ -+- m. n.e— C’— (CT — cty') 

m.m-t n. n-i 


: -H etc. ( ’ 


.( 3 ) 


{ I. a J. 2 

en continuant la série jusqu’à ce qu’on arrive à des coëfliciens qui deviennent 
zéro. Or la démonstration de ce développement se déduit assez facilement (*) 
de celui de qu’on trouve par nos méthodes, et qui est (n.° 1 5o) 

p-.p'«.»- = , (4) 

Ç-r—"* V — r-r-/ 

i. a « 1 I. a (a — i) ' 

. m.m-i m+i.m + a (m + n-a) . » «i . 

rt — — rp etc. 

I. a 1. a («-a) 


a4o. Kous n’apporterons pas un plus grand nombre d’exemples; les précé- 
dons, quoiqu’ils soient très-simples et que l'équadon de relation n'y soit com- 
posée que de peu de termes , suffisent pour faire entendre la méthode et 
pour montrer qu’elle est générale , quel que soit le nombre des termes de 
l’équation de relation , pourvu que la série ne s’étende que dans la première 
région et que « ne soit point zéro. Mais si «"est zéro , ou même, en général, 
si la série s’étend dans d’autres régions que dans la première, alors cette 
méthode, quoiqu’elle ne soit pas en défaut, à proprement parler, a besoin 
cependant qu’on lui donne plus d’extension , et présente des difficultés qui 
ne se rencontrent pas dans les cas déjà traités. 


( * ) E.n effet , en développaai per U n.* 3 les preinieri membres et par le o.* 87 ou 99 les seconds membre* 
des équations * * 

+ * .* n.lV-l «.*-1 ONfim.ia^S) 

— — , f , n — n — ^ 1 ■ etc* . 

1.2.../S I.9...A 1.9...» • I. a 1.2... n I. U 1. 2... n 

PI étant .= I , et les dérirées divisées suivantes de 1 étant séro • on troure sans peine 
m+i. m + e... (m4-n) m.n«>I n.n-i . m. n • 1. n • 2 

I. a » ^ ^ 1. 9 I. a 1. 2. 5 I. t. 3 ^*‘'**» 

m m 4 -t. m.m>i n. »•* . • m...m-9 n...n-2 a...a.5 

— - f =m. — ». -g-. e -4«a> ^ ^ 4 - etc. . 

• I» t ..lo*!) I. g 1. t 1. 2. 3 ». 2. 3 ^ 1. 2.3.4 t.a.S.é’ 

m-l.m m-4-1. , m.m-i.m-g a.a-i.a- 2 .. m. .m.S A...n<S 

1. . — 1 . («-.) — TT 2 . î ■ s. y ’ 

etc».... Substituant ces séries dans le développement (4)» *1 devient 


^ m. A. I 




!• a A. 9 

m. m — 1 A. A->1 


, *^a Ça. . I Ç* •- 1 y* — etc. 


^ etc. 


Celte formule, féduiie par colonnes verticales, donne la formule ( 3 ) ci-desetis. 


F f f 
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(II) 

a4i> Si la série s'étend dans les régions à exposans négatifs de x ou de^, 
alors , pour former la fraction génératrice d’après l'équation de relation et 
les conditions de la question , après avoir fait en sorte que les plus hauts 
indices de A dans cette équation soient m et n , on formera le dénominateur 
comme 1 .°, n." e3o. Ce dénominateur n’aura donc de cette manière qiie 
, des exposans positifs de x et de y. 

Puisque le numérateur est en général égal au produit de la série multipliée 
par le dénominateur , il est clair qu'en général il s’étend aussi dans les régions 
des exposans négatifs de x et de : il est donc nécessaire d’examiner quels 
sont les termes où a.,. , dans r . , 

ne devient pas zéro , en donnant à m et à n des valeurs particulières , non- 
seulement positives, mais encore négatives; [A] indique, comme ci-dessus 
n.* q3i , l’équation de relation dont on a fait passer tous les termes dans un 
seul membre. 

A cet effet il faut , au moyen de l’équation de relation et des conditions 
de la question , calculer quelques-uns des premiers termes de la série , non- 
seulement dans la première région , comme n.° ^3 1 , mais encore dans les autres 
régions : on verra ainsi quels sont les lignes ou les lieux où am,m ne devient 
pas zéro , c’est-à-dire , où l’équation de relation n’est point satis&ite ; avec ces 
valeurs de am,m on formera le numérateur de la fraction génératrice. 

a4a. Cela ne suiEt pas dans oes cas : il est de plus nécessaire de savoir par 
quel terme du dénominateur il faut commencer le développement de la Anc- 
tion génératrice, c’est-à-dire, si le dénominateur est par exemple Cx -|- C'y 
-f- yi3 -f-y'.vy, il est nécessaire de savoir si c’est C ou C , ou un autre coëfE- 
cient qu’il faut faire entrer dans l’origine des dérivations ; on se décide ordi- 
nairement en examinant quelles sont les régions dans lesquelles s’étend la 
série 'récurrente , les limites de la série dans ces régions , la direction de ces 
limites, et ensuite les formes du numérateur et du dénominateur. 

Quand « n’est point zéro et que la série est renfermée dans la première 
région , c’est-à-dire , dans les cas traités précédemment, il faut toujours com- 
mencer le développement par « : mais il n’en est pas de même dans le cas 
où', sans que « soit zéro, la série s'étend hors de la première région, ainsi 
que nous le ferons, voir par la suite. 
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243 * Voici à présent un théorème au moyen duquel on peut trouver l’ex- 
pression du terme général , en commençant le- développement par un terme 
quelconque du dénominateur, ou bien , pour nous exprimer à notre manière , 
en disant entrer dans l’origine des dérivations un coefficient quelconque du 
dénominateur. 


THéOAÉMB. 

Étant proposée la fraction 

« -t- 4-r - 4 - ex* •+■ dx^ - 4 - e'tc. a ( a -k £v -i- y . v -f- Jx* - 4 - etc. - ' 

-hb'y-i-dxy'-i-d'xy-i-etc. l 1 -h -h etc. ^ 

-t- dy* -f- d"xj* -+- etc. > X N *+■ y y* -4- etc. 

- 4 - d"'y^ -4- etc. l / ^ 

-4- etc. J l -H etc. 


et le coëfficient de x'^* dans son développement étant représenté par .dm,m ; ce 
coëfficient , en q>renant pour origine des dérivations non aer ' , mais en général 
a»r,s ~* , or,t étant le coëfficient de xy dans le dénominateur , sera donné par 
la formule suivante : . 

+ — + + — etc. I 

{ g" + — p"-+- } 

_(_c|p-4-«.p'.+ f *, -I _ p»+>^-».p'« + *'.(«.as,,.->)-4-p"+î'-».p«+5'.{«>.«,,,-*)-etc. j 

-4- etc 

• • 

-4-i'{p-+'.p'*+'->.«,,r'^**»-'' p'*+"-'i(«.«r,.-*)-4-p"+ï'.p'*+^-' ,-5)-etc.} 
if- c' I p-+-'->.p'-t-^'.«,,.r‘ - p"+>'-'.p'*+*'-'.(« <*r,/>)-t-p"+5'-.p'«+5'-i.(«».*,^,-ï) - etc.} 
-+-</' { p"+'-»g'*+^'«r,,-> - p-+"-’.p'»+"-'.(«.a,,,-«) -f-p’H-3^-i.p'-f-5--i.(aî.«, ,-3) _etc. j 

-4- etc 

-4- c" j p*H-'.p'*+«. _ p-H-«r.p'« 4- - 1 ) p-+3r -5; _ etc. j 

-f- <i''jetc. } - 4 - etc 

où l’on a en général pour un terme quelconque qui entre dans la composition 
de cette formule : 

(p-+'-'.p''-+- — p-+ p'"+"-». (a. J 

j-4-p”+î'-/’.p'*+î'-».(«*.«r,.-*.) — p" + V“/’.p'*'+'^"*.((*.*«r,j~<)-4; etC.}’ 

P et q pouvant être positifs ou négatifs ensemble ouaéparément. On rejettera les 
termes et les parties de termes où les indices de n ou de d' deviennent négatifs , 
ce qui ffiit que la formule est toujours composée d’un nombre fini de termes. 
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Pour le développement réduit de cette ftjrmule, il faut observer ce qui suit: 
Supposons que ctr^ soit «),i == en écrivant les coëflGciens du dénominateur 
suivant l’ordre qu’ils occupent dans le polynonie, mais en les disposant - en 
rectangle , on mènera les deux lignes de démarcation comme on les voit ici : 


1.; V 

et 

C 

y 

S 

a 


1 

etc. 

’C 

1 

y 

r 

f 

ê 


v' 

ff 

etc. 

y" 

S" 

s" 

f' 

1 ” 

ô". 

/' 

etc. 

r 

t'" 

è" 


ff" 

tu 

t 

x"' ' 

etc. 



•V" 


r 

x"'. 

A'" 

etc. 

r 


6^ 


K*' 

A’' 

h" 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 


De la position de ces lignes on tire les conséquences suivantes : 


1 *. Toutes les lettres renfermées dans l’angle ont des dérivées indéfiniment 
tant par rapport à o que par rapport à d'. 

2 .® Les lettres des deux premières lignes horizontales ont des dérivées indé- 
finiment selon D , mais celles de la seconde de ces lignes , à commencer par 
c', n’ont pas de dérivées selon d'. 

3w® Les lettres des trois premières verticales ont des dérivées indéfiniment 
selon d'; mais celles de la dernière de ces lignes, à commencer par n’ont 
point de dérivées selon n. • ' 

Si c’est par en général que commence le développement , la ligne hori- ^ 
zontale de démarcation sera placée après s lignes horimntales, et la ligne 
verticale , après r lignes verticales de coëfficiens du dénominateur. 

On regardera au reste u et ou « et commodes premières quantités. 


244* Nous allons indiquer l'analyse qui conduit à ce théorème et qui lui 
sert de .démonstration. 

Supposons qu’il faille développer la fraction proposée en prenant pour ori- 
gine des dérivations , c’est-à-dire cct'~' : je divise le numérateur et le 

dénominateur par qui multiplie J', je fais = 2 (on feroit xr'y~' 

= Z, si l’origine des dérivations étoit axr,i~' ) , et j’ordonne suivant les dimen- 
sions àe X ei Z', la fraction proposée prendra cette forme , 

d' -h 
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! 


d' 4 - e'x 4 - y'x’ 

4- ^xî 

-f- h'x^ 

-+- etc. 

-f. e-y fxjr 

g"xy 

-+- h"xy 

■+■ etc. 

: 

4 - ^''xy 

-+- h"'xy» 

4- etc. 


■+- 

4- 

-4 etc. 



4- hyi 

4- etc. 

, , 

• 

1 

4- etc. 

az -f- bxz 

-f- cx’z 

4- dx^z 

etc. 

4- ^>z 

-+■ c'xj'Z 

'0 

0 


4- c'y^z 

4 - d"xy‘‘z 

0 



4 - d'yz 

4- etc. 




-+- etc. 

t' 4- s'x 4 - ^x» 

4- 

4 -' tf'x4 

-H etc. 


t"y -+- i"ocy + lî'xy 4 - -+- etc. 

: -I- -+- H- 4- etc. 

: : 4- V''/’ 4- etc. 


• • 

* 

4- 

■+■ etc. 

1 l 

• 

• 

• 

4- etc. 

€tz ■-+- ffxz 

-f- yX^z 

4 - <Jx*z 

-+- etc. 

4- eyz 

+ yxyz 

0 

0 



4- S"xy^z 

0 


• 

4- ry^x 

-f- etc. 
■+- etc. 


« 


9)2 


« 


(z ou d’'.a.z 


De cette manière chaque polynôme double a été transformé en polynôme 
triple incomplet , car z n’y est qu'à la première puissance ; et chaque poly- 
nôme a été séparé en deux triangles , dont le second n’a que la première ligne 
horizontale et les deux premières obliques ; le nombre de ces lignes est déter- 
miné par les indices de »,,, , par lequel on commence le développement : 
ainsi , si on commençoit par ccr,i , il y auroit s Lgnes horizontales et r obliques. 
Les deux triangles de chaque polynôme sont tels que, le preipier étant placé 
dans l'espace vide dn second , les coëlllciens vont de suite sans interruption. 

On remarque qu’en prenant S' pour premier terme du dénominateur et 

G g g 


Digitized by Google 


210 


DU CALCUL 


aS'-' pour origine des dérivations, il faudra regarder les coëniciens «, C, 
S', etc. du second triangle , indiqué par bt , comme les dérivées par rapport 
à -Z des coëfFiciens du premier triangle , indiqué par a ; de sorte qu’en dési- 
gnant par d’’ la dérivation relative à a, on aura u'.S' = », d.d’’.^'. = d’'.8' 
= S, o'.d'.S' = d’'.s" = €', p’.d'.S' = = y, et ainsi de suite. 

Représentons par C<z) la fraction précédente entière et les parties triangu* 
laires qui la composent par les lettres que nous avons mises à la suite de ces 
parties, et nous aurons 

== Tk = («-+- -+- d '- «•*)“' = 

A . ù. Z 

(a -+- 9a)(a"* ■+• p''î.a-«,a3 ■+■ p’'4,<r'.z4 -f- etc.), 

ou, en efîectuant la multiplication par V -I- SSa, et écrivant le produit partiel 
par 99a le premier , 

(a) = 93.a-*.a 99.n’'.«-'.a» - 4 - 99.p’'3.a-‘.r* 99.p’'5.a~'.a4 ■+. etc. 

-I- a.tt-' a.D’'.«-'.a ■+■ a.p''’.a-'.a> -I- a.p*'3.a-'.a^ -I- a.p’'4.<r'.a4 -)-etc. 
De là on tirera aisément le coéllicient de a.’y dans le développement de (a), 
Enefîet, puisque a est ici= , les termes affectés de x* + »y+‘a, 

ar"+4^ + >z“, x’‘+Vy*+rzt , etc. seront tous des mêmes 

dimensions On voit donc, qu'en substituant dans la dernière équation, 

au beu de 99, a et a, leurs valeurs en séries ordonnées suivant x et y, pour 
avoir le coëfficient de x*'y* dans (a), il faudra prendre le coëflicient de x" •+• •j'» + • 
dans 5B.a-'.a , ensuite celui de x"+4^-n dans 99.p\a-*.a>, et ainsi de suite , 
puis le coëfficient dex^* dansa.#-*, le coëfficient dex* + *^"+ • dansa. p’'.a-'.a, 
et ainsi de suite; de sorte qu'on aura, n.® 187 , en ordonnant par rapport à 
a, b, c, d, etc. b', c', d\ e\ etc. c", <i'',‘etc. et désignant par Am,m le coëf- 
ficient de x“/* dans (a) , 

Am^m 

a(p**+*.p'*+'.^'-'* -1- p"+<.p'* + ».D’'.J-* ■+■ p"+«.p'«-t-ï.p''3.^-i -f-etc.) 
i(p" + ‘.p'"+ -4- p"+*.p'"+*.D’'.|'-> -t- p"+*.p'*+î.p’'>.^'-* -t- etc.) 

- 4 - c(p-. p'"+ *. (î'-* p"+ *.p'*-»->.D’'. J - -H p— t- 4 . P*. + s.p’'a etc.) -H etc. 

-h p' + ^-p'^ + '-n”.#''-* -4- p*+®.p'‘+».p’'’.J'-> -(-etc.) 

-4-c'(p" + ‘.p'*.<}'-' -(-p"+®.p'*+*.D''.(î'-‘-f-p"+®. - 4 - etc.) 

-I- <i'(p".p'".i'-* -(- p" + *.p'* + *.d’'.^'-> - 4 - p“* + 4 .p' 4 +i.p’'a.J'-t - 4 - etc.) 

-(- etc. -h c"(etc.) ■+• etc. 
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A présent , si on reporte les yeux sur le dénominateur de la fraction pro- 
posée , on verra que toutes les dérivées des lettres simples du premier triangle 
a, où D*' auroit un indice supérieur à l’unité, sont nulles , car il n’entre dans 
le second triangle bz d'autre puissance de z que la première. Ainsi = o, 
= O, p’'».s’ = o, etc. De là il s’ensuit que, ce étant la dérivée d' 
de i' , comme on l’a vu ci-dessus , il est évident qu’on a 

= — S'-'b\S' = — <!'->.» ,- 
= -h 

p''*.J'“‘ = — S'~*- , 

p’'4.J'- = -f- , 

etc. 

Substituant ces valeurs dans la formule précédente , on a pour le coëfGcient 
cherché de x^y * , y 

a(p"+*.p'«+'.^'-' — p"+<p'"'^*.(*.J'”*} p"+®.p'"+*.(i»'./'“*) — etc.) 
-t- i(p*+'.p'» + '.^'-* — p“ + î.p'*+ •.(«.<!'-*) -4- p"+*.p'»+*.((»’.i'-^) — etc.)' 
•+■ etc 

AVp*+*.p'».J'-‘ — p"+'*.p'*‘*''.(«.(î'~*) -+- p"+®.p'*+*.(«*.J'“*) — etc.) 
-^-c'(p--^->.p'^(^-• — p"+*.p'‘’+‘.(«.i'->) + p*-‘-*-p''’ + *.(pe^.J'-®) — etc.) 

-I- etc. -h etc. 

On voit en outre par la forme du second triangle bz que S, e, i, vi 
n’ont pas de dérivées selon d' et que 7', J', a", etc. n’en ont point selon 

D ; ce qui fait voir la nécessité des lignes de démarcation dont nous avons 
parlé dans le numéro 243. 

La même analyse s'étendant en général au cas où l’on prendroit eer,txy pour 
premier terme du dénominateur , on en conclud aisément le théorème précé- 
dent, qu’il s’agissoit de démontrer. 

Ce théorème est dû à Français, Professeur de Mathématiques à Colmar; 
je lui avois communiqué mes méthodes de dérivation et l’application que j'en 
frisois aux séries récurrentes doubles , ce qui lui a fourni l’occasion de trouver 
ce théorème et de faire des observations sur les cas où les séries récurrentes 
doubles s’étendent dans différentes régions. 

245. Des applications à des exemples vont éclaircir les régies que nous 
venons de donner. 
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£xbm»lsV. 

Soit proposée l'équation de relation 

dans laquelle cc est zéro , qu'on ait pour condition que les termes //-, C, 
D'", etc. de la première ligne verticale de la série soient données ou arbitraires, 
ceux de la même Ugne étendue dans la quatrième région étant zéro, et qu’on 
suppose zéro tous les termes de la série dans les seconde et troisième régions: 
on demande l'expression du terme général de cette série. 


£n disposant les termes donnés par la question , comme on les voit ici: 


O 

O 

o 

etc. 


y^OfO 
■'^ 0,1 
■'^ 0,1 
etc. , 


«O,. = 


on verra facilement , en promenant sur ce tableau de la série le second membre 

J . ( y' Q'yém,m-l ) , , . 

de 1 équauon a»,, = } > , qu on pourra faire a*,, = o 

' ( -(- b/l«i_i,« • ) 

pour toutes les valeurs particulières de m et a, excepté aux endroits qui répondent 
à ao,i, ao,a, Oo,s, etc. a»,», etc., pour lesquels on a généralement 

j H- I _ . 

ainsi ao,o étant = o , les seuls coëfGciens qui restent au numérateur seront 
b> = , c" = r ,d'"=: e* " = €'^o,s, etc. a„,. = C'Ao,^, , etc. , 

et la fraction génératrice sera 

l,y c"y^ ^ d'"y^ -+- e"'y'f -+- etc. -I- -+- etc. 

Çx 

H- f > H- y'vy 

Puisque la série ne s'étend pas dans les régions des exposans négatifs de x, 
on voit qu’aucun terme n’y sauroit être affecté de x-‘ , x-» , etc. , et que dans 

* le 
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le développement de cette fraction on ne peut prendre ni Gv ni y'.rj’ pour 
premier terme du dénominateur, mais qu'il faut prendre ainsi l'origine 
des dérivations sera aG'"' , et l'on aura par la formule du n.° i\'i , en y faisant 
r=o et s= 1 ,et mettant au lieu de n, b\ c", d"\ etc. leurs valeurs précédentes, 

, ' (*) 

— p-.p'-t-'.(«.e'-*) -H p“.p'"+*.(«^.c-^) — etc.} 

-l-f'^o,i|p".p'*-‘.'r-‘ — p*.p'*.(«.e'-’) H- p'".p'*+*.(<*=.C'-ï) — etc.} 


etc. 


-i-c'/^o,.ip-.r-* — p-.D'(<*.e-‘) -H p-.p'>.(<*’.r-*) — etc.} 
-l-C'><o,«+i[p".p'-'.e-‘— P".(«.C'-’) -+- p*.d'.(«>.C'-ï) — etc.} 


etc. 


-*-e'v^o,.+-{p".p'-".e'-‘ — p-.p'— +'.(«.e'->)-4-etc. ± p-.(«".r— ■)!• 
Puisque r = o et s = i , les lignes d'origine ou de démarcation prennent ici 
la position suivante (n.°a43), en disposant en rectangle les coëOlciens du 
dénominateur , . 

, a Ç O 


f' y O 

o o O 

• 

Ainsi ni « ni C' n'ont de dérivées selon d' , car y' est zéro. Donc tous les 

termes de la forntule précédente ( i ) affectés de o' avec des indices positifs 

sont nuis, et, tous ceux à indices négatifs devant être rejetés, la formule se 

réduit à ' . * , . 

, y1m,n = (a) 

C'{v^o,»p*.C'-‘ — -^o,»+.p'“.(».r-*) ■+■ y^o,» + .pî".(«’.C'-*) — etc. 

zp ^o,.4—ip*-(<»— -f— ; ± >)}. 

Donc, à cause de a = o, o.ae = G, et p^« , p^«, etc. = o , on trouve, en 

exécutant les dérivations sur œ , qu'on fera zéro ensuite , 

— etc. ± 
p— = 

„ 1) ^, 

1 . a ^ I. a ..A 

le signe -f- ou — . ayant lieu suivant que m — A est pair ou impair. 

H h h 


Or on a ici 
. A+i. A+a . . . 


0 
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m.m^t 


( 3 ) 




— /#o,» y "* + Ao,n + fTny'"~' S -t“ Ao,n-f 


y'M-i fa 


^ + etc. ■+■ Ao,n-i.m-i‘fHyC^^ -t- ■Ao,m + «t-C"] I 

le signe supérieur ou inférieur ayant lieu suivant ,que m est pair ou impair. 
Ce résultat s'accorde avec celui que l’on peut déduire d’pne solution différente 
du même exemple , donnée par Laflacs dans les mémoires de Paris, année 
*779 1 n.«*XVU, page 267. 

Si l’on fait n négatif dans la formule ( i ) ci-dessus, on trouve , en rejetant 
les termes et celles de leurs parties où les indices de d sont négatifs et ceux de 
d' négatifs ou positifs ^ o , que cette formule se réduit à la suivante : 

= (4) 

± C j ^o,op*. •) — Ao,, p-.(«’+ ■.?'—*) -4- A.,,, p-.(«"-*- >.e'— î) — etc. j 

laquelle , à cause que « = o et que sa seule dérivée d est C, devient 


A„,-n = (i) 

drf' j v4„,„.e'p--.e'— • - + >p"— ‘.C'— *p— - etc } . 

D’où il suit que Am,-* n’est zéro qu'autant que w» est <[ «. Ainsi la série 
récurrente s'étend, sous forme de triangle, dans la quatrième région. 


£xbsipl.e VI. 

246. Étant donné le commencement de la table suivante , où chaque terme 
est formé de la somme de celui qui le précède dans la même ligne horizontale 
et de celui qui le suit d'un rang dans la ligne horizontale immédiatement 
supérieure , avec la condition que chacun des termes de la première ligne 
horizontale soit égal A l’unité : on demande le terme général de cette table : 


1 

1 

1 

• 1 

1 

etc. 

1 

1 

3 

4 

5 

etc. 

9 

5 

9 

*4 

30 

etc. 

5 

*4 

ag 

48 

75 

etc. 

M 

4 * 

go 

i 65 

375 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 


L’équation de relation est A„,* z=Am~i,* -+- + j’y mets m — i au 

lieu de m, et elle devient 


Digitized by Google 


DBS DER1TA.TIONS. 


fiiS 


I 


ainsi ec est zéro ,C=i« S' = — i>y = — lyles autres dérivées de ee étant 
zéro^ 

Je continue la table pressée dans les autres régions au moyen de l'équation 
de relation , et j'ai ce tableau 

etc. I etc. 


etc. 

. 

. ■ 

. 

. 

. 

. 

' . 

. 


- 

0 

etc. 


• 

• 

■ 

• 

• 

• 

• 


0 

0 

0 



• 

• • 

• 

• 

. 


1* 

1 

1 

I 

1 




• • 



-1* 

0 

1 

a 

S 

4 

5 


etc. 

« 

. 

0 

— 1 

— 1 

0 

a 

J 

9 

»4 

QO 

etc. 

etc. 

- 

O O 

— 1 


— Q 

0 

5 

«4 

a8 

48 

i 63 

75 

Q75 

etc. 

O 

O — l 

-3 

-5 

— 5 

0 

•4 

42 

qo 


O 

-1 -4 

-9 

-14 

-M 

0 

42 

i 3 a 

297 

572 

1001 




etc. 


etc. 




etc. 


etc. 




où les termes marqués par des points demeurent indéterminés, parce que' rien 
de ce qui est donné ne peut conduire à les déterminer; ils sont donc arbitraires. 
Faisons les égaux chacun à zéro. On pouiroit leur donner d'autres valeurs, 
sans que la partie de la série comprise dans la première région en fût altérée. 

Je vois facilement que dans la supposition que nous venons de faire , l'équa- 
tion de relation a lieu dans toute l'étendue de la série , - excepté aux deux 
endroits après les termes desquels nous avons mis des*; ces endroits répondent 
aux termes 0i, O et -O-,,, du numérateur, dont les valeurs sont 

— ( — ^_i,oï ^ 

\ — y4^i,o-i-yio,o ) ' ^ j — ^-3/1 J 

tous les autres coëfTiciens du numérateur sont donc zéro. Ainsi le numérateur 
se réduit à x—x-y, et la fraction génératrice est 
x'— •r"*jr bx -I- 

X — x^ — y Cx + yx^ -1- C'y 

Ici le développement doit commencer par Ç, de sorte que l'origine sera 
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et, en faisant, dans le théorème du n.° 143 , r z= 1 et s = o , on aura, en 
observant qu’ici l’indice y de devient aussi négatif, 

‘^m,m 

H- p"+*.p'*.((*’.e-^) — etc. j 
— D*+ 5 p'«-«.(a(.ff-*) -+- p"+<p’*“'.(«’.e-’) — etc.}. 
Les lignes d’origine ou de démarcation prennent dans ce cas la position 
suivante , en mettant les coëiTiciens du dénominateur sous la forme de rectangle , 


Ainsi et n'a point de dérivée selon d, donc le signe d n’affecte point «; et 
puisque, par la nature du dénominateur, et n’a d’autre dérivée selon o'que C', 
on donnera facilement au développement précédent la forme suivante, en 
mettant pour b et a.,,, leurs valeurs 1 et — 1 , 

-^m,H 

p^.p'*.?-' — fp^+np'»-*.?-* + r^p"+*. p'»-’.ff-ï — etc. 

p»+».p'«->.ff-' ■+■ ff'p*+*.p'»-‘.ff-« — ff'»p"+4.p'»-î.f^ ^ etc. 

Mais , f n’ayant d’autre dérivée que y , tous les termes dans lesquels l’indice 
de d' n'est pas nul ne donneront rien : il n’y aura donc dans la première ligne 
de cette formule qu’un seul terme i conserver et un seul dans la seconde ; 
et l’on aura ainsi 

± e'*p-+*.e— ' ± e'*-*p-+ • 

on , en développant encore , 

S -t- C\ C”+»y'» + ’»X»+ 3 ).^..(^n+m) 

1. .a. 3 (m + n) , ^ 

. _ 7i(rt + !)(» + a) (a/i'+m). 

— • 1. a. 3 (»»+«+!)*’ ^ 

Mettant pour C, ff', y leurs valeurs 1 , — 1 , — i , on aura 

^ • • (au + m) _ ) (au-t-OT) 

1 . a (/»-t-n) T a 

(n-t-iVn-4-a). . . (an-l-tn) ... 

1 . a (m-Hn-+->) 

^ (m-|-n-+-a)(m-+-/H-3)(/»-t-«-|-4) (wi-4-an) 

— — T — ; 
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ce qui est en effet l’expression du terme général , comme il est aisé de le 
vérifier en donnant à m et à n des valeurs particulières. 

Exemple VII. (*) 

947. Étant donnée l’équation de relation • 

-i- ( I « (l) 

avec les conditions que Am,o = i , m étant un entier positif quelconque , et 
que.<^o,«=o, n étant un entier quelconque positif ou négatif, excepté lorsque 
/* = O, auquel cas i; que de plus on suppose Am,*= o pour toutes 

les valeurs négatives de m : faisant i — p — q^ pour plus de simplicité , on 
demande le terme général. 

Je mets d'abord n — 1 au lieu de n dans l’équation de relation , et je récris ainsi 

Î — 

O 9 (2) 

— qAmr.Xfl 


on a mis un o dans le second membre pour conserver aux termes leurs places 
dans la disposition en rectangle. Au moyen des conditions données et de 
l'é(^uation ( a ) , je calcule le commencement de la série et je trouve 


etc. 



etc. 


etc. 


etc. 

0 

0 

0 

0 

0 

q^ 

qh 

etc. 

etc. ® 

0 

0 

0 

ql 

qi 

qi-if^'^p 

etc. 

. 0 

0 

0 

V’ 

r' 

qi^^qip 

q^ + iqip 

etc. 

0* 

0* 


. q* 

>q+q^p 

* 9-^n^p* 


etc. 

0 

1^ 


l* 

1* 

1* 

1* 

»* 


0* 

P* 

P* 

P+P^9 

* P-^P‘^9* 

p-\-p‘‘q'\-'ipiq?* 

etc. 

etc. ® 

0 

0 

p^' 

P^ 

p^-^<ipiq 

p^ + 1p^q 

etc. 

0 

0 

0 

0 

pi 

P^ 


etc. 

^ 0 

0 • 

0 

0 

0 

pk 

fA 

etc. 

etc. 



etc. 


etc. 


' etc. 


(*) Ou Mt conduit à ret exemple per le problème V de l.aoiiAirûx» numéros 6S et saiTeDi du mémoire 
cité, MvoU : « Le probebiliié d'iitDener un événement donné à chaque coup éttntp, un joueur parie qu'en 
« m coups au moins il âmènere cet événement un nombre de fois qui sarpuserâ de n le nombre des foie 
« qu*U ne iVmèoera pu« a 


I i i 
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Si l’on examine sur ce tableau les lignes et les lieux où l’équation de relation 
n’est pas satisfaite , c’est-à-dire où Om,* n’est pas zéro dans 

O ' -+- t 

on trouvera que cela a lieu pour les seuls termes désignés par des * , et qui 
répondent aux valeurs de <Zo,i , Oi,i « <r>,i « 05,1 1 etc. am,\ , etc. indéfiniment ; 
ainsi le numérateur de la fraction génératrice se réduit à une seule ligne, et 
la fraction elle-même sera 

ty -I- -4- d'x^y -+- -I- + etc. 

. — <)x + y — pxy^ 

Pour aFoir l’expression du terme général Am,m , il est aisé de voir que la 
série ne s’étendant pas dans les régions des exposans négatifs de x, mais bien 
dans celle des exposans négatifs de et A 0,0 étant = 1 , il faut commencer le 

développement de la fraction précédente par le terme y du dénominateur , et 
prendre aC-' pour origine des dérivations; les lignes dé démarcation seront 
donc , à cause de r = o et de s = 1 , - • . « 

et S O 

G' O O 

O i" O 

où l’on voit que « et n’ont point de dérivées selon d'. On aura donc par le 
théorème du n.‘ 943, en'mettant « hors du signe d', puisqu’il n’a point de 
dérivée selon o' , 

= 

-t- — etc.} 

-H c'Ip— — p*—.(«p'*+'.ff'->) p— '.(«’p'»+*.ff'-S) — etc.j 

-4- d'jp»-».p'«.e'-* — p— *.(«p'"+>.e'-») ~h p— «.(«’p'»-»-*.^-^) — etc.( I 

■ «'{p— p— 5 .(«p'* +>.?'-•) -I- p--î.(«»p'«+».r-*; — etc.} ! 

-)-/'{p*-'.p'*.e'-''— p»-*.(«p'*+ «.?'-•) -H p— 4 .{«’p'«+*.ff'-ï) — etc.| ; 

- 4 - etc. . • I 

Si l’on développe cette formule par rapport à « , elle devient , en faisant après 
le développement a = o , G = — ety, s, etc. = o, 

I 
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A'jp*. + -(- ^•p»-*.p'*-*-*.f'-* -+- etc.j 

■+■ c'jp’Y'.p'».?'-' -+■ 9p»-».p'" + *.ff'-» + 9 ’p"-î. P -H 'etc.j 
rf'jp*-*.p'".ff'-« ■+■ 9p’^.p'« -I- 9^p»-4.p'» + ».ff'-* -I- etc.j 
4 - e'{p***p'*.f'”‘ -H '•?’“* -+- 9’p*-5.p'*+>.ff'-î H- etc.j 

-+- etc. -+- etc. 

Actuellement, puûqu’en venu de l’équation de relation la seule quantité qui 
dérive de S' est i", les autres étant zéro, i'observe que, pour arriver de C' 
à S " , il faut nécessairement faire une dérivation d et une dérivation d'. De 
là on conclud que tous les termes de la formule précédente dans lesquels les 
indices de d et de d' qui affectent €' ne sont pas égaux entre eux , ne peuvent 
donner que des quantités affectées de facteurs nuis, et qu’ils disparoltront par 
conséquent. 11 ne faut donc conserver que les termes où ces indices sont égaux. 
Mais il est visible que dans chaque ligne de la formule il ne peut y avoir qu’un 
seul de ces termes, et que s’il y en a un dans la première , il ne peut y en avoir 
aucun dans aucune ligne paire ; que s'il y en a un dans la seconde ligne , il 
ne peut y en avoir aucun dans aucune ligne impaire. Le premier cas arrive 
quand m + n est pair , et le second quand m 4- /> est impair. 

Supposons d’abord le premier cas, et que le terme de la première ligne dans 
lequel les indices de d et de d' sont égaux soit p'”"*"^. ; il est clair 

que le terme pareil dans la troisième ligne sera y^‘p»-*-'.p'*-*-*-*.C'-^ , que 
celui de la cinquième ligne sera p'" + '->.f'-i+« , et ainsi de suite. 

Or on a généralement 

P», p't. e-‘ = ± *' ; 

donc 

^ ^ , 1 . 9 . 3 ("* — 0 ^ 

Mais on doit avoir m — /=/»4-/, donc /=;(/»— />), et(m— /)=i(m+/»); 

donc P * -p' * .f' * = ^ ’ • 

ce • <* O * 

le 2 . 3 . 

On a donc pour le terme général, m 4- n étant pair, 
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Am,, = V.p .y 7-^- - 

' ' ^ 1. 9 

• : 


1. 9. 3. ...(^-i) 

) - /T . ■■ - 




« 

Qiiand m + ra est impair , on trouvera de la même manière 

(OT-lX'n-î) 

A^,. = d.p * ..q . ^ ^ ^ 


Am,n = d-P 


^ — -» (w- 5X"*-6)—('» ;; a) 

S 'P ■ ? ’ I I /m-t-n -I 7\ 

1» Q* 3*a«a«a» “* 2^ 

H- etc. 

a 48 . n reste 4 trouver les valeurs de V, c*, d\ etc. I>s premiers termes 
delà série, calculés au commencement du numéro précédent, donnent bien, 
au moyen de l’équation de relation , y = d ^ i , d' = d = i — ^pq , 
f = g = l — ipq — V = «' = 1 — -ipq — ip^q* — 4;»V * 

mais on ne peut pas conclure de là la valeur générale de a»,, : nous allons 
donner un moyen pour y parvenir. Puisque Am,o = i , la formule ( i ) donne 

Ao,o = I = y.e-', 

AifO — 1 = d.C'~*t 

A,,o i= 1 = — b'.co.d.e-* + d’.e-', 

As^o = 1 = — c'.Çd.d'.C'-* -+- d.C'-‘, 
etc. et généralement 

Au., 0 = 1 =±4^.e-p-.p'-.c'-' :p<f'.e-p— .p'-’.c- ±:/'.ff-»p->.p'-^e'-r+> 

I etc. — -4- , 

, etc. — <Jj»_ i,,.D.d'.C*”* -t- Oui.,. i,i.f , 

. . lès 
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les signes supérieurs étant pour m pair, les inférieurs pour m impair. On 
conclud d’abord du système de ces équations que l'on a. b' = d ^ d' ■= e' , 
y* =g'et généralement a^^x— o» 4.1,1, parce que ces quantités sont déter- 
minées de la même manière par les équations ; on peut donc n'en prendre 
que celles de rang impair ou celles de rang pair , et réduire à la moitié le 
nombre des équations précédentes. Gela posé, si on prend les expressions 
réduites, ou si on les déduit de la formule (9) ci-dessus , on aura 


b' = 1, 

d' =z 1 — b^'ip/f , 
y = 1 — d'ipg — b'^^p^q^ 




h< = 1 — f'Xpq — 
etc., et en général 


3 . 4 

-t,..— /'“y 


<*«•-€, 1' 


4-3.6 
t. 9. 3 


SoS 


p^q 


atm,i = 1 — <*»•-«, I" 

• J.m. m -I- 1 . .(sm — 9) ,, m -f i. m -f- 9 . . 9wi 

— etc. ^ d' i- — b' — — — ü*<7». 

1. a (m— 1) ' ^ 1. 9 71 » ^ ^ 


Ces équations sont à termes récurrens avec un terme constant. Quoiqu'il 
ne soit pas toujours aisé de tirer de ces sortes d'équations la valeur du .terme 
général indépendante des termes précédens , cette recherche est cependant 
toujours censée plus simple que celle du terme général de la série récurrente 
double , parce que des équations de la forme des précédentes n'àppartiennent 
qu’à une série récurrente simple. 

Voici comment on peut parvenir à avoir l'expression générale de au,', dans 
ce cas et autres semblables : on éliminera successivement , dans le système des 
équations précédentes, les quantités b>, d'^f, etc. , et quand on sera parvenu 
ainsi à la valeur de h! ou de la quantité suivante Oio,, , on verra déjà la loi que 
suivent les coëlficiens des puissances de pq , et l’on en conclura généralement 


9. 9 


Uga,l + 

9. 3 . 4 . 9. 4. 3 . 6 

"S,/ J _ 


— 9PO n’o’ -sP^'r 3 — P^^ 

1 . 9 . 3 '^' 1. 9. 3 . 4 ^ ^ 


9. 3 . 6. 7. 8 , , 9. 77 ». 77 » 1. m -f- 9 . . .(9771 — 9) 

— etc. ï i ip"0" 

1. 9. 3 . 4. 5 ^ ^ I. 9. 3 . 4 77» “ “ 


K k k 
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Le problème est -donc entièrement résolu , au moyen de cette expression 
et des formules ( a ) et ( 3 ). 

Laobancb , à l'endroit cité , a donné trois solutions de cet exemple. 

349. Nous allons donner un exemple du cas dont nous avons parlé è la fin 
du numéro 243 , dans lequel, sans que ce soit zéro, la série s’étend dans une 
autre région que la première et où il faut commencer le développement par 
un terme du dénominateur autre que «. 

Exemple VIII. (*) 

Soit l’équation de relation 

-^1»— 1,0,1 

avec les conditions que Am,o = 1 , m étant zéro ou négatif quelconque , que 
^m,o = O, m étant positif, et que = o. 

Je mets l’équation dé relation sous cette forme 

n —1,0 ^ w , 0 I ^ 

et je ferai 0^,0 zéro par tout où cela ne sera pas contraire aux conditions 
précédentes ; au moyen de cette équation et des conditions je formerai le 
commencement de la série suivant: • 



0 

0 

0 

0 

0* 

0 

0 

0 

0 

0 



1 

1 

1 

I 

1 

1* 

0* 

0 

0 

0 


etc. 

• 7 

6 

5 

4 

3 

3 

1 

0 

0 

0 

etc. 

etc. 

36 

38 


i5 

10 

6 

3 

1 

0 

0 

etc. 

■ 

i65 

130 

84 

56 

35 

30 

10 

4 

1 

0 




etc. 


etc. 


1 

etc. 

• 

etc. 




En examinant cette série , faperçois sans peine que est zéro par tout , 
excepté au seul endroit dont les termes ont été distingués par des *, et où am,m‘ 


(*) Voici une question qui conduit à cet eiemple i « Une urne renferme un nombre indéfini de billeti 
« blancs et de billets noirs ; quelqu'un les tire un à un successÎTement • sous les conditions que quand il tire 
• on billet blanc on lui donne un franc , et qu*ti en perde un quand il tire un billet noir t à chaque tirage 
■ on ajoute dans Turoe un billet noir# «nais on rejette le billet tiré, blanc ou noir. On demande de combien 
m de manières il peut ae faire que le gain soit de n francs quand le nombre des billets noirs de ruine 
m a‘est accru de 110 » 
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est /t|,o i car on a pour ce cas 


( ■“ " 4 “ ) 


Le numérateur de la fraction génératrice n’aura donc qu’un seul terme | et la 
fraction elle -même sera 


1 — X -t- xy _ 1 _l_ a: _ xy 

Maintenant, si l'on commençoit le développement par le terme — i du 
dénominateur , on auroit une série où tous les exposans de x et de_^ seroient 
positifs ; donc , puisque la série récurrente s'étend dans la seconde région où 
les exposans de x sont négatifs et ceux de y positifs , et qu’elle ne s’étend pas 
dans les régions où les exposans de y sont négatifs , il faut commencer le 
développement par le terme x , c’est-à-dire par Çx du dénominateur. Donc, 
puisqu’ici r = i et s = o, les lignes de démarcation (n-.* 943) seront 


a 
' O 


C O O 

O S' O , 

ce qui fait voir que x n’a point de dérivée d ; il n’a point non plus de dérivée 
d' , car ^ = O ; donc on pourra mettre x hors des signes d et d' dans la formule 
du n.® 943 : en lui donnant sa valeur — 1 , et observant qu’il ne reste au 
numérateur que le seul coëfücient ^ =,i , cette formule donne 
yfm,m = -t- p“+ * ri- P* ®-p'* C“^ ri- etc. P". p'".e-« + ■-• -f- etc. 

Or , puisque la seule dérivée de C est S', et que pour passer de ? à ^ il faut 
une dérivation n et une dérivation d' , il s’ensuit que dans cette formule tous 
les termes où d et d' n’ont pas des indices égaux seront affectés de facteurs 
nuis; il ne se conserve donc que le seul terme p'.p'". et l’on aura 

(n.” 939 ), pour le terme général demandé , 

^ = p-.p'.. e-. 4 — . = (-«-hm-i)(-nH-m- 9 )...(- 9 « + m) 

* ce Q t » •/! 

donc , puisque = 1 , et = — i , partant = it 1 , on a 

(/»— m-+- iX« — «-)- 9) (n — m-hn) i)(n-|- 9). . . (n-hn—m) 

. . .n 1. 9 (n — m) 




1. 


9. 


a 5 o. Nous ajouterions un plus grand nombre d’exemples , s'il n’étoit. temps 
de finir l'exposition d'une méthode que nous n’offrons que comme un essai 
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susceptible de perfection. Notre objet a été de faire voir que le calcul des 
dérivations s’applique avec facilité à la recherche des termes généraux des 
séries récurrentes doubles : si la méthode que nous venons de donner n’est pas 
toujours exempte de difllcultés , ces difficultés ne tiennent pas aux dérivations , 
et la méthode même nous parolt digne d’attention , parce que nous la croyons 
nouvelle à plusieurs égards , et fondée sur des principes simples et directs. 

Si nous pouvions nous étendre davantage sur ce sujet , nous examinerions 
les cas où les termes de la série, donnés par les conditions de la question , 
forment des lignes droites ou brisées qui traversent l’intérieur des régions; cette 
matière , où l’on peut quelquefois employer l’élimination d’une manière analogue 
à celle du n.° S48 , demande plus d’espace que nous ne pouvons lui en donner. 

Arrêtons-nous un instant aux séries récurrentes triples. 

(III.) 


a 5 i. La méthode que nous venons de donner pour les séries doubles s’étend 
d’une manière uniforme aux séries récurrentes triples : il n’y a guère de diffi- 
cultés nouvelles que celles de la complication et de la longueur des calculs. 
Nous nous bornerons en conséquence à traiter le cas des séries triples qui 
répond au cas particulier du n.° st >3 pour les sériés doubles. 

Soit proposée l’équation de relation triple ^ 

O =: <*//■, a, r -H QAm-\^,r -f- m-t ,t—\ ,r 

-4- Q'A f -f- y 


-f- “f" y"-Am,»~t,r—i “4— i j 

je l’écrirai comme il suit, en supposant que le rectangle (i ) soit posé sur le 
rectangle ( 9 ) , afin de donner au second membre de cette équation la forme 
de parallélipipède rectangle 

_i_ 1 

..(1) 


,.(9) 



-+• €'-Am,»-i,r ) 


-4- ) 

-f- 

-4- y"Am,m-t,r-i ) 

H- y* A 

-4- i 


Je supposerai aussi que les termes de la série récurrente triple soient disposés 
sous la forme de parallélipipède rectangle , la base de ce parallélipipède étant le 
tableau ( 3 ) du n.° 991 , après qu’on y aura mis l’indice inférieur ,0 à la suite de 

chaque 
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chaque terme; que sur cette base repose une tranche où les indices infé- 
rieurs qui répondent à m et à ra soient les mêmes que ceux de la base, chacun 
des indices qui répondent à n étant suivi de l’indice ,, qui est la valeur de 
r dans cette tranche ; que sur celle-ci repose une autre tranche où les valeurs 
de tn et de n demeurent encore les mêmes , celle de r étant = 9 dans toute 
la tranche , et ainsi de suite en montant. 

Il est visible que si la série est continuée dans tous les sens , il y a huit 
régions différentes , séparées les unes des autres par trois plans, qui se coupent 
à angles droits; nommons première région celle dans laquelle les indices m, 
n, r(ou les exposans de x,^, z)sont tous positifs ou zéro ; et supposons que , 
dans le cas proposé , la série soit renfermée dans cette région. 

Détachons à présent de l’équation donnée l’échelle de relation 
(■) (») 

-h c + r + 

-f- C -+“ ot -+- -f- ^ , 

où l’on suppose la tranche ( 1 ) posée sur la tranche ( a ) , et promenons cette 
échelle dans l’espace du paralléUpipède de la série, en la faisant mouvoir 
dans tous les sens , mais toujours parallèlement à elle - même : à chaque 
position , les termes de l’échelle appliqués contre ceux de la série donne- 
ront un cas particulier de l’équation de relation ; et avec un peu d’attention , 
on voit que cette équation peut toujours être satisfaite, c’est-à-dire que 
Om,»,r peut toujours être zéro, excepté aux endroits qui répondent à an,a,o, 
à ceux qui répondent à et à ceux qui répondent à no,«,r, endroiu qui sont 
compris, savoir les premiers dans le plan des x et^ , les seconds dans le plan 
des X et Z, et les troisièmes dans le plan des^ et z. On a donc par là les 
termes qui se conservent au numérateur de la fraction génératrice triple , et 
cette fraction sera de la forme 
a-^l/x -t-dx* -H etc. 

-\-(/xy-hd'xy -i-etc.-i-l’'z-i-c''xz-i-d’'x^z -t-etc.~\-c''yz-^d"y^z-+-etc. 
■+■ c'y’ -i- d 'xjr^-^- etc. c’"z> -f- d'"xz> -H etc. -+-d'’'yza -t- etc. 

-+-d''yï -i-etc. . ^d'"'z^ -{-etc. -t-etc. 

-t-etc. -4- etc. 

et -f- ffx -f- yxjr 
-+- -H y'xz 

-H f'» + /y* -{-'rxjrz 
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On parvient au même résultat en multipliant la série triple en z, qui 

représente la série récurrente, par le dénominateur de la fraction génératrice, 
que l'on obtient en étendant aux équations de relation triples ce qui a été 
dit aux n.°* aaS et 324 ; car le procédé précédent n'est qu’une manière 
d'abréger cette multiplication. 

Si l'on suppose donnés les termes de la série récurrente qui répondent à 
ct Ao,m,r y c'est-à-dire les termes qui touchent aux plans qui 
séparent la première région des autres , et que de plus on Suppose la série 
bornée à la première région, c'est-è-dire que les termes à indice m, n ou r 
négatif soient zéro ; on aura , pour déterminer les coefliciens du numérateur 
de la fraction génératrice , les équations générales suivantes , qu’on tire facile- 
ment de l’équation de relation , 

Om,n,o = et Am, m, O “f" €Am-l,t,o 

~h C Am, m~i, O ■+” y Am~t,t—l,o , 

^m,o,r = CcAm,o,r ”f" €Am-\,o,r 

“4“ Ç^Am,o,r~l “f“ y*Awt^i,o,T’^i i (^) 

<le,m,T = etA„,t^r C Ao,B-i,r 

^ Ao,n,r^\ -f- y 1« 

Après avoir déterminé la fraction génératrice , on aura le terme général 
en développant par nos règles l’expression 

Am,n,f = 

Dans un premier développement on ne conservera des dérivées de à que celles 
qui se conservent dans le numérateur de la fraction génératrice, et l’on rejettera 
tous les termes qui se trouveroient multipliés par d’autres dérivées de a. Dans 
les développemens ultérieurs et réduits, on aura soin de prendre pour dernières 
dérivées de a celles qui le sont dans l'équation de relation, ou dans le dénomi- 
nateur de la fraction génératrice. 

On voit aussi que toutes les fois que la série ne sort pas de la première 
région , « n’étant point zéro , il faut commencer le développement par et : mais 
si la série s'étendoit dans les autres régions , ou que <s fût zéro , il faudroit 
appliquer et étendre aux séries triples les règles et les observations des numéros 
941 et suivans. Des détails sur ces cas nous feroient excéder les bornes de 
cet ouvrage. 
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Exemple IX. (*) 

‘ aSa. Étant proposée l’équation de relation triple suivante 

pAm^x^nfT 

p,qxS étant des quantités constantes données ; qu’on oit pour conditions que la 
série récurrente triple soit renfermée dans la première région , et que Am,n,o— i» 
Am,o,t = O , Ao,*,t = o , lorsque m , n et s sont des entiers positif qudconques : 
on demande l’expression da terme général Am,m,r- 

Cet exemple est évidemment compris dans le cas précédent , « , étant 

respectivement égaux à i , — p, — ç, — s, et y, y', y’', j'’’ = o. Les équa- 
tions (a) , par les conditions précédentes , donnent zéro pour toutes les valeurs 
de am,o,r et de ao,«,r ; la première de ces équations donne encore zéro pour 
toutes les valeurs de am,o,o et de Oo,m,o i elle donne ensuite 

c'=i, d' = 1 — p, d = i — p, «K, 1,0 =1 — Pt 

d" = i — <1, d' = 1 — p — tj, .. a*,,,o =1 — p — tft 

«'"= * — «-Ao = i ~ p — q. 


<*!,«,• — * — P — 9t 

<*!,«, o = 1 — y. 

Ainsi la fraction génératrice triple se réduit à la suivante 
t/xy -t- d'x'^y - 1 - -H f'x'y -H- etc. 

• ■+■ d"xy^ -H -t- f’x^y^ -H etc. 

-4- d"xy^ -4- /"'x^5 -4- etc. 

-4- f^'xy^ -4- etc. 

-4- etc. 

« -+- ffx -H -H C'a 

(*) La lolutioo cet exemple donne celle du problème loivAoi de Laokaroi, b.* 64 du mémoire dtd. 
« On iuppoeequ'à cb«que coop il puine arriver trois événemeBe, que Toii désifoera, pour plus de clané, par 
« Q, iS, ec que les probabilité de cea éréaemena soient retpectivement ^lee k p ^ q , a; on demande 
« le sort d’un joueur qai parieroii d'amener révéoemeni 5 r foiè avant que l'événement Q arrive m l’oia et 
U révénemem P, m fois. » Ce problème se rapporte i celui de la note de notre exemple premier, puiaqull 
n'est autre chose que ce dernier problème étendu à trois événemeoSf 
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Le premier développement de Am,m,t= ç". où il faut prendre 

a pour origine , se réduit donc , en rejetant toutes les dérivées de a qui ne se 
trouvent pas au numérateur , k cette seule série 

' Am,m,t = 

-H d'p“->.p’*-*.p’''.«-‘ -+- e'p"-*. p'»-'.p’'%flf-‘ + etc. 

■+■ <l''p— '.p'*-».p’''.ar* ■+■ e"p— î. p'»->. p’’'.<s-« + etc. 

-H e'''p*-*.p’’*-ï.p’''.»-‘ H- etc. 

-H etc .' . 

-H «-,,.,op’.p’^«-' 

-t- a«_,,i,_,,c,D.D'.p’''.flf-* -H «■_i,.,on.p'''.«r> 

-f- n»,M,op'*.p’''.«-‘ ■+■ o.,i_i,oD'.p'''.rf-* -H o«,,,op’''.ar‘. 

Puisque ce n’a ici d’autres dérivées que G, C et f', on aura généralement 
p-.p'»,p’^«-' = p".p'». (± cr'-'C'’') = 

^ ^ (r+ ij. . .(r+m+n) 

I. 9. . . ./n. 1. 3 . . . ./< I. 3 . . ./w. 1. a. . ./I ’ 

et avec un peu d'attention on voit que le développement réduit de la série 
précédente, écrite à rebours, sera 

Am.n.r 




1 -f- (r -f- !)(/» + 9) H 

r+i.r + a. r + 3,, 
T. — T. — 3 — ^ 


I , . r + l...(r+m+«-4) , 

^ ‘ ) i.9..(/^)7i.9..i«-i)^ 

I.3..1W-3). 1.3...l«-9)” ^ 

. . r+ 1 ... (r4-wt4- /J- 4 ) 

-H ( i - v) — - — — 


1. 9 .. (//i- 3 ). i. 9 ..i«-i)^ 

r+l...(r+w+n-4') i. 3..(m-i). i. 3.. » I 

1.3.. ^m-3)...3...l«-3)^*^’" ^ | 

r+i...(r+m+n- 4 ) , -+-(* 3..(m:7)ri. 3..ln-3)'^"^”1 


I r-f- » ....(»-f-OT + rt— a) I 

V 1. 3 . . (m — i). 1. 9, . . (n — i) P""'?*"* J 

On voit dans cette expression qu'aucune puissance de p ne surpasse m — i 
et qu aucune puissance de </ ne surpasse ra — i ; de sorte qu'il est aisé de 
conclure que l’on peut se contenter de dire que le terme général est 

Am,»,r 
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i-4-(r+i)(/7 + 7) 


ir+ 1. r+3 




r+ 1. r+Q. r+3 


1 . a. 3 -C^’ + 3/>=y + W-+- 7 *)-<-etc.] 

pourvu qu’on ait soin de rejeter du développement toutes les puissances de 
P plus hautes que rn — 1 et toutes celles de ç plus hautes que n — 1. 

Si l’on elTectue la multiplication par 1 — (/» + 9)> on transformera faci- 
lement cette dernière expression en celle-ci , qui est un peu plus simple , 






r.r-t-i.r-f-a 




série qu’on continuera tant que les puissances de p seront moindres que m , 
et celles de q moindres que n. C’est cette expression que LaobanGb trouve 
au n.o 54 du mémoire cité. 


353. On peut appliquer nos principes au cas que traite Lagkangb au n." 5 1 
du même mémoire , et l'on parviendra à des expressions conformes à celles 
qu'il trouve : il sulGt d'indiquer ^cette question ; car en voilà assez pour 
l'intelligence de notre méthode et pour mettre sur la voie ceux qui voudront 
l'appliquer à un plus grand nombre d’exemples. 




M m m 


a5o 


DU CALCUL 


ARTICLE CINQUIÈME. 

' • 

Applications du calcul des dérivations au retour général 

des séries. 

a54. Nous ferons dépendre dans cet article le retour des séries de leur 
transformation , en présentant les prqpositions les plus étendues sur le retour 
des séries et des fonctions , comme une suite naturelle d'un théorème fort 
général sur la transformation des séries : il suOira ensuite d'étendre ce théo> 
réme , pour en voir découler plusieurs propositions sur le retour des séries 
doubles. Les dérivations offrent de grands avanuges dans ces recherches , en 
y apportant la simplicité et la facilité ; et les formules auxquelles elles nous 
conduiront peuvent encore servir à d'autres usages , comme à trouver la somme 
de beaucoup de séries , à rendre les séries plus convergentes, etc. : mais nous 
n’avons pu entrer dans aucun détail sur ces objets ; nous avons cru devoir 
seulement nous arrêter à quelques conséquences relatives aux dérivations. 

(I) 

PnODLiMB. 

a55. Étant donnée la série' 

y4 Bx — V“ -4" -f- Bx^ jPx^ -f- etc. , 

on propose de la transformer en une autre de cette forme 
a ■+■ -t- yx -t- etc.) ■ -f- yx jx^ ■+■ etc.)»* ^ 

yx + ix^ etc.)î“ -I- etc. , ^ 

ji , B, C, etc., et y, d, etc. étant des quantités quelconques indépendantes 
les unes des autres et même arbitraires , et m étant aussi quelconque. 


Ce problème est Tinverse de l'exemple du numéro 63 ; et c'est de la solution 
de cet exemple que nous allons déduire celle du présent problème. On voit 
que la question se réduit k trouver les valeurs de a, b, c, etc. en A ^ B, 
C, D, etc. et en C, y, L 

Prenons donc les coëfBciens de x, x’, x^, etc. de la série du numéro 63 
sans les développer autrement qu’en f , aEn d'en mieux voir la loi ; savoir : 
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yi = a , 

£ — AC-, 

C = bn.C- -+- cC*-, 

D = b^\C- -4- CD.e» -4- </£*■, (3) 

£ = b-^\C- ■+■ cg’.e» -I- dn.c^- -+■ eC^, 

F — bÿ‘i.Ç" -H -(- <fp=.C3* -4- CD.C4» -4- /Ç5- J 

etc. , 

où la loi est &cile k saisir, sur tout si l’on fait attention k la remarque du 
numéro 63. . ' 

Tirons k présent de ces formules les valeurs de a, b, c,d,e, etc. , en 
substituant successivement dans chaque équation les valeurs de à, b, c, etc. 
tirées des équations précédentes et développées en y. Nous aurons de cette 
manière : 
a = A , 

je substitue cette valeur de b dans la 3.* des équations précédentes, èt j'ai 
c = CC-*" — BC-^-d-C", 
développant en y et réduisant , je trouve 
c = CC-*- — B.mC~^-~'y, 

mettant les valeurs réduites de é et c dans la 4-‘ des équations précédentes , j'ai ' 


d = — (.ce-*" — 

développant en y et réduisant, 

d = DC-3- — Camff-î— y -4- £(-mC-S— n.y -4- 
substituant les valeurs réduites de b, c, d dans la 5.‘ équation , je trouve 
e—EC-*-- jZ>e-ï--Came-S->y-4-£(-me-ï— D.y-4-^1^^^ X 

f-4-n.eï" -- (0?-** — £mff-»-‘y)e-*-p’. _ ÆÇ-S-pï.C-, 

développant en y et réduisant, 
e = EC~^" — D3mC~‘^-~'y -4- C(— QmC“4^'n.y -4- 


■ £(— WlÇ-4"-'p’.y . 


m(4m-H) w(4m-4-iX4W-4- 

1 . a 1 . a. 3 


et ainsi de suite. 
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£n examinant dans les valeurs réduites de c, </, e, etc. les quantités en 
Ç et y , il est visible que ces valeurs peuvent se mettre sous cette forme 
a = A t 

e = -t- .fîD.e-»-), ( 4 ) 

d = i(3£>e-î- -t- aCn.f-’- ■+• ' 

e = mEQ-*" -h 3Z)D.ff-4- a6^=.e-4- -f- JSpî.ff-***), 

etc., où la loi est manifeste et très -simple; de sorte qu’on peut continuer 

facilement ces formules aussi loin qu’on voudra; et l'on en conclud sur-le- 

champ que , a, désignant à l'ordinaire la lettre ^prés o , on a , pour le 

terme général , 

- etc. -+- 3Dg»-î. S-*" -t- aCp^-KC—” ■+■ | ^ 

C devant être regardé comme un premier terme dans les dérivations. Ainsi 
le problème est résolu. 


o« 


O 

=i!' 


a56. On peut mettre les formules ( 4 ) et (5), que nous venons d’obtenir, 
sous une forme éncore plus simple. £n effet, si on rapporte B , C, Z), etc. 
à A considéré comme premier terme (n.° lai ), on a 

B = o.A , ^C=o.d.A, 3D:^p^.i).A, iE = ç^.d.A , etc. 
(n-Q)A,-:, = Ç'^^.o.A , (n-i)A,., = f’-’.D.A , r»A. = p-^'.D.A; 
ainsi la formule (3), pour le terme général, peut se mettre sous cette forme 
p»-‘. O. A -h D. f “■■. p»~*. D. A. -4- P». p»-S. 

- 4 - p"- 5 . f-«". p^.o.A ■+■ P»-». o.o.A -4- P» 

Or la quantité A étant indépendante de S, cette série se réduit, par le n." 
97 , à cette expression très -abrégée 

«. = (6) 

A et i étant des premiers termes dans les dérivations. Les formules ( 4 ) 
deviennent ainsi 1 


a. 




.d.A etc . } 
<—KÇ-^.i>.Ay 


a = A, 
b — Ç-".t>.A, 
c = iD.(ff-«.D..^), 
d — ip».(e-S-.D.^), 
e — ip3.(e-4" D.yf), 
etc. 


( 6 ) 


267 . 
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257 . En résumant ce qui précède , on a ce théorème | remarquable par sa 
généralité , sa simplicité et sa fécondité. 

TnéonèME. 

Pour transformer la série quelconque 

A -h Bx -t- -h D 3 ? -4- Eof* + etc. (1) 

en une série de la forme 

a -i- bx(C -4- yr. -)- Je» -4- etc.)" -4- -t-'yx -4^ + etc.)>" 

-4-rf.c5(ç_l_yj;_}_J'c3_l_etc.)î"^etc.-4-o,x*(C-(-<yx+(îi:»-4-€tc.)"-t-etc. ; 
on fera , pour abréger , 

f = -4- 7* -H (îr“ 4- sa;î -I- etc. , ... (m) 

et l'on aura cette formule 

A -4- Éx -4- Cr“ -4-'Z)j;ï -P Ex^ -4- etc. = 

A ■+■ C-^.o.A.xs" -4- jn.(e-»".D..,^).a:V" -4-îP^(C-î“.D.y^).x*f5" 

-4- etc.' -4- - d<‘-'.(C-<^.d.A).x*s** -4- etc. , ’ ' 
n ® 

A et S étant considérés dans les dérivations comme des premiers termes et 
comme des quantités indépendantes l’une de l’autre ; de sorte , qu’en taisant 
J = Xf" , le terme général de la transformée sera 

«,./•= ^p*-'.(e-*".D.^)._7« = (y) 

^{nA..C—" 4- (rt- 4- (n- 

n ( 4- etc. 4- aC.g»"». ff-*" 4- 

L’exposant m est quelconque, entier, fractionnaire, irrationnel, etc. 

a58. Démonstration. Nous n’avons trouvé d’une manière rigoureuse, à la 
fin du n." q 33, que tes valeurs de a, b, c, d, e; et nous en avons conclu 
en général celle de a» : cette conclusion n'est qu’une induction , fondée à la 
vérité sur une loi que tout annonce être générale ; et l’on se contente souvent 
de pareilles inductions. Mais voici une démonstration de notre théorème , qui 
parolt ne rien laisser à désirer. 

Les formules (3 ) du n.° s33 , dont on sait que la loi se conserve toujours, 
sont toutes des équations du premier degré en l>,c,d,e, etc., ainsi qu’en 
B, C, D, E, etc. : si donc on élimine les quantités i , c, d, e, etc. , afin 
d’avoir successivement leurs valeurs en Æ , C, D,E, etc. , on stiit , par l’élimi- 
nation des incongues des équations du premier degré , que dans ces valeurs 

N n n 
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de c, d, e, etc. les quantités £ , C, £>; £,* etc. ne sertmt que du premier 
degré , et qu’aucun terme ne contiendra le produit de deux ou de plusieurs 
de ces quantités ; de sorte que ces valeurs seront de la forme suivante 

' a = A, 
b = b.Bt 
c = h'.C -I- t'.B, 
d = b".D -H t".C -1- V'.B , 

e = 6!".£ -t- t"'.Z) ->r b"'.C -4- e"'.£, • . 


a, = -H H- etc. -+- >.<■ *’.£, 


....(a) 


Avec un peu d’attention on voit que ces mêmes valeurs peuvent aussi se 
mettre sous cette forme : ' • - 

a = A y b — p.O.A y c = !>.{P' ’^.A) y d = J>^.(p".'D.A) y 

e = T>\{p"'.i>.A) y et en général a. = D*-'.{p^’”''>.i>.A)'y 
p y pf y pf' y p“' y etc. , p^”^ y ctc. étsnt dos indéterminées, indépendantes 
de A , mais fonctions de Q et de m. Cela posé , soit 

y — x(C 4 - vx + Sx* 4- sxî 4- etc.)-, (i) 

on aura généralement 

A 4 - Bx 4- Cx* . 4 - Dx'^ 4- -Ex4 4 - etc. = 

A 4 - p.o.A.y 4- D.(p‘.D.Ayy* 4- n*.{p".D.A).y^ ■+■ xi^.{p''.o.A)y'* 

4- etc. 4- ■D*-'.{p^'‘'''>.D.A).y* 4 - etc. , ' ‘ 
où il s’agit- de déterminer p, p' y p' y etc. p^’^y etc. en Q et m. 

A cet effet, de l’équation ( 1 ) je tire celle-ci 

X — 4 - yx 4 - <tr* 4- SX* 4- etc.)--, ou bien 

X = 4 - D.f--.x 4 - ç’.C~-.x’ 4- p*.ff--.x* 4- etc.) ....(3) 

Afin d'éliminer x de cette équation , je transforme les deux fonctions de x qui 
y entrent , savoir x et Ç-- 4- n.Ç--.x 4- p’.ff--x’ 4- p*.f--.x* 4- etc. , en séries 
ordonnées suivant les puissances de^, et cela au moyen de la formule géné- 
rale ( 3 ). Pour transformer la première , savoir x , il suffira de faire , dans la 
formule ( 3 ), A =Oy B = o.A = 1 , C, D y etc. 1 = o ; et' pour transformer 
la seconde , il suffira de faire , dans la même formule ( 3 ) , A = fT~- , 
B ■= v.A z= B. ff-- , C = P’, ff-- , ZJ = P*, ff-- , etc. ; et l’on aura les deux 
transformées suivantes , 

X — p.y -+- n,p,y* 4 - -+- 4 - etc. -+- 4- etc.. 
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et ■+■ D.ff-".» pî.f-".** - 4 - etc. = 

.' -H etc. -+- + etc. 

Substituant à présent ces deux séries en ^ dans l'équation ( 3 ) , elle devient 
py -t- n.p'.y^ -|- DKp”.y‘^ + D^.p“'.y^ ■+■ ■D‘>.p”,y^ 4- etc. -t- 4- etc. = 

Ç‘^4-/»D.ff*"._|'>4-D.(;a'.D.ff-").j34-D».(^'.D.Ç,-")._y^4-etc.4-D»-*.f/>^"‘“’.D.ff-")^*4-€tc., 
équation , toute en^, qui sert à déterminer les valeurs de p, p‘, p", etc. , p^’^, etc. 
En elTet , en égalant entre eux les coëiHciens des mêmes puissances de^ , on a 
1.0 p = e-", 

a.® v.p' — pii.Ç-r" = C""D.Ç-* = 7 D.ff->* , C~" étant regardée pour le 
moment comme la variable. Donc p' = tff-*". 

3. ? D.D" = D'D.f-* = D.ff-î". Donc p" = f-î". 

Q a. 3 ' a. 3 

4 . ® D.p'" = = -Î-J e-3-D.ff— = — 1 — D.e-4». Donc p'“ = — ^ — e-4« ; 

a. 3 a. 3 . 4 a. 3 . 4 

et ainsi de suite. Si , de cette manière on a trouvé p <"-'0 =3 J 

^ i.a.3...(/i-i) ’ 

n étant 5 ou tout autre indice , on aura, pour le terme suivant, 

D.p<"-') = C'*’ = i = î D. ff-"*. 

i. a...^/i— 1 ) i.a.../i 

Donc p^’"^ = - ■ ^ ^ 5 -“" ; ce qui fait connoltre la valeur d'un terme quel- 
conque, et démontre que ces expressions suivent constamment la même loi. 

En substituant dans la série ( a ) ces valeurs de p, p' , p" , p'“ , etc. , p^"''^ , 
etc. , on a ^ V .fîx 4 - Ci® 4 - D^S 4 etc. = 

^ 4- C~".D.A.jr -4- iD.{C-^.p.A).y -+■ 4 - etc. 

4- - 4 - etc. 

C0R01.DAIRB. 

aSq. Puisque, dans le tKéorème, m est quelconque ; si l'on y change m en 
— m, on aura cet autre théorème : 

Pour transformer la série quelconque 

^ 4 “ JBx - 4 — Ca.*® 4 “ 4“ 4 — etc. 

en une série de la forme 


....(!) 
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(ff + yj; + + etc.)- {C -h yr + Jt» -4- etc.)’" 

rfrS a.j^ . ' 

+ yj- + etc.)^" ^(ff + y c + + etc.)"" ^ 

en faisant pour abréger 

ÿ = e -4- yJ5 + -+- gxî -4- etc. , ... (m) 

on aura la formule suivante < 

^ - 4 - B.V -4- C.i’ -t- Z)xî -4- Ex^ - 4 - etc. = 

/# -4- Cr.D.^.xs-* -l--D.(r’".D./#).x’f->* -4- ip».(Ç’".D.^)..rV^“ 

-4- etc. -p»-'.(C*".D.^)..T\--" + etc. • 

^ et ^ étant des premiers termes indépendans l'un de l'autre , de sorte que 
le terme général sera , j étant supposé = Xf-* , 


n.j'» = = 


...(v) 


I -4- (n— +. (n- 9).^,-,. p’.ff’" \ ^ 

n j _l_ etc. 4-' 3£).p»-î.ff"" 4- 9 Cp*-».f"" 4- .fl. p*-'.f""J-^" 


260 . Rien n’est si facile que de développer entièrement l’expression du terme 
général des numéros 93 ; et 9 3g , et par conséquent de calculer un terme quel- 
conque delà série transformée, indépendamment des autres. En effet, pour 
déduire par dérivation les uns des autres les développemens réduits de , 
p’.ff-^" , p’.ff"*", etc. ou ceux de f*", n.?*", p’.C"“, p^.f*", etc., 
il suffit d’employer la règle du n.“ 3o, et l’on écrira sur-le-champ ces dévëlop- 
pemens tout réduits à la suite les uns des autres. Si l’on en veut calculer un 
séparément, on le trouvera par la règle du n .°43 ou par celle du n.® 47 , 
en &isant d’abord un premier développement en y. 

Si on vouloir ordonner le développement du terme général du théorème 
par rapport aux puissances négatives de ff, on auroit par le n.® 100 , en 
développant .simplement en y , 

Ap"”'.(ff"*". D.>^) = C-*".p".y^ — mC“*""'.p*”’. (yD.^) 

m(nm-i-i) , -, .. m(nm-|- iXnm + 9 ) _ - ,, , 

-4 i C-»"-».p*-3.(y’D.y^) ^ e-»*-î.p*-4(y3D.^) 


^ m(nm 4- il (nm 4- n — 9 ) - 

etc. ±— — i -, ^ e- y"-' D.^. 

1 . 9 (n — 1 ) ' 
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a6i. On peut même, d’après nos principes , trouver des règles pour déduire 
les uns des autres les développemens réduits des coëETiciens successifs de la 
série du théorème ou de celle du corollaire : pour y parvenir il suffira de 

développer, en y , et ^ p". (Ç-""'.D.y^),-et de comparer 

entre eux ces développemens; on en conclura ensuite la régie. 

Dans le cas où l'on auroit à déduire du développement réduit de jP*>^~' 
celui de P* '• , la règle devient si simple , que nous allons la mettre 

ici ; nous aurons occasion d’en faire usage dans ce qui suit. * 

Je développe en y les deux expressions proposées; elles deviennent, savoir: 


■+■ etc. 


— e-^'p-‘.y -H i-I^e-*->p-*.y> — * + * + 

. = ■ 

— 3 — 

a. 3 («+i; ^ 


.(«) 


- e— >p’.y 4 - 


2 


.{b) 


4- etc. q= -4 — £ — g-. 

De la comparaison de la série (b) avec la série (n) découle la règle suivante. 

Z/tf développement réduit de -p*. étant donné, pour en déduire celui 

1 ^ 

de — -J— p"+*.f~'~* ; dans le premier développement multipliez chaque 

puissance de C par son exposant pris positivement , diminuez ensuite cet 
exposant de T unité et divisez toute l’expression par i i ; après cette 
préparation, prenez la dérivée divisée suivante par la règle du n.° 3 o. . 


262. Pour que le lecteur voie mieux la facilité avec laquelle nos méthodes 
donnent les développemens réduits des formules précédentes , nous l'enga- 
geons à calculer le développement de l'exemple suivant , exemple bien 
étendu en lui-méme , quoiqu'il ne soit qu’un cas particulier du corollaire 
du n.o aJg. 
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Exemple. 

Transformer la série 

A ->r- Bx -+- Ce» -+- Dx^ -t- etc. 
en une autre de cette forme , 

Ax c,r» dx^ 

ff-+-yx-t-ic»-(-etc. "^{ff-l-y.r-+-Jr»-|-etc.)'‘'^(ff-t-yx-+-J.c»-t-etc.)î~*”^**^* 


On fera m = i dans le corollaire n.» oig , et, en développant la formule 
comme nous Tavons indiqué au n.” 360, on aura sur>le-cliamp 
a ■= A f * 
b = BC, 

c = il.îCff» + BaCy\ , 
d = fpzjffî -H aC3e»y -+- B{ze^s -t- 3ey»)i , 

e = -|-aC( iC-’J-t- Gffv) + 5(4^56 -4- 6f»37^+ 4Çy3)}, 

( 5JFÇ^ -4— ^E5C *y -4- 3Z3(5C'J -+■ 1 oC^y») -f- aC(5Ç^e - 4 - lo^ayd -f- io^»y3)) 

* ( -)— B(55^ - 4 - loffî{îyg + J»] - 4 - lof»3y»d - 4 - 5fiy»)4 

et ainsi de suite. Ici les dérivations se font , non en passant d'un des termes 
b , c , d , e , etc. à l'autre, mais sur les quantités qui composent chaque terme 
en particulier , de sorte qu’on peut ainsi calculer le développement réduit 
d'un terme quelconque a, sans connoltre les autres termes. 

Si l’on veut ordonner suivant les puissances de € le développement réduit 
d’un terme quelconque , du' septième par exemple , on prendra pour guide 
la formule du n.“ 100 , et l'on aura sur-le-champ 

- 4 — 6C''{y5/^-f- S ■+■ ^3D -4- ^aC - 4 - tfB^ 

- 4 - i5C't{y»4£ -4- tyS^D -4- (tys “4“ <f»)2C -+- (ay^ -+- a<tE)^}f 
- 4 - aoÇ3|y5 3 /> _ 4 _ 3y»JaC - 4 - (3y»s -4- 3y^»)5j 1 

- 4 “ i 5 C»jy'^aC -+- “4” ùC,y^B J 


a63. Parmi les usages qu’on peut faire du théorème précédent, se présentent 
d'abord les deux suivons ; 

i.” Introduire dans une série proposée quelconque une autre série arbitraire, 
en ordonnant la première suivant les puissances de la seconde , et cela sans que 
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la série proposée change de valeur ; ce qui donne le moyen de connottre les 
sommes d'un grand nombre de séries. 

2.” Rendre une série proposée convergente à volonté , en la transformant 
en une autre dont les dénominateurs soient les puis^niçes successives d'une 
série quelconque , à laquelle on peut donner des termes tels et en tel nombre 
qu’on voudra. 

On peut se faire une idée de ces usages en lisant le chapitre i." de la 
a.‘ partie du calcul différentiel d'EuLsa , où , après avoir transformé la série 
A -I- Bx -1- Cr> -f- etc. en a A- etc. , y étant successivement 

égal à — — — et à — ~ — , ce qui forme les deux cas les plus simples de 

l'exemple du numéro précédent , l'auteur se sert de ces transformations pour 
sommer différentes séries ou pour les rendre plus convergentes. Les autres 
transformations qui se trouvent: ensuite dans le même chapitre, sont des cas 
particuliers de notre exemple du n.“ 6a. On voit donc que -cet exemple et 
le théorème du n.° a3; peuvent- servir à des applications pareilles, plus 
nombreuses et plus étendues. 

264. On aperçoit facilement combien le théorème du nuniéro a5; est étendu, 
en considérant que , x y ayant une valeur quelconque , on peut faire 
x=i, et alors, comme , il , C, i?, etc. , f ,,y, J, s, etc. sont quelconques , 
ces quantités peuvent être ou entièrement indépendantes et arbitraires , ou 
des fonctions arbitraires , ou des fonctions régulières et continues de æ , de 
a: qt de / , ou d'autres vaftables ; le théorème subsistera toujours. 

/)n peut , par exemple , regarder la série 

A-^B-+-C-h--D-i-E-\- etc. 
comme le développement de cette fonction de polynôme 
'Éiîl -HS-t-e-t-D-t-e-H etc. ) , 
et la série etc. -comme le développement de 

©(a + b-|-t-(-b-i-e-i- etc.). 


a65. Passant à présent au retour des séries , on verra découler du théorème 
et du corollaire précédons les propositions les plus belles et Ihs plus générales 
qu’offre cette matière , et nos méthodes de dérivation donneront les moyens 
de développer , toujours avec facilité , les formules que l’on obtiendra. 
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Soit proposée la série 

jr = Cx yx’ -H Jxî -+- etc. ; 

on demande â exprimer x en c’est-à-dire à déterminer les coefUciens 
de la série ^ = by -i- dy^ çyi 4- etc. 4- a.y* -f- etc. 

C’est le cas de Newton , dans sa lettre à Oldbnbuko, du 94 octobre 1676. 


On voit que cette question *se ramène à celle-ci : Transformer x en une 
série de cette forme : 

4- yx -t- -H etc.) ■+■ cx’(C ^ yx -t- etc.)’ 

4 - -i- yx 4- <fx’ -H etc .)3 ■+■ etc. 

Comparant avec le théorème du n.” 95 ; , on a m = 1 , xt = ^, et la série 
A 4- Bx -f- Cx’ -+- etc. se réduit ici au seul terme x ; on fera donc dans la 
formule (vi) , B = 1 , et tous les termes A , C, D , etc. , Am~i , A,, etc. = o, 
ce qui réduit le terme général à 

a,.y z= 

Ainsi la série demandée sera 

X = (a) 

C~'.y -hin-Ç-'y ■+■ ip^. -+- etc. -4- i 4- etc. , 

série dont la loi est très- simple. Il est aisé d’en développer séparément un 
terme quelconque par les règles indiquées au n.° aSb; et par la règle du n.° 96 i, 
on peut écrire, sans s’arrêter, le développement de la série même, continuée 
autant qu’on voudra. £n voici le commencement: 


X = C~'.y — 4- | — C~*S 

■+■ } - c-u 4- |e^9y^ - 

+ j _ 5c-r(.îy* 4-lî’)- e-»3y’J -4- ^e-9yi]j7^5 

— S~Tti -4- ^it) — “^f"*(3y'« 3y^’) 

9.3.4 9.3.4 

-4- etc. 

266. 
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266. Soit proposée l'équation 

* = <» -H Ci + yi’ -I- Ji* -+- si^ -h etc. ; 
on demande x exprimé par ce, y , «te. 

Je mets l’équation proposée sous oette forme 

X 

* * -1- Cx yx’ -H /c* -+- sa :4 -f- etc. ’ 
comparant avec le corollaire du n.® 9 Jg , j'ai f = « + Cx -|- yi> -t- -H etc. , 
ce, C, y, etc. remplaçant ici Q, y. S, etc. du corollaire, de plus m = 1, 
xi~‘ = 1. Donc , faisant la série A -I- Bx Cx» ■+■ etc. =: x, ce qui donne 
A = O , B = o.A = 1, et toutes les autres dérivées de A égales à zéro , la 

C^rmule (iv) donnera sur-le-champ 

X = ce -h ~D.ce^ -+- -+- -1- etc. -4- ip*-‘.<«* -+- etc.; 

Q JC ^ c 

où l’on fera à l’ordinaire d.« = C, n.C= y, etc. _ • ' 

Si l’on avoit x=_y(C-+-yx -4- -|- «x* -4- etc. ) , on trouveroit de la 

même manière , 

I = C.^ -H ^ D. C».^> -4- I P». -4- etc. -|- i p*-*.C®.>'® ■+■ etc. , ... (b) 

et en faisant le développement réduit, 

I = c.^ -4- Cy-r -+- f 5vM.y* iC^s -H \c^'-iyS + ^^y^\y^ 

-4- |C^ 4- icî(îys -K J’) -4- ^c»3y»i -4 l-i-îCy^b'S -4- etc. 


267. Soit proposée l’équadon 

^ = x(C - 4 - yi - 4 - <fx’ - 4 - SI* -4- etc. )■ ; ( i ) 

on demande à exprimer une puissance quelconque l' de i par une série en^. 

La solution de ce cas se tire du théorème de deux manières différentes : 
dans la première on supposera l'exposant r un nombre entier positif ; la 
seconde fera voir que l’on obtient la même formule , r étant quelconque. 

Première manière. On a ici_y = if", comme dans le n.® aJ; ; il suffit donc 
de comparer i' avec la série A - 4 - Bx ; 4 - Cx^ -4- etc. -4- A,xf - 4 - etc. : cette 
comparaison donne zéro pour tous les coëfficiens , B, C, etc. à l’exception 
de A, qui est = 1 ; de cette manière l’expression (vi) du terme général se 

P P P 


s4a 

réduit au terme unique 


on CÀLcnt, 


a,y* = - P»-'. 




Ainsi-, puisque l'indicé de o ne sauroit être négatif, ce qui exige que n ne soit 

r 
r 


pas ■<[ r, on voit que le premier terme de la série demandée est 
et la série elle - même sera 

’ ' . (c) 

H L__pï.e-(r+S)«i,y + S etc. H ^—■ÿ*,C~{' + »)".y'+'‘ etc., 

formule dont la loi est fort simple. ^ 

268 . Seconde manière. L’exposant r étant quelconque , je mets l'équation 
proposée ( 1 ) sous cette forme x=_y(f + yx + Jx’ -+- sx* -H etc.)~“ ; de 
li il vient, en prenant la puissance r, 

i' -+- yx -4- Jx’ -H «x* -H etc.)-'", et 

x^-' = e-'" D.C-™.x ■+■ p».C-'".x» -+- p3.e-'".x5 -4- etc. ; ’ (3) 

égalant le dernier membre de cette équation à la eérie A + Bx + Cx> 
-t- -Dx5 H- etc. du théorème , on a ^ = C-'" , B = -a.A = o. ff-'" ; donc 

C~"*d.A = = — 777ie-(' + *)"-*y = ; — ÎZ^_ D. Ç- ('+»)■ 




= ^ ^ Substituant cette valeur dans le terme général (v) du 

théorème, on trouve 

ip«->.(e— .D.^).^- = -^p..e-(r+.K^.. 

Multipliant par^' l'équation (3) , on a pour x' la même série (c) que ci-dessus. 

a 6 g. Exemple.’ Soit proposée l'équation 

o = — oc -h Sx -+- yx’ -+- Sx^ -t- SX* -+- etc. -+- is/X'; .... ( 4 ) 
on demande la puissance quelconque x' de la racine x. 

On fera m = i et_y = « dans la formule (c) ci-dessus, ce qui donne 

X' = Ç-'.et' -H — D.C-'~'.a'+' -+- — 

....(5) 


r -J- 1 


r -f î 


r + 3 


p3.e-'-3.«'+î -+- etc. -4- j 7 ^p*.e^-«.»'+»- 4 -etc. ; 
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et en développant par la règle du n.** 361 , on a sur-le-champ, 
JC' = ff-'.a' 

-H {_£• -H e-'-*. vM- 


.( 6 ) 


■+.\ — rÇ-'-U -+- 




1 . 9 . 


f - ^ - 6, y 3 j , apf -t- 5 


^ ® * * ; • . . - 


r(r-|. 3 )(r-p 6 )(r-P 7 ) ^^.. . 

1 . a . 3 . 4 ' ' 


etc. 


Nous voilà parvenus sans aucun détour i la série que Lagrangb donna le 
premier au n.® i g de sa nouvelle méthode pour résoudre les équations litté- 
rales par le moyen des séries , imprimée dans les mémoires de Berlin pour' 
1768; et nous avons de plus un moyen très -expéditif pour continuer cette 
série aussi loin qu’on voudra ; il faudra observer seulement que «< est un 
dernier terme. 

Si l'on donne à la formule ( 5 ) ci -dessus un premier développement en y, 
et qu'on ordonne suivant les puissances négatives de on trouve 


x' = 


.,...( 7 ) 


• — rg-»" 4 (p».y.g^ + 5 — 

— rg-^-*(p3.y.«'+4 — r.^D.y’.fls'+î) 

— rg-'-*(p 4 .y.«'-t-S — p’.y’.»'+< -f- ’’ ^ y 3 .«'+ 3 ) 

— /ig-'-7(p5.y.<»'+6 — L;^p5.yî.fl,'-f-5 _j_ ^ ^ ^ P.y3.at"+A) 

— etc. ; 

la loi se présente d'elle -même et les développemens ultérieurs n'ont aucune 
difRculté. Cette série s’accorde avec celle que Laobarob a trouvée au n.® 18 
du mémoire dont nous venons de parler. 
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370. On a jr = x{Ç y X 1 1* -4- etc. )" , 

et l’on demande l'expression sans x d'une fonction quelconque de x. 


On peut tirer du théorème du n.* î5; deux manières de résoudre cette 
question , l'une lorsque la fonction 'vj/j; peut se développer en une série qui 
procède suivant les puissances de x, l'uTitre qui s'étend aux cas où ce déve- 
loppement n’a pas lieu. 

Première manière. Les valeurs de j , de et de m étant i<^ les mêmes qu'au 
théorème , et s);! pouvant être convertie en une série ordonnée suivant les 
puissances de x, je fais -vj/x = \J/(a -4- i) , et j’ai 

>J/x = sjya -4- i>-v|/«.x -4- p’4/«.x’ -4- p^vj/a-x^ -4- etc., 
pourvu qu'après les dérivations je fasse a = o. Comparant celte série avec la 
série yi - 4 - Bx ■+■ Cx^ + Dx^ ■+■ etc. , le théorème donne sur-le-champ 

d-x = 

-4- nd/tt./ - 4 - 7D.(ff-«.Dd/«)^’ -4^ 

- 4 - etc. -4- ^p*~‘.(C~*".nd/«).^". -4- etc., 

formule dans laquelle na = 1 et a doit être fait zéro après les dérivations. 

Si l'on né fait pas a = o après les dérivations , cette même formule donne 
la valeur de d^(a-4-x), a étant quelconque. 

271. Exemples. Si_ 7 ^ = Gx - 4 - yx^ - 4 - Sx^ -4-«x4 - 4 - etc. , en faisant m = 1 , on 
trouvera ainsi pour e* , sinx , log( 1 - 4 - x) , les séries suivantes , e étant la quantité 
dont le logarithme naturel est = 1 , et log désignant le logarithme naturel. 

e* = 1 - 4 - Q-'.y -4- -h -+- -f- 7» ^"* - 4 - 

• -4- - (p5.C-* -4- - -4 ^D.e-< -4- Z- C-*)r‘> -4- etc. , 

où la loi est évidente; de sorte qu’on en conclud facilement le terme général, 
sinx = G-'.jf - 4 - iD.C-*.^ï - 4 - ^(p^G-î — 

-4- 7 (p 5 .G-* - 7 ^ D.C-4)j,4 - 4 - j(p4.G-5 - 7 L p».e-5 + 

«C-. 

où la loi est encore évidente. 

Sans 
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. Sans faire a = o , on a log(« + *) = 
log« ■+■ 4- 4 - — <r*D.e-S 4 -' 

^ 4 - 4- «-Sd.C -4 — -f etc. 

Si a = 1 , cette série devient 

log(i 4 -x) = C~'-y 4 - ~ -+■ — d.Ç -5 4 - 

+ ■+■ etc. 

272. Seconde manière. Si \(/x est de nature à ne pas pouvoir être développée 
suivant les puissances de x (telle est la fonction logx), on aura recours au 
procédé dont nous avons fait usage au n.’’ 968, et ijue nous allons généraliser. 
Mettant l’équation proposée sous cette forme 

^ = (C 4 - yx 4 - Jx’ 4 - SX* + etc.)-* = 

e— 4 - D.e— .X 4 - p’.e— .X». 4 - p*.e-*.x* 4- etc. , (*i) 

nous aurons , par nos méthodes , 

»• + P’- 'k ?■■)•*’ -+■ p 5 .^KC-*).x* 4 - etc. . . .(9) 

Comparant k présent le second membre de cette dernière équation (9) avec 
4- Bx 4- Cr> 4- etc. du n.* 95; , le théorème donne sur-le-champ 

^ P». {C-**.d.vKC-")}. 7'Î 4- etc. - P*"'. 

Cette formule présente une loi fort simple. 

. 275. Exemple. Soit jr = x {5 + yx -+■ Jx^ 4- sx* 4 - etc. ) , on demande 
logx par une série en j'. . 

On fera m = 1 , \Kxy-') = log(^-‘) =logx — log_y, •vpÇ-* = logf-* = 
— logC, doncD.'vJ/f-'x:— C-‘D.f,et le coefficient de^* sera ip»-‘.( — f'*''n.Ç) 
= - P*. ; ainsi la série sera 

logx= (3) 

iog(e-'.y) + 4- ip?.e-^’ 4- -+■ 

4- etc. 4- ^ P*- ff-"-/* 

Q q q 


4- etc. , 



DU CALCUL 


346 

formule remarquable per sa simplicité ; elle est facile à développer par la règle 
du n.“ s6i , et son développement réduit s'accorde avec la série que trouve 
Lagrangb au n.° ig du mémoire cité. 

Si l’on veut que la série soit ordonnée suivant les puissances négatives de^ 
C, il suffit de bure un premier développement en y, et l’on pourra ordonner 
la série comme la dernière (7) du n.° 969 ; on aura ainsi une série qui s'accorde 
avec celle que trouve Lagrange au n.° 18 du même' mémoire ; mais, après 
avoir fait ce développement , on peut encore ordonner la série de la manière 
suivante , ensorte que les colonnes renferment chacune des quantités en y de 
même dimension , 

logx=log(C-*j) — Ç-*.y.r + etc. 

• — C“^D.y.Jr'’ + — £l.^^-7D.y3.^4 etc. 

(4) — -t- etc. 

— ^ + etc. 

— etc. -I- etc. — etc. etc. , 

Ici la loi est encore très -facile à satsir. 

274. Dans la solution précédente nous avons trouvé l’expression de , 

où y est mêlé avec x : voici comment on peut s’y prendre pour avoir une 
fonction de x seul. 

On écrira l'équation ( 1 ) du n.” 979 de cette manière 

X = z~^-y -f- D.f-".^.x -f- P’. e--.^.x> + pî.e-*.^.xî -t- etc. 
et , en supposant Z~^.y = 8 , d. = « » p’> Z~^-y = 6 , «te. , y étant 
invariable , on aura x = b -f- ex 4- bx> + »z 3 etc. ; donc 
4 /x = \|yb 4- i).\|yb.x 4 - p^>|/b.x’ 4- p*.\J,b.x^ 4- etc. 

Comparant ce second membre avec A Bx Cx^ -4- Dx^ 4- etc. du théo- 
rème, on a 

(O 

>J/b 4 - C-".D.4/b.^ 4 - iD.{Ç-"•.D.^)/bj._y^ 4- jP’.{e-î".D.'vj/b 
‘ • 4- etc. -4- ip»-'.|e-«-.D.v|/bj.^" 4- etc.; 
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après le déreloppement on remettra à la place de b , c , b , etc. leurs valeurs , 
qu'on développera à leur tour en regardant^ comme invariable. .> 

Quoique le développement de cette série ne s'ordonne pas toujours suivant 
les puis.sances de^, puisque / entre sous le signe de fonction , il donne cepen- 
dant pour X' et logx, dans les cas des n.*” 26 g et 9 ;3 , les mêmes séries que l'on 
y a trouvées. 

275. On propose l'équation 

/ = -h yxf + 1 -f- irf+’t -4- gif’+V etc. , (1) 

g étant des exposons positifs ou négatifs , entiers ou quelconques 4 et l'on 
demande une fonction quelconque de x par une série en /. 

£n écrivant , pour plus de commodité , gip au lieu de -, et en prenant 
successivement la puissance q\peti-.p àe chaque membre, l'équation ( 1 ) devient 

yvr = xi(€ -f- 71» ■+■ Sx>i -+■ ex^ ■+■ etc.)f = r, (9) 

et y r = x{€ + yxf Jxh gx% etc.)•'^ 

Cette dernière équation donne 

x.y-'-r — Q-yr -4- D.e-*'i’.xt -4- p».e-*=r.x’t -4- pî.e-"^x^ -4- etc., ..(3) 
et prenant la fonction \j/ de chaque membre , on a par nos méthodes 
>|/(x./-'=>) = -4- d.4,(C-'=4>).x» -I- p>.'4/(e-'=f,.x=» 

-f- P*. >|/(e-‘=?).x5« etc. + p*.'4/(e-'=/>).x"f + etc. 
Comparant avec le théorème du n.” 95; , savoir l'équation (9 ) avec l'équation 
/ x(C -4- yx + Jx’ -4- *x* -4- etc.)" 
du théorème , et le second membre de l'équation (4) avec la Série 
-h Bx -h Cr» + -h etc. -4- -h etc. , 

on voit qu'il suffit de mettre jd ,yt'-r, g \p au lieu de x , / , m, et ■v|/(ff"*=Ot 
D. ' =r), au lieu de .fi = n.y^, respectivement, et le théorème donnera 

\j/(x./-'=P) = (g) 

-4- iD.{e-«f = r.D.\|/(Ç-':p)}./«f=> 

Si l'on veut avoir une fonction de x sans mélange de/ , l'équation (3) donne 
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Je foi» C-'-ryr = b, D.C-Hf.yr = c, etc., y-f étant invariable; cette 
équation devient par là 

X = b -4- cif -4- bx’» -4- «x^ 4- etc., 
et l’on aura de plus ^ 

4/x = ,|yb -f- D.>J/b.a5f -4- p’.'vj/b.xv -4- pî.,|/b.xSf -4- etc. 

Je compare le second membre de cette équation avec la série A + Bx 
-4- Cx’ -4- etc. , et l’équation (9) comme ci-dessus; et le théorème donne 

\px = ..'... (h) 

+ Ç-f=rD..4/b.^=r -t- -D.[e-*f=^D.'4/bj.^M=f 4- ip>.|e-îf=f.D.v|/b}.^^f=^ 

® I 

4- etc. -f etc. 

. Après le développement, on remettra au lieu de b, c, b, «, etc. leurs valeurs 
précédentes , qu’on développera à leur tour en regardant^' ' r comme invariable. 

Si l’on a jx‘ = Cx’ 4- yx' + f -4- Sx'+*t ■+■ s** -4- etc. , ce cas se 

ramène au précédent en divisant par x‘ et en faisant s — t = p. 

Si l’on a X' = y{€x’ -4- yx’+f -4- Jx’+*f -4- sx'+^ -4- etc.), on peut 
Cûre ^ = 1 : (>, et ce cas se ramène encore au précédent. 


376. Exesiplb. étant proposée l'équation ■ 

O = — « 4- Cxf -4- yxr + i -4- Sxr+^1 4- sxr+*f -4- etc., 

P et q étant quelconques , positifs ou négatifs , on demande x' par une série 
ordonnée suivant des puissances de «. 


Il suffit de faire, dans la formule (g), \l/(x.j'~ =x'.ar^=r; 

on aura ■4/(C~*‘0 D. •4/(C-*=r) = D.C-r'f = — 

donc C-»f=rD.4/(e-*=r) = — - C-(M+0:r-‘D.e = — -1— ; 

P •' r + ruf 

ainsi le terme général est ^-^^p*.Ç-('+"f)!/. et en multipliant tout • 

par c^-r , la série sera _ 

C-’^r.e^-r -4 — D.C-('+^)•^ «(’•+’») = ? -4 — 

r-4-y , 

J C — pî.Ç-('+îf)'J’.«*('+M)=r -4-etc. H — 

r + ■■ r + iry = 

' Cette formule se développe facilement. 

. On 
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On peut aussi , apr^s lui avoir donné un premier développement en y , 
l’ordonner par colonnes verticales , chaque colonne contenant des quantités 
en y de même dimension , ainsi que nous avons disposé le développement en 
y de log.r au n." 573. 

Pour appliqt^r la fomule (i) à un cas très-particulier , prenons le second cas 
de î 4 bv»'ton dans sa lettre citée au n.° ^63 , savoir : Étant proposée l'équation 
J C.r y.i^ -(- -1- -+■ etc. , 

on demande x par une série en y. 

On fera p = i , q = 2 , r = i, et = y , et l’on aura 


S~\.y -+■ H- etc. •+■ etc., 

et en faisant le développement réduit , 

X — C~Ky — 

Vj - 5 - 6 J U-ry^\y^ + { f-** -1- |e-92y<î ^ 


(ay* + J») _l^e-.>3y^J- 

etc. 


10. 1 1. la 

9 -.3. 4 


277 . Exemple. On demande logx , dans la supposition de J’exemple 
général du numéro précédent. 

Pour avoir logx dans cette supposition, ou fera \|/ = log , et l'on aura 
%Kx.j'"“f) = log(x.<»-‘ = r) = logx — Jogas'=r; ensuite D.-\)/(C-*'r) = 

D. log = — ^D.logÇ = — = — -ff-'D.f ; donc 

P P G P 

devient = — -C-’i’f-'D.C — ef le coefficient de sera 

P '“7 

= — p".S-*r-r. La série sera donc 

n-. ru/ !Uf ^ 

logx = 

logfC-'=r.i»'-r ) H- -D. Ç-f •r.atf h — — f 

q 97 e, . 37 e 

-4- etc. H- etc. 

nq ® 

Si l'on avoir = Çx -f- yx* Jx5 -J- *x7 etc., on feroit /> = 1 , 
7 — a , « = J', et l’on auroit 


R r r 


a 5 o 


Dû ÆALCÛI. 


log* = 

iog(ê-'_y) -t- iD.e-».y ■+• 

-+- ^ -^- «c. 

Les formules que nous venons de trouver depu?s le n.° 9 65 , sont très- 
réguliéres et très - aisées à développer : nous allons passer au retour -des 
fonctions , dont l'usage est encore plus étendu. 

278. Étant proposée l’équation suivante, 

jr = xî>(af H- *), 

où <p désigne une fonction quelconque ; on demande à exprimer, en et etjr, 
une autre fonction quelconque de x, iKs -+- x) , a et « étant des .quantités 
indépendantes. 

J'ai d’abord (p(« -+-'x) = (pet -+--u(Pet-x -H p*<paf.x’ -+- p^<ps.x^ + etc.-, 
^e je compare avec la série t du théorème du n.® 957 ; je fais m = 1 , et 
j’ai xj =/; j.’ai pareillement, en développant, 

>|,(a -(-*) = \)/ a D\|y«.x -f- p® 4 /a.x» -+- pî>|/tt.x*.-f- etc., 

que je compare avec la série A -h £x Car» £>x^ etc. , et le théo- 
rème donne sur-le-champ 

4 '(* - 1 - x) = (A) 

s|ya ■+■ jD{(^«)->Dvj/a}./» -t- 

-f- etc. ■+■ - 1 - efc. : 

nous n’avons pas mis de points après les d , pour indiquer que d a = 1 , 
et Da = 1. 

Si l’on avoit x<p(«-l-x) = 1 , ou x = * . , il suffiroit de faire 

(p\et T *) 

y = 2 dans la formule précédente. 

279. On a l’équation 

{t-et)(pt=yy ou«-^-^^ = o, 
et l’on demande une autre fonction quelconque de i, savoir -vj/f. 
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Ce cas se ramène au précédent en faisant r = « -f- x ; car , substituant 
cette valeur dans l’équadon proposée , elle devient xip (» '+ x) =y ; et puisque 
= + f — a) , en ajoutant et en retranchant « en même temps , on a 

4/^ = 'K* + *)j il suffit donc de faire « = a dans le numéro précédent, 
et la formule devient 

(B) 

4/« (<Pat)~’o4^»-y -h ^d{(<P«)-*d4/(»}.^* -h jP’{(ip<*)”*D-4/«j._y3 

-I- etc. ■+■ ^ g*- ■{(<?«)"*“ 4'»}-^ -+- ®‘c., 
où s est la seule variable , sa dérivée Dec étant ^ i. 

Si l'on avoit (et — + i = o', il sufllroit de hûre^ c= i. 

• 

a8o. Étant' donnée l'équation suivante ' 

x=^<P(«+x), • ' 

on demande à ei^rimer en « et_^ une autre fonction quelconque 4^(a -b 

La proposée donne ^ = ^ , ou bien en développant , 

X 

~ <P« + D(pœ.x + p'^af-x^ + g5^ae.x^-+ etc. ’ 
je compare le dénominateur avec e du corollaire n.° 9 5g,’ et en faisant m = i , 
j'ei y = Xf-’;- je développe pareillement 4/(« + x)., ce qui donne 
4/« -h D\J/a.x -h pa4'«.x’ -H p^4'*’*^ -f-'etc. , 
que je compare avec yi Hr ■Bx -h C.v^ -+- Dx* + etc. du corollaire, et 
l'équation (iv) me donne sur-le-champ 

■'H« + *)= (C) 

■vpa -f- ^<».i)4/«-^ -f- ^nj((pa)’D4/«}.^* -t- jpM(<P*)^°4'«!’.y* 

-+- etc. -(- ^p"~’l(<P*)'û4 '*j’y •+• 
a et æ étant des variables indépendantes, et oa étant = i , b« = i. 

Si dans le cas présent et dans celui du n.° g 7 8 on vouloit avoir , non 4/ (a + x) , 
mais 4^x, il suffiroit de faire a = o , dans les séries (A) et (C) après les 
dérivations effectuées, pourvu toutefois que 4^x ou 4^ a ne soit pas une 
fonction ■ telle que la supposition de a = o rende 4/0 toutes ses dérivées 
D4/a , p*4^a, etc. zéro ou infinies, comme cela arrive dans la fonction logx. 


281. Exemple. Ayant x = ^cp(« + x) , on demande x. . En faisant 
= 1 , et 4/a = O, on trouve 

X = <px.j H- -h I -i- etc. ■+■ ^ P "".' ■+■ etc. 

282. Étant proposée l’équation 

cc -'t ^ O, oa =jr, ^ 

<pt étant une fonctibn quelconque de.r, on demande la valeur en a et ^ 
de 4/^1 autre fonction quelconque de t. 

C’est le cas du beau théorème de LacHAKCE , publié pour la première fois 
dans les mémoires de Berlin pour 176^, page 27S. 


J’écris « -t- f — « au lieu de t dans <pt et yj/t; l’équation proposée devient 

t — et 

~ ^{^x + t — a) ~y ' et 4 /^ devient4 /(« -t-i — a); je fais f — » = x, etj’ai 


(p{* 4 -x) =^’ 

Comparant avec le corollaire , comme on l’a iàit au n.” 
donne sur-le-champ 


ypt = 


a 80, l’équation (iv) 


(D) 


4/<* -+- <P«-n4'«-^ •+- ^Dj(^«)-D4/«j./> -4- 5 P’[(<p«)lt3 4.at}.^î 

-h etc. -+- j(ip«)'D 4 /al.^‘' -1- etc., 

X étant la seule variable et n {« = 1 . 

Si l'équation proposée étoit x f-4-<pr-=o, il suffiroit de faire ^ =. 1 , 

dans cette formule (D), laquelle s’accorde avec celle de Lagrange. 

Plusieurs Géomètres se sont occupés à donner des démonstrations du 
théorème de LagranOb. On vient de voir la série (D ) découler naturellement 
dtt théorème du n.® 267, et comme nous avons donné de ce théorème une 
démonstration rigoureuse et fort simple, celui de Lagrange se trouve démontré 
d’une manière qui réunit la rigueur à la plus grande simplicité. 


283. Étant proposée l’éqiution 

X = F(« -f- j^ix), (1) 

'F et <p indiquant des fonctions quelconques , on demande une autre fonction 
de X quelconque, ypx, exprimée en * et_y. • 


Je 
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Je fais t = et -i-jr(px-, j'aurai x = Ff et ^x = fpFf ; de là on tire 

'J'* = •4'*"': (») 

comparant avec le numéro précédent, on>voit qu’ü suffit d’y changer •vj/ en 
\|/F et (P en <pF , et l'on aura , d« étant = i , 

\)/x = (E ) 

4/F« -4- ((pF«).D(\J/F*)._j^ H- 1 d{(<pF«)*.d('\|/F«)}.^» -4- 


jP=jJ(pF*) 3 .D(\|/F*)}.^î -t- etc. -t- ip»-'l(<pF«)'.D(x)/Faf)l.y - 4 - etc. , 

formule qui s'c^ft-de avec ce que trouve Laflace , mémoires de Paris , année 
• 7 77 , page 1 *■ 

284. Tout demeurant cotnme ci-dessus, on peut encore donner une autre 
forme à la série. qui exprime >px«en et. 

En effet, x = F(« -I- y<pec) devient, en prenant la fonction (p de part et 
d'autré et multipliant par^,^<px :=_y<pF(ae -4-_^^x) ; faisant ^ipx= w , 
on a fv = _y^F(as -p w); comparant avec le n.® 281, on trouve, pour iv, 

IV = y<P^ = <pF«._y -I- ^a{(p'Fety.y^ - 4 - oc^-y^ -I- etc. 

-H ^p*-’((pF«)"^r* -t- etc. ; 

substituant cette série dans x = F(» +y(p«:), et prenant de part et d’autre 
la fonction sp , on a donc aussi 

>j/x = • (E*) 

spF {« - 4 - (pFa^y-i- jD(^F*)».j'» -+- ip>(<pF«)î._yî-f-etc.-4-ip*"'(<pF«)*.^"-»-etc.}. 

Cette expression , comparée avec celle du numéro précédent , présente un 
théorème sur les dérivations dont nous nous occuperons par la suite. ’ 

286. Exemple. Étant proposée l'équation 

X =z v{et Cjcf -+- yx1 -h-i-tf -H etc.)*, ...... (I ) 

V étant une constante, et ig,C, y. S, etc. , p, 7, r, etc. , s, des quantités 
quelconques ; on demande x. 

En faisant f« = C.»'r,vr -f- 7.»'». v» -t- i. ae". V - 4 - etc. , on aura , par les 
n.*® 284 et q 83 , en regardant « seul comme variable , la dérivée Dot étant = 1 , 

S s s 
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X = 

v[ec -+- f« -+-^s(foe)» •+■ ~t' etc. 


.....(a) 

-H'etc.]' 



fa.D«* -f- in [(fAV.ua!'] -f- ip!-{(r«V.Da!'j 

-+- etc. ip‘'-'j(fafV. D.a'l ■+■ etc. 


En effet, comparant l'équation proposée avec x = F(« -H cp.r ), en faisant 
= i dans les n.“ «83 et «S j , on aura Fas = v<*', donc <pFac = ; 

ensuite <p* = Cxf -4- yxl - 4 - Ix' -4- etc. , donc (^Fee — Ci-fet'f -4- yviet’f 
-4- iv'ct"' -4- etc. , série que nous avons représentée par f«, donc <pF a = fat. 
De plus, on a 4 .x = x, ce qui donne \|/^« = =;A'. Substituant 

dans les formules des numéros cités,' on trouve la formule ci -dessus. 

On résoudra facilement d'une manière semblable les exemples des n.°* «o 
et «I du mémoire de Lagaangkj cité précédemment n.° «6g : nous ne nous 
y arrêterons pas, l'équation ( i ) ci-dessus étant plus générale que celles dont 
part Laghakge, 

La formule («) coïncide avec celle que Giaknella a donnée dans les 
mémoires de Turin, années 1784 et 1786 , page 462. 


286 . Soient (fit et 4^ deux fonctions quelconques de f, trouver la relation 
entre 4 ^ c'est-à-dire exprimer 4 ^ par une série dans laquelle entre la 

fonction <pc. . 

Ajoutant à / et en retranchant en même temps la quantité arbitraire «, on a 
4 ^ = 4 (<* ^ — a) , et (pt = <p(* '4“ ^ — *) » 

et faisant e — a = x , la première de ces équations devient 

4f = 4(<* -4- x) = 4« “I" u4*-a! -4- p^4«- ■+■ p^4«"*^ c*c. , 

série que je compare avec la série A Bx Cx' -h Dx^ - 4 - etc. du théorème 
n.°« 57 . La seconde des deux équations précédentes donne 

= <p(« -H z) = 4 * "4“ D4«.z -4- p’4«.x' - 4 - p^4<*.x5 etc., 
partant, — (foc =■ D<p« x -4- p’4a.x> p^ipa.x^ -4- etc., 
que je compare avec la série x(ff - 4 - yx - 4 - ^x’ -4- etc. ) = x; du n.° «5? , 
en faisant m = i ; j'aurai X( = (pt — <pcc, € = ixp* » V — ^ 
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etc. Substituant dans la formule (iv) du numéro cité , on trouve 

= / (F) 

\)/« -H ( M-vl/oe. ((pf — 9<*) + - Dj(D(pae)"*. D\)/<*}.((pf — <P«)“ 


5 i j -1- etc. -1- ^ p*~* { (n<p<i{)-*.D>J/«) j -4- etc. 

Dans cette formule la quantité et est arbitraire , et dans les dérivations on aura 
soin de regarder \l/et et Dtp a comme des premiers termes, ce qui fait que 
Du>J/i]e sera = ap’\j/*, p'o\{/a = 3p5,p*', etc., tandis qu’il faut prendre 
p’(P«, p5<p«, p4(pflî, etc. pour DDCpflf, P» D(p as, p^ncp», etc. respectivement. 

287. Cette solution peut être employée à düTérens usages : nous allons en 
indiquer sommairement quelques-uns. 

Mettons, dans la formule (F), £ au lieu de « et r -f- At au lieu de £, A 


étant la caractéristique des différences (finies), tps — tp» devient -4 - At) 
— (pt — A<P^r formule prend cette forme 

-4- Af) = (G) 


-4- (n(pt)-'.D\)/f.A<P* -i- -^D[(u<pf)-*.D4/rj.(A(pt)* 

-4- jp’{(n^)r)-5.DvJ/r}.(A<pO^-+- etc. -|- ^p’-'{(D?f)-".Di|/t}.(AÎ)0*+ etc. 

Dans cette formule t varie par rapport à d de or == i , et par rapport â A de 
At, la différence A^ étant tout ce qu'on voudra ; dans les dérivations opt et 
doivent être considérés comme des premiers termes. 

Cette formule renferme le théorème connu de Taylor comme un cas 
particulier, qu'on .obtient en faisant pt — s t elle donne la solution du 
problème que Lagrange a traité au n.® 200 de la théorie des fonctions 
anatytiquês , et elle a l'avantage de présenter une loi de progression bien 
évidente. Nos méthodes la développent avec facilité. 

288. Si dans la .formule (F) on fait = o, ce qui suppose que et soit 
une des racines de pt = o’, la formule devient 

pet -4- (D^ae)~’. D\j/fle.<pf -|- — n j(D(p<»)“*. D^}/»}. (^f)® 

. '+- ■jp’{(D(p»)-î.D4/«}.(<pt)3-4- etc. -t--ip»-'|(D<p«)-*.D4/<»j.((pt)*-t-etc.; 
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et l’on aura autant de ces séries que l'équation ^oe = o a racines. Cette 
formule sert k convertir \J/t en une série ordonnée suivant les puissances de 
<pt; elle ofïre un cas particulier du premier des -uages indiqués au n.® a63. 

289. Si l’oij a l'équation <pt = o, la formule (F) devient, en y mettant o 

au lieu de Æt , , ^ 

yi't = (I). 

■\|/« — (Oi^as)-*. -f- ^ 

— .7 P’ i ! •(?«)* -+- etc. ± 1 P" - • I (D:pa.y\ Dvj/» j qz etc. 

tout demeurant au reste comme au n.® 286. Cette série est remarquable en 
ce qu'il n’y entre d'autre quantité que «, qui est arbitraire. 


290. Exemple. Si dans cette dernière formule (I) on #ûppose = t' , 
elle devient ' ' 

e = ec’ — (DiPcc'jr'-Oei'.tpot + 7 D j(D(p<*)->. J 

• , . •••'(«■) . 

— h- etc., 

formule qui contient la solution de ce problème ; « Étant donnée une équation 
quelconque <pc = o,(pt étant' une fonction de t algébrique ou tran-scendante } 
trouver une série qui donne non-senlement la valeur d’une des racines f, 
mais encore celle d'une puissance t' de cetle' racine. » Ce problème fait le 
sujet d’un mémoire d’EuLBn , inséré dans le tome VI des noi-a ^cta de 
Pétersbourg , sous le titre 4 Methodut generâlis iiivestignndi radices omnium 
tequacionum per approximationem , et la formule que l’auteur trouve s’accorde 
au fond avec la précédente. -Il observe qu'afîn que la série devienne assez 
convergente pour servir à trouver la racine par approximation, il lipt prendre 
pour l’arbitraire « une valeur qui approche fort près de cette racine , et que 
dans ce cas la méthode ordinaire conduit au même but plus commodément. 
Aussi bien allons -nous laire voir que la méthode ordinaire peut être réduite 
à une formule qui coïncide avec la précédente (K), en faisant r = 1 dans 
celle-ci. 

t » 

291. La méthode ordinaire est celle que Newton a donnée dans son traité des 
fluxions ; Taylor y appliqua le premier le théorème qui porte son nom , et 

. l’étendit 
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l'étendit par là aux équations transcendantes {Transactions philosophiques , 
tome XXX, pour 1717)- Euler, dans le chap.IX de la a.'** partie de son Calcul 
différentiel, et Coortivron , dans les mémoires de l’Académie des sciences 
de Paris pour 1744, la réduisirent en formule. 

En partant de la considération de Newton, soit ^£ = 0 une équation 
donnée , et a Aie valeur Approchée d’une des racines , et soit p ce qu’il faut 
ajouter à la valeur de es pour avoir cette racine ; on aura t = ce + p 
substituant « -t- ^ au lieu de £ dans <p£ = o, on trouve 

_ = Tstpcc.p + -i- -t- etc. 

Comparant avec le n.® 5 7 8, on aura une série pour/;, laquelle ajoutée à «donne 

t = a — (D<p«)-'.(p« ■^D(D<pa)->.(<p«> — jpHo<P«>'^-(<P*)*-i-etC., 

formule qui coïncide avec la formule (K) ci-dessus , si l'on y fait r = 1. 

aga. En considérant d’autres équations , on pourroit encore déduire 
différentes formules de notre théorème général ; mais celles qui précédent 
suffisent pour faire connoltre la manière de l’appliquer aux différens cas du 
retour des séries et des fonctions. 

Nous n’avons pas cherché à' exprimer les coëfEciens des séries précédentes 
en termes récurrens, c'est-à-dire en formules qui contiennent les coëfTiciens 
précédens , la chose n'ayant aucune difficulté au moyen de nos méthodes. Si 
cependant on vouloit de ces sortes d'expressiens , il suffit d’avertir que, tout 
demeurant comme dans le problème du n.° et comme dans le théorème 
du n.® aJ/ , les formules (3) du n.® a55 donnent sur-le-champ 


a = A , 



etc. 


■r t t 
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(III.) 

Étendons présentement le théorème du n.** a 5 7 aux séries doubles. 

PaOBLiMB. 
f^gS. Étant donnée la série double 

yi + Bx -I- Cx’ -(- Dx^ -+-• etc. ® 

B 'y -I- C'xy D'x^y +.etc. 

• -(- C”y^ -H D"xy^ jt- etc. 

B>"'y^ etc. 

-f- etc. , 


(O 




..(U) 

■ elc.y ; 


et l'équation suivante en x et , 
r ^ -f- ex -t- ex* -f- etc. 

■hey-i- d'xy -H e'x^ -t- etc. 

x\ + d"y^ -f- d'.ryi -+- etc. > = ( C" -f- i'"y^ ■ 

-(-etc. I 
etc. . 

tous les coeiTiciens, ainsi que x> étant des quantités quelconques, dépendantes' 
ou indépendantes les unes des autres ; on propose d’éliminer x de la série (i) 

> et de transformer celle-ci en une série ordonnée suivant les puissances de 


de cette forme : 


a -t- bj" -+- H- -t- ty^ ■+■ etc. 


.(m) 


a, b, c, b, (, étant des fonctions des coëfllciens de(i) et (h). dans lesquelles 
il n'entre ni x ni 

294. four résoudre ce problème, représentons par une sçule lettre chaque 
série en y affectée d'une puissance différente de x , ainsi qu'il suit : 

'y4 = A +B'y -h Cy^ -I- etc. , ’B = B -h C'y -t- D"y^ -H etc. , 

’C =C-+- D'y -+- £'[y» -f- etc. , ’D = D E'y F"y^ -f- etc. , etc. , 

'b z=b ->t-c'y d"y^ -i- etc. , ’c = c d'y d'y* -H etc. , 

‘d z=.d -^dy -\-f"y* -t- etCi , 'e = e h- fy ^'y* etc. , etc. , 

'e' = e' -t- y> l'"y^ -H iy* -l- etc^; 
au moyen de ces notations le problème est ramené à celui du n.” a 53, car la 
série (i) proposée ci-dessus devient 

'A -t- 'Bx -f- 'Cx* -t- 'f)xî -4- etc. , 
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et l’équation (ii ) prend cette forme 

x{'b -f- ‘ex ’dx‘‘ -+- '«X* •+■ etc. y = ny.'Q'' , 
où If est invariable. Comparant donc avec le théorème du n.” 337 , et*mettant 
r au lieu de m et ’Q’’. 7 ty au lieu de iv" ou y,' le théorème donnera 

‘ 'A 'Bx -+- 'Cx^ -4- 'fJjfî + etc. = I .... (v) 

'A ■+■ ‘b-'.T)'A.‘^'‘.Tty ^ii.{'b-v.TiJA).‘Ç'*‘.Tf*y* ■+■ 

D.'Ayc'^.-Tty^ -+- etc. -t- p*-«. -4- etc. 

Il n'y a plus de z dans cette dernière série ; ainsi il sufllt de la développer 
suivant les puissances de y, pour avoir la série (lu). * 

Imaginons qu'on ait remis au lieu de'y^, 'b, leurs valeurs (iv), i^est 
visible qu'en développant suivant les puissances de^ , on aura, pour le coef- 
ficient dey* dans le terme général p"-'.('A-■^D.'y^). l’expression 

suivante ^ 

— p'*-". I ç"-K(b-"'.D.A)\,^’’ , 

où le signe d affecte A ex. b ex. leurs dérivées mais non C' et ses dérivées , 
tandis que d' affecte tant A ex b que C' et leurs dérivées. D’après cela il est 


slair que dans ‘A le coefficient de y* sera p'». A , 

dans ‘b-’D.‘A.‘^'*.Tty le coëfficient de_y* sera y"-'.{C'‘.b-'.o.A].if, 


dans ^D.(b-^*’.D.'A ),‘ il sera ip'»-4jÇ'*'. u.(^*'.D..^)j.z', 

dans jf\{'b-^.T> JA).'C'i‘.,f3yi jy—i.\C'^.ÿ^.{lr-^.D.A)].x^, 

etc. , 

dans y^^*-K('b-".D .'A).'C*‘-7t*y* D../îf).»’.* 

En rassemblant les expressions écrites dans la dernière colonne verticale , 
on a le coëfficient a. du terme général a,y‘ de la série (iii). De là résulte le 
théorème suivant. 

Je n’ai pas besoin d’avertir que l’équation fn) fait voir que dans les dérivations 
I)', où la lettre change et l’accent, c', <f", e"' , etc. sont des dernières 
quantités. 
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sg 5 . Étant proposées la série (1) et l'équation (11) du problème précédent 
n.® ag 3 f pour conrertir la série (i) en une série ordonnée suivant les puis- 
sances dey et dans laquelle x ne se trouve plus, on aura la formule suivante 
yi -4- Bx -4- - 4 - jDx 5 - 4 - etc. 

-H B'y -4- Cxy ■+■ D'x^y ■+■ etc, 

-4- C'y^ - 4 - D'.ry^ -4- etc. ^ = 

-4- £) ">5 -4- etc. 

- 4 - etc. 


-4- C'.lr'.u.A.Tr 

• (v'O 


- 4 - d'. }C'*. A-'.d. A\.-n 


r p'*-^ \jy' 

-4- ^'.D.^j.» 

-I- -Î»d'. jf *'.D.(^'.D...^)j.;r^ 


- etc. , 


P’- “• 

le terme général de ce. second membre étant 

«-•>" = (vn) 

-4- p'*-'.|C'*.^'.D.y/}.T -4- .ip'«-».je'»'D.(i-*'.D.y/)j.»» -4- etc. 

A , b , f doivent être considérés dans les dérivations comme' des premiers 


y* 


termes. 


ConOLLAlRES. 


296. I. Puisque les exposans r et t sont quelconques, 6n pourra changer 
r en — r , ou changer s en — s , ou changer à la fois r et j en — r et — s ; 
on aura ainsi quatre formules différentes , y compris celle du théorème , 

lesquelles répondent chacune à des cas différens de retour de séries. 

• 

397. II. Tout demeurant comme aux n.^agS et ag 5 , si la série à transformer 
est simple, sans_y, c’est-à-dire si l’on a 

A -4- Bx -4- Cx^ -4- Z)xî ■+- etc. , 

alors A n’a aucune dérivée les termes j>'.A , ÿ'^-A, p'^.A, etc. p'*.A 
disparoissent des formules (vi) et (vu) du théorème , et dans les autres termes de 


* 


Digitized bv Coo^Iej 


DBS DÂAlVA'flOMS. 


z6i 


ces formules d' n'affecte plus A, de sorte que A j est constant par rapport 
à o' et variable seulement par rapport à d. 

2 qB. III. Si la série à transformer est double comme au n.’agS, mais 
si l'équation (ii) du même numéro se réduit à la suivante 
a:(i-t-cx-+-<Ix»-t-cx3-|-etc.y=7ry(C'-+-y'|y -f- s'^^-t-etc.)*; ...(vm) 

alors on aura la même série que dans le théorème , avec la limitation que d' 
n'affecte point b , qui n’est plus variable que par rapport à d. 

299 . IV. Enfin, si la série à transformer est simple, savoir » 

A -f- Bx -+- Cx= + Dx^ -i- etc. , 
et qu'on ait en même temps l’équation 

x{b -H CI dx^ -f- ei* -f- etc.)' = -f- '/'y + -4- etc.)' , 

où les I et les y sont séparé, alors d' dans la formule (vi) du théorème ne 
peut affecter que C', et les autres quantités sortiront de dessous de ce signe. 
Ainsi la formule deviendra 

A ■+■ Bx Ci» -t- Z>x3 -|- etc. = • (ix) 

f -^-b-'o.A.C'-Tty -4- b-’B.A.i>'.C'‘.Tf 


y2 t-'B,A.^'KC‘-x\y^ 


4- — 0 .(b- *'.B.A).B'.Ç*'.Tf* 


-4- etc.. 


-+- 3 P’.(A-^.D.y 0 .r*'.irî| 

et le terme général de cette série sera 

1 b-’B.A.^'—'.Q'‘.Tt 4- ^B.{b-^.B.A).^'*-*.Q'».n^ 4- ] 

ip».(A-5'.D.y<).g'*-ï.e'î'.xî4-etc._4-^^ y», 

4- — 1— p*-«. (A-(*-0 '.d. A).b'. 3t*"* -4- 

oh A , b et C' sont des premiers termes. ^ 

Puisque les coëfilciens 'de y sont séparés de ceux de x dans l'équation 
précédente, on peut omettre les traits dans le second membre et écrire 
simplement S 4- y/ 4- Sy- -4- etc. , et partant supprimer aussi le tr^it qui 
affecte d' dans les formules que nous venons de trouver. 

Quant aux développemens ultérieurs des formules que nous venons de 
donner depuis le n.” 293 , ils n’ont aucune difüculS après ce qu'on a vu 
dans l’article 111 . « 

U U u ^ 
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(IV.) 

Appliquons maintenant le théorème précédent n.” 2Ç)5 et ses corollaires au 
retour des séries doubles et des fonctions à deux quantités. On peut tirer de 
ce théorème un grand nombre de conséquences , mais nous nous bornerons 
à quelques-unes, qui sufliront pour en faire voir la fécondité et la manière 
de l’appliquer. - - , 

5oo. Étant donnée l’équation générale d'un degré quelconque , 

O = bx cx^ -h dx^ ex4 - 4 - etc. 

-4- b'y -t- c'jy - 1 - d'xy -t- -f- etc. 

. ■+■ c"y'‘ -I- d".ry^ -4- e"xy^ -4- etc. 

-i- d"'yi -4- -4- etc. 

- 4 - e'ijfr-i *4- etc. 

-4- etc. ; 

on demande la valeur de la racine x, exprimée en_j^, c’est-à-dire les valeuiy 
des coélTiciens de l'éc^ation 

X = -4- 6^-5 -4- e^4 -4- etc. (î) 

C’est le cas de Leidniz, qu’on trouve dans le tome III de ses œuvres, page 366. 


m 


Je mets l’équation proposée sous cette forme 
A -4- ex -4- dx^ -4-» CI* -I- etc. 

-i- c'y -+- d'xy -4- e'xy -4- etc. j 

x( -4- -4- -4- etc. > = — y{b' -^-d'Y -^d"’y'‘ 

_l_ d’'y‘i -4- etc'f 

-I- etc. 

comparant avec le théorème ,"0.“ agJ et ügS , on aura, puisque x remplace 
ici toute la série (i) , A ■=. o , B ■==■ d,A = 1 , et toutes les autres dérivées 
de A = O i ensuite, en com^rant la dernière équation (3) avec l’équation 
(11) du n.“ 593 , on aura r= 1 , tt = — 1 , 4= 1 , Q' -^-y"y -1- i"'y^ -h etc. = 
y -4- d'y -4- d'"y^ -4- etc.. Ainsi la formule (vi) du théorème donnera celle-ci 
x=~b'.b-'.y —W.{b'.b-^)\y^ — ^'^.(b'.b-'dy'i — ÿ\{b'.b-') 


■ y^.-o.b-^ 

1 

m 


(«). 


-4-D*.(^>'’. -D.A-*) 


-4- -D.Zr->) 

_d'.(A'î.5P^A-^4 
_ -4- A'4. i p3.^-4 


etc. , 
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formule dont la loi est manifeste , et dans laquelle le terme général est 
— b-') + — /.fr-*) — p'»-*.(A'î. ) 

— i — p«-3.//-«-H^ — — i — P*~*.i'*+') :±:i\ — p"~‘.i‘* V 

3oi. Voici les premiers termes du développement réduit de cette série; on 
peut le continuer aussi loin qu’on voudra par ce qui a été dit aux n."* 1 7 8 et iSo. 

JC = • 

— b'b-t.y V.b-'c — d‘.b>-' b\lr‘'J!' — A-*c'a) -H c".A-’c' — d"‘.br' jr^ 

— b'K b-'ic _ b'^{b-\ d' — a^c'.c) — ib'c". b-'ic 

-f- b'^{b-^(f — ^b-^c^) 

■+■ y(W' - b-^7C>d' -4- b-*c'i) ■+■ c"(b-*d" - b-^c'^)-+- d"'.lr^d - d’\b-< 

— b'^[b~'^.e" — 3b~’^c'.d' — Çib~^d" — bb~^c''^).c] — 7b'd'(b~^.d' — Sb-^d.c) 

— {7b'd"< -I- c"=>)^-!c 

-\-b’\b-U-ilr^c'.d\ - ib-'‘.7cd'-^r^ir*d.c^) -y _ 1 ^5^=) 

— b'^(b~ie _ - A -6 îc<i -I- ^ b-Tci) 

' Q 2 . 3 ' 

* 

-yb'[lr^r'' — b-'^(7dd". H- -+- b-*3d^d” — ^-V4] H- yi 

c"{b-*e'" —b-^7dd"-^ d»\h-^d" + d''.b-*c'—P’.b~< 

— b'\b-\p" — 3b-*c'.e" — (3b'-^d" — 6b'^d'‘').d’ — Gb'^7c'd"-+- 1 oi'*'c'3)r] 

— 2 ^'c''[^-î.e" - 3b ic>.d' - (3b-Ad" - 6^5c'j).c ]_ (2 b'd’" ■+■ d'^Xb hd' - 3 b id.c) 

- {7b' - 7c"d'").b-ic 

■+■ - 4 *-Sc'.e' - ( 46 -V" - lotr^d^ld \ - |i- 5 ( 2 c«" -4- d'^) 

• -t-1^ Mc'. 7cd' - Mc’>.c»] -+- 3é'V(M.«' - ^b-ic'.d I - I fr-3. 2 C 4 i' 

+ l^Mc'.c=) {3b'^d'" -^ 3b'c"^){b-*d - |Mc^) 

— — 5Mc’.c I — jM( 2 c.«' - 4 - 7d',d) + ^^b-Jd,7cd\ 

^bJlb-7.3c^d' - £:^Mc'.c3] - ib‘ic"{b-^e - -M 2 cJ -4- ^Mc3) 

2 . 3 2 . 3 J T \ g g. 3 ' 

-4- *'5[i-6/ - -b~7{7ce + d>) - 4 - ËlIft-SSc^d - Ëi^*-9c4] 

2 9* 9« J* ^ 

-H { etc. \.y^ etc. 
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3oa. La régie que Lnainz a donnée est pour résoudre le problème en termes 
récurrens ; notre solution a l'avantage da donner les termes de la série indé- 
pendamment les uns des autra , avec l'exfkression du terme général : comme 
cependant la solution en termes récurrens ofTre une loi simple au moyen de 
nos notations , et que Leibniz a supprimé l’analyse qu’il a suivie, nous allons 
aussi donner une solution en termes récurrens. 

Puisque l'équation ( 3 ) n.<> 3oo. devient, en élevant à la puissance p, 
xt — - Vyr -t- - 1 - p’. + » -f- pî.b/'._^r+! -f-etc. ; 

donnant à p successivement les valeurs i , e , 3 , etc. , et substituant dans 

a * 

l’équation ( 1 ) , celle-ci devient 




bf.y 


- 

cb^.y^ 


CD. b^.y^ 

+- db^.y^ 


■+■ It.y^ 
cp^ b’.^^ 
■ da.b\y^ 
-H eb^.y^ 


etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 


-f- c'b.y^ c'n.b.^5 -H c'p^b._y^ -f- etc. 

-t- d'b^-y^ -h d'D.b‘‘.y't -f- etc. 


C".' 


d"b.y^ 


-,d"’.y^ 


-+- e* bî. y* -f- etc. 

-f- etc. 

• «<i''D. b._y^ -f- etc. 

-I- d'b^.y'» -f- etc. 

-I- etc. 


d"t.y‘> 
- e>Ky^ 


etc. 

etc. 

etc. 

etc,' 


De U on tire , en égalant à zéro séparément les sommes des coëlBciens des 
diverses puissances de y , 

T' 

c" -4- c'b -f- cb“ 

b ’ 

<f'" -I- d"b -+- d'b* -(- db^ -+- c'n.b 








CD. b» 


e'''+e"'b‘+e''b«-|- eV-b cb4 +</"D.b -|-fll'D.b« + z?o.b5 + c'p'.b -f cp».b* 

* 1 ’ 

etc. : la 
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la loi se saisit facilement ; elle est élégante et simple. Ces formules donnent 
les mêmes résultats que la régie de Leibniz. 

3o3. Leibniz traita le problème précédent à l'occasion d'un cas, beaucoup 
moins général , dont Moivre avoit publié une solution dans les Transactions 
philosophiques , tonie XX, pour 1698 . Voici ce cas. 

Étant proposée l'équation 

x{b - 4 - cÆ -f- dx* -+- -f- etc.) —y {P + -f- S'"y^ -t- e*’y^ -H etc.), 

on demande la valeur de x en 


Il sufllt de«faire , dans le numéro «gg , r=i,j=i, 7 r = >, A=:Of 
B =: D. A = 1 , et C, D, E, etc. = 0 ; et la formule (ix) donne 

-f- etç. 


X = br'V.y -t- é”‘D'. ff' 

y-i -4_ é-lp'j.e' 

y -H b->ç'\C 


■+■ ^o.b-Ko'.C'^ 

■+■ ^D.b-*.ÿ\S> 

(0 


-h 



-f- 

Rien n’est si aisé que de faire les développemens réduits, car ici 


que b et o' que S'i ainsi nous ne nous y arrêterons pas. La solution de Moivre 
est en termes récurrens; et il est aisé de voir qu’en supposant x = 8 / -H «y* 
+ + *y^ + etc. , on aura, en comparant avec le numéré^p-éc^ent , 

b— ^ ' • 

b - 


_ X 


— cb> 


b = 


i"’ — dV- — CD.b» 


.(b) 


e"' — cb'i — do.\fi — CD*, b* 

* ~ l ^ ^ ’ 

etc. Ces formu^ développées coïncident avec celles de Moivre. 


3o4. Dans le cas de Leibniz, c’est-à-dire ayant l’équation (i) du n.<> 3oo,‘ 
on demande l’expression en_y d’une fonction quelconque de x et de_y, repré- 
sentée par 4 '(X)^), en supposant que cett* fonction puisse se- développer 
, suivant les dimensions de x et de y. 


X X X 
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Je mets l’équation proposée sous la forme (3) du n." 3oo, et je la compare 
avec (il) du n.” agS, où il faut faire r = i , s = i , et » = — i ; je 
développe >}/ ( a -t- x , ) , ce qui donne 

^J,(x,^) = \j/(a,tt') -f- D\j/(a,a').x -+- «').x'' -i- etc. 

-H D'\J/(«,a').^ + D’n\)/(a,4')..y' -f- etc. 

■+■ ■+■ etc. 

• -+- etc. , 

pourvu qu’aprés les dérivations effectuées , dans lesquelles da = i et u'a = i , 

on fasse « = o , et a' = o. Je compare ce second membre avec l’équation (i) 
du n.® 293 , et le théorème du n.® ayj donne , 


-4- D'4.(a,a') J -f- p'»4,(a,a') 

— A'.A”‘.Di)^a,a') — d'. jA'.^'.D\)y(j,a')| 

-H iA'^.D.(Â-^D^|/(a,a')) 


r* ■ 

— p'^ji’.Z^».o<|;(a,a')| 
-4- i d'. I (i'aD.(^->.D^).<a,a')) j 
— ;i'5p^(^î.nv|/(a,a')) 


(0 

-4- etc., 


en faisant a = o et a' = o après 


les 


dérivations. 


3o5. L'équadon o = bx + cx> -4- dx^ -4- etc. 

♦ — b'j' ■+■ c'.rjf -h d'xy + etc. 

• — c'y^ -4- d"xy^ -f- etc. ( 1 ) 

■ — •+■ etc. 

— etc. , 

qui ne diffère de (1) du n.® 3oo que dans les signes de b' , c", e"', etc., 

étant proposée; on demande l’expression en^ de \(/x, ou plutèt de \)/(-), en 

y 

supposant même que cette foncdon ne puisse pas être développée suivant les 

puissances de x. 

Je mets l’équation ( 1 ) sous cette forme : 


xy-' — {b' ■+■ c"y ■+■ d"‘y^ etc.), 


b -4- ex -4- dx^ + etc. 

+ -I- d'xy -H etc. ( 

- 4 - d"y^ -t- etc. ( ’ 
- 4 - etc. J 


(0 
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et en prenant de part et d'autre la fonction \]/ , j'ai , V ne variant que selon d', 

Hp) = 


-f- d.-v(/(A'A~*). X + •). I’ -f- etc. 

-f- d' , v>. ■^{b' b-'), xy -f- etc. 

+ p'». -h etc. 


....(3) 


Je compare ce second membre avec la série (i) du n.® îig3, et avec l'équation 
(u) du même numéro l'équation (3) du n.® 3oo, en y changeant les signes 
de b\ c", d'", etc., ce qui donne ;r = i ; et l'on a, par le théorème dun.®a95, 


xKj)= . (0 

H- D'.\|/(i'^-!‘) y -f- p'».^(^^-‘) ■+■ p'^.'4/(b’b-‘) y'^ 

-^-b'b-'D.y\.{b'b-') -JrW.\b'b-\i>.^{l^b-')\ -t- p\[A'A-'D.a(A'A-')i ^ 

-f- jA'^D.(i->.D.\j/(i'i'"‘)) -t-in'. \b''‘B.{b-‘^D.‘^b’b-'')\ 

* -H 

En développant on observera" que, dans b' et b sont indépendans 

l'un de l'autre , et que b' n'a point de dérivée par rapport à d sans accent. 

■ 3o6. Exesiplbs. 1 .® Supposons que dans le eus présent on veuille avoir la 

valeur en de a:* , puissance quelconque de x. 

Je ferai -^{b'b-') = bf^.b~^, ce qui donne b~*Ti.y\,{V b~') 

= — b'^.kb-*~^~' D.b = b'^. à jause que b' n’a point de 

. dérivée suivant d; donc la formule (f) devient, en multipliant tout pary^, 

X* = (9) 


-f. ^'A+. -i_D.^‘- 

Â+1 


+ ç\{bf^b-^) y- 


H- A'‘+* T-i— 

• A + a = I 

+ y + î 

-t- p'®" (^'*'*'* — D. 

-|-d'.(A'‘ + ®j-^P>.A-*-») + etc. 
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2 .® Dans la même hypothèse on demande log*. 

On fera \j/(xy-‘) = log(x^-') = logx — log^, = log(i' 6 ->); 

donc D.log(6'i-‘) = *~‘»-*. •.(*-•».%(*'*-■)) «levient — , 

et la série sera 


log(i'^'_y) -H d'. log(i'i“') 
-+■ b'o.b-' 


logx = 

^ - 4 - p'>. log (i'i - ') Ij’ + p'* log (*'*"■) I J'* 


■ d’. (A'd. 6”') 


+ p'».(6’d.6->) 
<-iD'.(i'»p’.i-») 
-+- ÿ b~^ 


w 


etc. 


Soy. Dans le cas de Moivaa, les formules précédentes pour x^ et log.u 

deviennent , , ^ 

= (,) 




■-^T+1 




.-t 4* ■ 


4- i-*p'>. ff'* 

-D. d'. ff'*4- I 


logx = 

log(J-'ffy) 4 - D'.logff'j^ 4 - p'®-logr 
4-D.i“*.Ç'l D.b~'a'.C 

4-7p®.é-».e'® 


^ A4- I 

J'’ 4 - p'MogfT' j 

4- o.b-Kç\e 
4- 

4- Tp3.A-3.C'5 




■ etc. 


(O 


etc. 


5o8. Étant proposée l’équation suivante 
Cxf 4- yxr +1 4 - jx;’+ >t 4- txH-3f 4- et c. = f 4- y'[y *4-t -\-f y 4- e' y 4-etc. , 
on demande à exprimer en ^ une fonction de x. 


Je représente par ç tout le second membre de l’équation proposée, ce qui 
ramène ce cas b celui du n.° 373 ; puis, ayant mis à la place de 9 sa valeur 
dans la formule (g) ou dans la formule (h), on développera chaque terme 
en une série en j. Prenons des exemples pour éclaircir le procédé. 
i.° Supposons qu’on demande x'. 

La formule (i) n.® 37 Û donne, en y faisant « = 9 , mettant au lieu de 9 sa 

valeur 

• 
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râleur et développant chaque terme en une série en ^ , 


C f.Qf.y 


^ r r Kr 

-hC 




r-\rq 


—'±1 L±ï *<'•-»- r) _ _î±f «Ltf *(r 4 -v) , 

;D.Ç /> .r t .y -P .D'.e' ^ .y~i^'*' 


r+^"-'> • •*'-» ■ -y 

'+^ . r+V *(r+ 

' -f' ' •J' ' 


(I) 

etc. 
-»-etc. 


La loi n’est pas dilHcile k saisir. Cet exemple fait le 'sujet d’un mémoire du 
Professeur Hindbnbdbo , qui a pour titre : Problema solutum maxime uni- 
versale ad serierum reversionem/ormulis localibus et combinatorio-an^rlyticis 
absolvendam paralipomenon , Leipzig 1793. 
a.° Supposons maintenant qu’on demande logx. 

La formule générale pour log x du n.® a 7 7 donne , en faisant « = 9 , observant 
que log(ff-‘=J’. ç'=r) = log(ff->'r) + log(p>'f), puis mettant partout'au lieu 
de 19 sa valeur et développant suivant y , 

logi = • (,n) 

_* * i ‘ • t 

iog(c +D'.ioge'^.y h- ^Wogç’i^.y^ 

* , _i«j®d2 , _t t iî., 

. >’.e'i’-yi’ -h-D.e f.vi.e'f.yp 

• * a n •' 


-etc. 
• etc. 


+ p'ï.logÿ^’.^w -f- etc. 

, _t 1 *2 + ,; • 

-D.e +etc. 

, \ 2Î î*2 , -Î2 Î2 -Üî+z 

•J'' +eto. 


îî*5*î 

4 -etc. 


Sdg. Dans l’équation ( i ) du ti.® 3 oo le terme sans x et y manque ; soit 
donc à présent .l’équation complette d'un oylre quelconque 

. . a -f- il -I- -H etc. 

4 - -f- c'xy 4- etc. 

* ■ • 4 - d'y'* 4 - etc. 

4 - etc. 

- Y y y 


= OS 


• («) 
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on propose de transformer, en une ^érie sahs x , la série double 
yi •+■ Sx -H Cx^ -f- etc. 


£y 


C.ry 

C’y 


etc. 

etc. 

etc. 


(O* 


(3) 


■(") 


+ + etc. 


Je mets l’équatiqn proposée sous cette forme 
-H ex + </x* etc. 
c'y d’xy •+■ etc. 

H- Ü"y^ -f- etc. 

-+■ etc. 

Comparant avec le théorème du n.® ag5,*tout de même quç n.® 3oo , j'ai 
_ r = 1 , s = 1 ; mais de' plus je fais jr = — et C = y" — y 
i'" = c/' , etc. , et la formule (vt) du théorème donne 
+ £x + C7x* + etc. 

• + £'y + Ç'xy + etc. 

+ C'y + etc. 

* + etc. 

yi + vl.A.y + 

— a.h-'.vt.A . — o'.\a.b-*.n.A\.y — ’g'‘.\â.b**D.A\.y* — etc. 

+ ia»D. (i-*. D.y^), + jn'. jû‘D.(i-^.D.y^j.^ + etc. ^ * 

• , • — f <**P».(A“* d. — etc. 

, • • + etc. , * 

formule qui, quoiqu'elle ne soit pas ordonnée suivant les puissances de_^, 
, présente une loi fort simple : si on vouloit j'^rdonner suivant les puissances 
de ^ , il n'y auroit qu'à écrire de suite les lignes obliques en commençant 
par cellg'sans y, alors chaque coefficient ‘ formeroit une série infinie. Le 
terme général se conclud aisémgnt de la loi des termes. 

• 

' 5 10 . Voici à présent un problème très - général. Soit l'équation 
<1 + àx + cx^ + etc. ■) [ a + Sx + y.r> + etc. 

+ Cy + y'xy + etc. 

+ y"y + etc. 

+ etc. J l + etc. 


<p< 


+ ày + c'xy + etc. l _ , 
* + c'y + etc. ' 


••( 4 ) 
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^ 7 » 


on demahde la valeur en y et sans x de la fonction 
« • • 

A + Bx + Cx’ H- etc. 

F ^ + B'y + -H etc. 

’ -+- C'y» H- etc. 


,(5) 


La solution se déduit facilement de celle du problème précédent ; car , en 
développant l'équation proposée et en transposant, on a 
[^D.(pa — -t-(p5.(pa _ p3.x|,a). X* etc. 

(D'.D.(po — »'.D.\(/a)._y (D'.p»<pa — D'.p».\(.«).xy -|- etc. 

*+* (p'*-®'*?® “ •+■ «*c- 

-I- ett. 

— \(ipa — il/*) + (d'.<P<ï — d'.\{/<*).^ + (p'».ipa — p'».\J/«).^» -f-etc. j. ’. ..(6) 
De plus, la fonction (3) devient , 

FA b.FA.x -t- p».Fy^.x> ■+■ etc. ■ ‘ , 

-4- a'. F A. y -H n'.o.FA.xy -f- etc. 

-4- ç'^.FA-y* + etc. 

•. -t- etc. 

Comparant avec (3) et (a)^u numéro précédent, on voit qu'il suffit *de 
mettre FA au lieu de , (fa — \|/« au lieu de a , .n.(pa — D.'v|/a au lieu de b , 
et ainsi du reste, et de considérer les expressions o.J>a — o.y^ct et (fia — \|/«, 
chacune comme un premier terme dans les dérivations ; la formule (j>) 
*donnera la série demandée. • 


(7) 


3ii. Les cas des séries simpTés ne sont que des cas particuliers de ceux des 
séries doubles; on peut fonc déduire déjà solution précédente celle du cas 
suivant, qui est trés-général : mais il est encore plus simple de la déduire du 
n.° ag3 ou du n.“ agg; èl^e se tire aussi t|^s - facilement du n.° aS;. 

Soit y = a bx -i- ex» -f- i/x\ -4-. etc. , _ (8) 

on demande à conyertir . • • 

F {A + Bx + Cx» -1- Dx^ -4- etc.) (9) 

en une série dans laquelle entrent <py et ses puissances, sans x. 

On aura, en prenant la fonction <p des deux membres de (8), 

x(D.<pa + p».(p<i.x -h p5.(p«.x» -4- etc.) = <Py — >(*<>) 
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Je cotnpare cette équation avec l’équation (u) n.°9g3; j'aurai r = i , s = 1 , 
b = D.(pn (qu'il faut prendre {>our un premier terme dans les dérivations), 
jf = (<^ — <pa)y-'f = i , et y", i"', etc. = o ; de plus A = FA : et l’on 
voit que tout ce qui est affecté de d' ^ns la formule (vi) du n.” 393 en 
doit disparoltre ; ainsi cette formule donnera 

• ' F(A'-+- Cx* -+■ Dx? ■+■ etc.) = (c) 

FA -+- (D.(pa)-'.D.FA.{(pjr — <pa) H- ^n. j(n.<pn)-*.D.F/<}.(<J)y — 

I , • 

+jp». j(D.<pn)^ï.D.Fv^ ) .(<p/ — +etc. + " p*"‘- { (o.<pÆ)-*.D.Fy^ j .(45y-^a)» +etc. 

Si on vouloit que la série fût ordonnée suivant les puissances de (pjr, alors 
chaque terme deviendroit une série infinie; il suffit, pour donner cette forme 
i la«érie(o), de développer — <?**)’* {<Py — etc., — <P«)\ 
etc. par la règle du binôme. Comparez avec le n.” s86. 


’ 3i 2. Tirons encore du théorème du n.° 9g5 deux autres théorèmes, dont 
l’un* en est pour ainsi dire le pendant, et l'autre en est une généralisation. 
Étant proposée la même série double (i) qu’au n.<> 3^3, savoir 
' A Bx -f- Cx‘‘ + etc. 

-H B'y*-\- C'xjr + jtc. 

-f- C'y ■+■ etc. 

+ etc. , 

mais., au lieu de l’équation (ti) , l’équation suivante 

■-+- yj; + fx* ■+■ etc. \* • 

-i“ yy -+■ 

■J' ^”y* 

m \ • -I- etc. 

transformer la série (1) en* une série sans x et ordonnée suivant les puissances 

de y. • • 

Pour ramener l’équation" ( 3 ^ è la forme de l’équation (u) du n.® 293 , je 
divise les deux membres par la quantité qui multiplie -ny dans le second, ce 
qui' donne 

x\b + ch + dx^ - 4 - etc.}*' 


a: { é -t- ex 4 - Jæ» -H -h etc. ) » = zry ^ 


,..(3) 


y'x -+- i'x’ 4- etc. 


yy 


i"xy 

S"y 


etc. I 
4- etc. I 
4^ etc. 


= 


ou, 
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OU , en développant et faisant attention qu’ici b n'a point de dérivées suivant 
d', et qu'ainsi il faut toujours mettre b et b^ hors du signe d', 

S b^.Ç-* -f- -4- P’. (it. -t- etc. J ' 

+ lto'.Ç-*.y -t- D.(irD'.C'“*).T^ -I- etc. f 

H- 4rp'i.ç'-s.j3 etc. ( ^ 


Je compare à présent cette équation (3) avec l’équation (n) du n." ag3, 
et je vois que ces deux équations coïncident si l’on fait dans celle-ci /• = i , 
s = o , C’ = 1 1 et qu’on change b en b ^ Ç -* : ainsi la formule ( vi ) du n.** 99 J 
donne sur-le-champ la suivante, en mettant partout b hors du signe d', 

A -t- Bx -t- Ox^ - 4 - etc. \ • * 

-4- B'y - 4 - C'xy - 4 - etc- f 

- 1 - C"y^ etc. ( 

- 4 - etc. 3 

\ yJ.A |r - 4 - \y^ -h p'i.A I yî 


y -+- p'^.A 

y^ -4- p'^.A 

Tt -t- b-^D'.(C'*D.A).Tt 

-4- i-*p'».(ff«D.y/)-5r 

-4- 7 D. { ^*. Ç’’». D.y/ j . 

+ io.\b-^D’.{e^i.O.A)\.yt^ 
-4- ip».{^-3t.ff'3<.Dv^i.*î 


(!>)•••• -4- i P». { S'=*.dA j .;,î I 

^ Leathéoréme que présente cette formule est aussi général que celui du n.* 
9 g 3 , On voit qu’il régne entre ces deux théorèmes une sorte de réciprocité 
symétrique ; ici S' a des dérivées selon o et d', et b n’en a que selon o ; là 
b a des dérivées selon d et d', et E' n’en a que selon d'. 


ài3. Si l'équation est 

S ^ -4- ex -4- dx^ - 
-4- e> -4- d'xy - 

+ dy - 


fff' -f- yx -4- J 'x> - 4 - etc. 
I -t- y 'y -4- i"xy ■+■ etc. 
j. -4-^"y-4-gtC. 

l -+- etc. 


et la série à transformer la même que la série fi) du numéro précédent; dans 
ce cas, C' et b ont chaSun des dérivées tant selon d que selon d'; et par une 
analyse semblable à la précédente, on conclud du théorème du n." agà le suivant, 
plus général : 

Z Z Z 
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A 4- Bx -f- 6 'r^ 4 - 
-I- B'y -+- C'xy 4- 
C'y 4 - 


etc. 

etc. 

etc* 

etc. 


4 - d'. a 

y y. A 

y‘‘ -I- ^'^A 

-Jflr-’.Ç'.n.A.n 

-H d'. [b-’. D. A"). TT 

4- ÿ^.{h-’.C’D.A).tt 



4- ï d.d'.(^i'.C'«.d. A). Tt^ 

w 


-1- jp^. ^D.A). 7 r^ 




etc. 


formule dans laquelle ^et Ç, ainsi que A , entrent également sous les signes 
D et d'. Au reste , ^ et Ç' sont toujours des premiers termes, et d,A est un second 
terme. Cette formule comprend comme des cas particuliers celles des n.*” 395 
et 3 13 . 


3 14. Venons au retour des fonctions. On peut proposer, pour les fonctions 
à deux quantités , différens cas plus ou moins étendus , analogues à ceux des 
n.*” 273, 2791 280, 282; arrêtons-nous seulement à une extension du cas 
du n.® 282. - — 


Étant donnée l'équation 

t = a 4- , 


ou bien 


t — a 


(O 


(p{^t,y') étant une fonction quelconque de t et de^; trouver la valeur d 9 \|/rf 
fonction quelconque de f, par une série sans ordonnée suivant les puis- 
sances de y, 

Je fais f = a 4 - X , et je mets a' 4- au lieu de y dans le dénominateur 
de ( 1 ) , et après les développemens je ferai 0' = o ; de cette manière j'ai. 

<p(a + r,y+> r = .y- • • • (^) . «t i (3) 

et, en développant le dénominateur de l'équation (3) , 

4- D ( p ( a , a').x 4- p’<p(a,a').x’ 4 - etc. 

4 - D'<p(a,a').y 4 - D'D^(a,a')..iy - 4 - etc. 

-4- p'=<p(a,a').jrJ ^ etc. 

4 - etc. 

Les signes n et o' indiquent des dérivations différentes , d en faisant varier a 
seul dans ^(0,0'), et u' en faisant varier 0' seul ; 00 = 1, et n'0'= 1. Déplus, 
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■v)»/ = \|/« -H if^a.x -+- p3\)/fl.a;a etc. ....( 5 ) 

Je compare l’équation (4) avec (11) du n.® agj , ce qui donne r = — 1 , 
ù=<p(a,a') , s =0 , I , f = I ; je compare aussi le second membre de (i) 
avec la série A -+- £x -f- é-x» -t- etc. du corollaire II n.° 397 , et , en 
observant ce qui a été dit dans ce corollaire, le théorème du n.® scjS donne 


-H D\f^a.(p(a,a')._^ 


■\j/f = 

-+- n\[/<T. D’(p(a,o') 

+ iD{Dx|/«.[<î){a, «')]>} 


J'* -f- D\(/«. p'®(p^a,a') 

-H i D { 0 \J,û. d' [<p(a, a')]" } 

-H jp'|u>j/«.[^,«,a')] 3 } 


(«) 


■+- etc. • 


" + D p' 3 (p(a,a') 

-t- iD{D4,a.p'«[(p(a,a')]*} 

■+■ ip3jDv|/a.[<p(a,a')]4} 

On aura soin de faire a' = o aprè's les dérivations eHectuées. 


3 i 5 . Si l'équation proposée n’avoit pas de ^ devant <p, si elle étoit 

t = a^ (P(t,jr), ou-i^= .; (6) 

alors, tout demeurant comme précédemment, il suQlroit de faire n = y~'t 
et en mettant, pour abréger, 0 au lieu de vp(a,â'), la série seroit 

. — (») 

\J/a H- D\j/<i.0 -I- D\l/a.p'&.jr -+■ D\[/a. p'*0._7'» -t- D\J/a. p' 30 ._yî -(-etc. 

-h jD(O\J/a.0’) -(- jD(D\J/a.D'@^).j' -(- 7D(Dv|/a.p'’0*).^* -(-etc. 

-(- yp*(D'4/a.03) -f- ÿp'fDvI/a.D'O^j.j -(-etc.® 

^ --h ÿp 5 (Dvpfl. 04) -+-etc. 

-(- etc. , 

expression qui, quoique non ordonnée suivant les puissances de^, présente 
cependant une loi fort facile à saisir. 

3t6. Étant donnée l'équation t — Y(pt j'), dont le second membre est 
une^onction quelconque de /7, f, qui devient fonction de p seul lorsque 
y t= O \ trouver la valeur de f , et même d’une fonction de t .en p et y, 
par une série ordonnée suivant les puissances de y. 


* 


C’est le cas de Cousin, dont il a publié une solution, pour la première 
fois dans les mémoires de l’académie des sciences de Paris, année 1783, 
pages 661 et suivantes, ensuite à la lin de son Introduction à V Astronomie 
physique, et encore au n.® 5 g 2 de son traité de Calcul différentiel et intégral , 
Paris , an La solution que nous allons donner en dilfère à plusieurs égards (*). 


Puisque y) devient fonction de p seul lorsque = o , il faut que 

cette fonction soit de la forme P -+-_>'ip(/', P étant ce qu’elle devient 

lorsque y = o, et l’autre partie_y<p{^ , t, y) étant afl'ectée de y hors du signe 
<p, c’est-à-dire, tous les termes qui n’entrent pas dans/* étant multipliés par^, 
afin qu’ils disparoissent quand on fait ^ = o. L'équation proposée devient 
donc . .. t — P 


t — P -t- tyy'j, ou bien 


=y- 


( 7 ) 


Je fais t = P -h -V , et je mets a' -h y eu lieu de y dans le dénominateur 
de ( 7 ) , et après les dérivations effectuées je ferai a' = o ; de cette manière 
l’équation ( 7 ) et la fonction cherchée yjlt deviennent 


( 8 ), 


'J'* = + ^)- 


( 9 ) 


Pour développer on regardera p comme Invariable , P et a! comme variables, 
mais P ne variant que par rapport à d , et a' que par rapport à d' , dP étant 
= I , et u'a' = I • 

' * • 

Comparant les équations (8) et (9) avec (a) et ( 3 ) du n.® 814, on voit 

qu'ici P remplace <z, et qu'au reste les équations sont de même forme; d’où 
il s’ensuit, qu’en mettant, pour abréger, Q au lieu de <p(p, P, a'y, on a 
par la formule ( 31 ) , 




t- Dyj/P.o'Ç 
-^I>(Dv1 /P.Q0 


sj/t = 
lys d 4 /P. 


.(€) 


D\j/P. 


TD(n>|/P.p'aQ>) 

ip=(D>).P.D'Q 5 )* 


-+-7D(D\}/P.D'Q=j 

-+-}p>(D,)/P.Ç 5 ) 

-4-ip3(D\I/P.Çi 

On effectuera les dérivations D et d' comme nous l’avons indiqué ci-dessus; 
puis on fera a' = o. 

' (*) 11 jr t long' lempA que j*ai trouvé cette loluiioa ; niAit |e m'aperroU , eu moment «le livrer U feutlle 
à l^impressiou , que le ProfeKseur PpAfp , un des meilleurs Géomètres de rAllemAgiie, a tiré du théotAie de 
Laoranof , n.* 98 a, une solution peu dinérente de le mienne. Vojet page 338 du premier volume de scs 


On 
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317. Soit proposée"' cette équation plus générale, 

V = i\P - (to) 

P étant fonction de p seul; on demande 'v|/;' en p et y , sans v. 

On suppose, comme n.“a 83 , t = P y^ipt v,y); substituant dans 
(10), on a t' = ff, partant 

<p{p7if,y) et,f.. = 4,f^ (.,) 

ou , en faisant , et mettant a' -+-^au lieu de^- dans le dénominateur 

de (1 1), sauf à faire a' = o après les dérivatit^s , on a 


min U P 4- ••••(>3). x|/ v = + i) (t 4 > 

<PiPt HP + *)> " -ry\ 

En compafant (i 3 ) et (14) avec (8) et (9) ci-dessus, on voit que ce cas se 
ramène au précédent et qu’il est résolu par la formule (S), pourvu qu'on y mette 
f/’aû lieu de /*, partant \j/fPau lieu de\i<P, et<p{pyP,a') au lieu de ^{/?,P,a')=Q. 
d/* est toujours= 1 : on prendra P pour la variable dans \jyf/* : dans les dériva- 
tions n',Ç=(p(;»,fP,a') sera considéré comme fonction de a' dont la dérivée o'a' 
est = I ; mais dan^ les dérivations n , Q sera considéré comme fonction de SP 
dont la dérivée est dJ'/’; ainsi, mettant un point après n lorsqu'il se rapporte à 
Q, on fera D.Q = D9.DfP, p’-Q = nQ.p=fP -H p^Q. (nf/*)», etc. 


5 i 8 . Quelle que soit l’équation, (p(^,u) = o, qui donne ^enu, algébrique 
ou transcendante; on propose dq trouver une série sans t , qui donne la valeur 
d’une fonction quelconque F(r, m). 

Ce problème général lait le sujet d’un mémoire de Lambert, inséré parmi 
ceux de l’Académie de Berlin pour 1 770 ; mais la solution qu’il en donne me 
parolt laisser beaucoup à désirer. * 


Je fais £ = a -4- X et « = a' a et a' étant des quantités quelconques; 

la fonction F(£,u) Revient 

F(£,«) = F(a,a') -4- DF(«,a').a: -f- p»Ffo,a').a,a -t- etc. , 

H- D'F(a,a')._y -f- DD'F(a,a').*y -j- etc. 

-f- p''F(a, a').y^ -+- etc. 

-t- etc. ; 

A a a a 


(i) 
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série qui a la même forme que la série (i^ du n.® agS. Le signe o se rapporte ■* 
à a et le signe u' à a' , oa = i , et n'a! = i. L’équation proposée <p{c, u) = o 
devient de la même manière 

O = (p(a,a') + D<p(a,a').a; -+- p’<p(a,a').a:> -4- etc. 

ri- D'^(a,a'),jf ri- DD'<p(a,a')..rjr ri- etc. 

ri- p'»<p(a,a')._y» ri- etc. 

■+■ etc. ; 

d’où l’on tire , en transposant , 

S D<p(«, a') ri- «')•» ri- etc.# ( 3 ) 

-4- DD'<p(a,a')._y ri- etc.V = — j(p(a,a')ri-D'<p{a,«').^ri-p'’(p(«,o').7’ri-etc.|, 
ri- etc.) 

équation de la même forme que l’équation (u) du n.® agS. Comparant, on a 
r=i,s=i,7T = — à =D(p(a,a'), C' =<p(a,a'), = F(a,«'), Ainsi 

l’équation (vi) du n.® 993 donne sur-le-champ la formule suivante : 

= (©) 

F(fl,a') ’ -4- D'F(a,a').^ -H p'»F(a,o'). 

•7 [iXp{o,fl')]“‘-nF(«i«') — »'{<P(a.«’)-[D(P(<#«')]-'.DF(a,a')i.^ 

- 4 - i[(P(a,a')p.D {[8^a,fl')]-*.DF(fl,o') I 

ri- p’*F(a,a')._y* . 

— p'»f <P(a, «'). [n(p (a, a')]- «. oF(a, a') } 
ri- ; d' { [<p(a, a' )]®. 1) I [D(p(a, a')] - «. uF(a, a') j j ,jr 

— T [<p(«. «')]*• P’ I [d<p («.«’)]- *• I 

Dans cette série , D<p(a,a')et<p(a,a') sont des premiers termes , mais oF(a, a') 
est un second terme : ainsi il faudra mettre p>^a,o'), p^^a,a'), etc. au lieu 
de DD^(a,a'), p^D(p(a,a% etc. 4 mais on écrira 9p®F(a,a'), 3 p^F(a,a'), etc. 
au lieu de DDF(a,a'), p>DF(a,a'), etc. 


etc. 


. 3ig. L’équation ( 9 ) du numéro précédent se met au^ sous cette forme : 

(4) f (p(a, a') +o'(p(a,a').j^ri-DD'(p'a,a').^ ri- etc. j 

»{D<p(a,a') -4- p3(p(a,a'].æ ri-etc.}=— < • -f -h etc. \ , 

( -f etc. 1 

où (a, a'} n’a que des dérivées D, et où (a, a') n’a point de dérivées indiquées 


Digitized by Google 


I 


DBS DéHIVATIONS. 279 

par D seul , mais des dérivées d' et des dérivées aiTectées des deux signes d.' et d. 
Comparant avec l'équation(9) du n.®3i9, on aura r = i, b=j)<p(a,a'), t=i, 
n = — , C =(p(a,a'); et la formule (p) donnera la suivante : 

= * (e) 

F(a,fl') -+- n'F (a,a').y 4 - 

— [D(p(a,a')]- ». <p{a,o').DF(a,û') — [iXf>(a,a!)]- >.n' { (p{a,a').oF{a,a')\.jr 

■+■ 7» 1 [(»<?(«•«')]-*• «')]’-DF(a,«')j 

♦ «')•>'* 

^ — [D(p(a,a')]-'-p'M<P(«.‘*') «>F(«.'*')} jK’ + etc. • 

série dans laquelle D(p(a,a'^, <p(a,a'’) et F(a,a'), sont des premiers termes: 
mais en faisant les développemens on aura soin d'observer ce qui a été remarqué 
ci-dessus à l'égard des dérivées de Tt<p{a,a') et de celles de <p{a,a!) , et la for* 
mule n'est vraie que sous ces conditions. 

Telle est la solution du problème proposé lorsque a' et a sont des quantités 
quelconques , arbitraires j indépendantes l'une de l'autre. Mais si a' et a sont 
des quantités correspondantes, c’est-à-dire, =e o étant l'équadon d'une 

courbe , si a' est une valeur de l’abscisse et a la valeur de l'ordonnée corres- 
pondante ; alors a n’est plus arbitraire , mais il est une des racines de l’équation 
(p(r,a') = o , et <p(a,a') est zéro. Nous allons voir ce que deviennent dans 
ce cas les formules (;D) et (€). 


520 . Soit a' une valeur quelconque de u dans l'équation (p(e,u) = o , et a 
une des valeurs correspondantes der, de manière que l’on ait aussi (p (a, a') = 0; 
on demande l’expression sans r de F (r, u). 


Nous supposons ici que l’équation <p(r,a') = o n'a qu’une seule de ses racines 
t égale à a ; alors <p (a, a') = o , mais ni D(p(a, a') , ni n'(p(a, a') ne sont plus zéro , 
et, en mettant a-i- æ et a'-\-y à la place de £ et de a, l’équation o = ^(r,u) 
devient ^ _ D(p(a,a').a; -+- p’(p(a,a').Æ» -t- etc. 

■+■ o'<p{a,a’).y ■+■ on'(p(a,a').xy -+■ etc. 

-t- p'»(p(a,a')./» - 4 - etc. 

’ -f- etc. , 
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qu'on peut mettre sous l’une ou l’autre des formes suivantes, savoir : 

^ P + etc.) . (5) 

-f- DD'<p^a,«').^ -H etc. >= { o'<p(a,a') + p'^<p(a,a').j + p'3^a,o')_y ^ + etc. } , 
-+-etc.) 

ou bien 


(6) . fD'<p(a,fl')+DD'^(a,a')..T+etc. 

xjD(p{o,«') + p^.p(a,a').x + p3.J(«,a')..r3+etc. } = -j) +ç’^(p{a,a').jy +etc. . 

^ i +etc. 

En comparant la première de ces équations avec l’équation (n) du n.®ag3 , 
onar=i,i=i,w = — i, b — D.p(a,a'), f = D’ip(a,a'), et la formule (vi) 
du n.® Qg5 donne 

F(f,«) = • ■ (g) 


+WF{a,a')y p'2F(a,«') 

— D'<p(a,a').[D(p;a,a')]-'.DF(a,a') — D'|D'^frt,a').[DÎ!(a,a')h'-DF(a,ii')] 

+ î D 1 [o:p{a,a',]-\ DF(«,a') j 


y 


■+■ p'5F(rt,a) 

— p'* I d’(P* ( a ,a').[D(p («,«')!->. D F (a, fl ') j 
-H ï d' { [ 0'<P («,fl')]^D j [d<P («,«')] - *. DF(fl,fl') j I 
— -j [n'ip ffl, fl')]3.p= j [d(P (fl, fl')]-3. dF(o, fl') 1 

série où D'<p(fl,fl') , D^(n,n'), F(a,a') sont des premiers termes, et- qui est 
ordonnée suivant les puis.sances entières de y. Ici, par la formule même, 
D'<p(fl,fl') n'a de dérivées que suivant n', 'tandis que D^(fl,a') en a suivant d' 
et suivant d, ainsi que cela doit être en vertu de l'équation (5 ). 

3a 1. En comparant la seconde des équations précédentes, savoir (G), avec 
(9)dun.»3i9, onaurarz=i , «=i, x=— i, i=B<p(a,a'), C = o'<p{a,a'), 
et la formule (p) du même numéro 3i9 donnera 


7* 

-1- etc. ; 


= ( 0 ) 

-t- D'F(a,fl')j^ -(- p'2F(«,a') y 

— [DvP(a,a')]->,D'<p(a,a').DF(fl,a')[ _ [nip(a,a')]->.D'{D'<p(a,a').DF(a,a')j 

-+-i® I [oJ>{a,a’)Y\[o’ip{a,a!)]‘.jiF{a,a') j 
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p’5F(a,a') 

•+-7»î[oî(«»«')l“’-D'|[D'<p(a,a')]'-DF(a,a')î} ’ 

— î P' 1 [D(p (û, o')]-\ [d'<P (a.a'j]5.DF(a*tt') } 
dans cette série dP a,a'), v'^(a,a') et F(a,«') sont encore des.preniiers termes, 
et la série est également ordonnée suivant les puissances entières de j. Ici 
Dp(a,/7'} n’a point de dérivées d', tandis que v'(p{a,a') a des dérivées u et d'. 

'Quoique cette série (®) diffère pour la forme de la série (g), il est cependant 
aisé de s'assurer que ces deux séries coïncident , en développant les coefRciens 
de etc. , • . 


322. Si, en supposant donnée réquatioQ(p(t,;4)*==o, on met, dans la formule 
(g) ou (@), t au lieu de <z, u au lieu de a', au lieu de x, au lieu de^, 
et par conséquent / -p et u ■+■ Au au lieu et de w ; on aura pour la 
valeur de F (f -+- A^, u 4 - A'*) une série régulière , dont la loi est aisée à saisir; 
elle sera sans A^, et ordonnée suivant les puissances entières positives de A«. 

Dans le cas particulier, où étant donnée l'équation <p{t,u) = o, on 
'demande f -t- A^ en une série ordonnée suiv'ant les puissances de Au; F(a,a') 
devenant = f et dF(«,u') = i , on aura , par la formule (®) , 

t -h At = ■ (Jj) 

f — [Diÿ(f,u)]-'. D'p(f,ü)/^u — [D<p(f,M)]-'.p'^<p(f,M)|(Aü)’ 

-+- f D}[n(p(f,u)]-»,[D'<p(t,u)pj I 


— [n(p(r,u)]-'.p'5<p(f,«) (Au)î 
-f- îDC[D<p(f,u)]-».D'[D'<P(r,u)]»} etc. 

— f P ’ 1 1 

Or , puisque l'on a l’équation ip /, m) = o , qui donne t en u , il est clair que 

t est une fonction de u : on a donc aussi par le théorème de Tayloï , 

df* d»t , . dît 

t + AC=t -+- -j—.A" -H „ . » .(Au)î + etc. 

du 1.2 du' 1.2.3 Au> _ ' 

On voit donc que les coëlTiciens de la série donnent immédiatement les 

valeurs des différentielles 4^ , , -r-l , etc. , et il est aisé de conclure de la 

du du' du» ’ 


loi qui y règne la valeur générale de ; cette formule est utile dans le calcul 


B b b b 
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différentiel t où l’on n'a jusqu’à-présent trouvé les valeurs , etc. que 

par des difliércntiations successives de l'équation (p(r,M) = o , et parles substi- 
tutions de ces valeurs les unes dans les autres , au lieu qu’ici on les a par des 
formules qui n'exigent aucurve substitution , et dont la loi est manifeste. 

3a3. Soit <p(t,â')—o l'équation en laquelle se change la proposée (p(t,u)=zo . 
lorsqu’on y fait u = a'; on suppose que <p{t,a') = o a plusieurs racines l 
égales chacune à a , au nombre de k, et l’on demande l'expression de F(r,«), , 

pour ce cas. 


Puisque k est le nombre des racines t ég.iles à a lorsque u = a' , , (p (r, à') 
aura cette forme (t— û)*f(r,a'); ainsi, en mettant a' y au lieu de u dans 
l'équation <p{t,u) = o, elle deviendra 

O = (f-^)’f(f,û') + v'((){e,a’)y ■+■ p'34)(r,a’)._y'» -t- etc., 
et il est visible par U , que sf on met aussi a -l- x à la place de t dans (p(/, n), 
non -seulement (p[a,a') sera zéro, mais encore D(p(<J,o'), p’(p(<i,a'), p5<p(a,a'), 

• etc., p*-‘(p(a,a') ; et p*<p(a,a') sera la première des dérivées selon o seul 
qui ne s'évanouisse pas : de plus , puisque s' fait varier a', v'<p(a,a'^ ne sera 
plus zéro en général, ni dd'<P(<z,< 2 '), non plus que toutes les autres dérivées 
dans l’expression desquelles entre le signe s' , ou seul ou accompagné de n. 

De là il s’ensuit qu’en mettant à la fôis <z -t- x et a' au lieu de t et 
de u dans u) = o, cette équation devient 

0 = p*^(a,a'.).x* -I- p*+ ' ^(a,a'). x*+ ' -+- etc. 

■■h v' (p{a,a').y bd' < p{a,a'),ay etc. 

-H p’^<p(a,a')._y> etc. 

-I- etc. ; 

équation qui donne, en transposant tout ce qui est affecté de^ et en extrayant 
ensuite la racine A‘*“* , 

xjp*(p(a,fl’> ■+■ p*+ '(p(a,a').x ■+■ p*+*^(a,a').x>*-t- etc.}^ = 

I , ■*" Dn'(p(a,a'). X ■+■ p>D’<p(a,a').x» -j- etc.)* 

-t- ç'^Ç{a,a').y ■+■ Dp'><p(a,a').x^ -+- etc .1 : ■ . - ( 7 ) 

1 ■+■ etc.l 

V ■ • * -H etc. ' 
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— 1 ayant A racines A“~’, je mets ^ au lien d’une de ces racines , et comparant 

1 ^ 

avec l'équation (î) du n.® 3 1 ?, j'ai t= é = ^» , A= p*(p(a,a'), 

C' =■ i>'(fi(a,a'). Substituant dans la formule (p) du même n.® 3i9 , on en tir* 
cette autre formule , • 

F(f,«) = F(a,fl') -+- D'F(a,n’).j' 

-I- [o' <?(«.«'#• 

p'«F(«,a').^» 

-t- [p * <p (a , a')] ~ f . d' { [ n' <p (fl , a')] r D F (ff, a' ) j . ï" ' 

’ _ * • * * 

■+■ Ti)Up‘<p(a,a')] ^.[D'<p(a,a')]^.DF(a,a')}./*®^'f 

-f- .y* 

• • - 4 - [p*<p(a,a')]“ T. p'= j [n'<p(a,a')p . DF(a,a'> j. ftyï'*' * 

îi>|[p*(ÏXa,a’)]“‘f. n'{[D'<p(a,a')]t. i»F(a,a') j ‘ 

_S 3 S 

-I- rPM[p*<P("»<*')] ^.[■'(p(a,a')]Ï.DF(a,a')i.4<5^'» 

Dans cette formule J p*^(a,a'), n'<p{*,a') et F(a,a') sont des premiers termes; de 
sorte que dans les dérivations on mettra p‘ + ' (p{a,â') , p‘ + *<p(a,a';, etc. au 
lieu de np*^(a,a'), p®p*<p(a,a'), etc. ; p'=^a,a'), p'5^(a,a'), etc. au lien de 
DV(P(a,a'), p'®D'^(a,a'),etc.; maisDDF(a,a'), p®nB(a,a'), etc. seront 9p®F<a,a'), 
3p®F(a,a'), etc.; p‘^(a,a') ne varie point selon d', mais D'(p(a,a') et nF(a,a') 
varient tant selon n' que selon n. La formule n’est plus ordonnée, comme 

on voit, suivant les puissances entières de 

• 

524 . Ayant toujours l'équation ^(r,u) = 0 , si l'on vouloir que la série pour 
F(r,u) renfermât u au lieu de_y ; alors, puisque l’on a supposé u zz=a! -+-^, 
afin d’avoir y =z u, il faudroit faire a' = o dans les formules précédentes , 
après les dérivations effectuées. 

Dans ce cas, i.® les formules (D4 et (S) donneroient F(#,m) en u , a 
demeurant quelconque , mais les séries ne seroient pas ordonnées suivant les 
puissances de u : on pourroit cependant ordonner ces séries suivant les 
puissances de u , mais alors le coefficient de chacune de ces puissances seroit 
une série inChie. 


.... ( 3 ) 


etc. 


a84 


uu CAi^ctri. 


a.® Si ,• en faisant a' = o, on prend pour a une des racines de l’équation 
(p(f,o) = O, alors <p{a,o) sera zéro, et en supposant que <P(^,o) = o n’ait 
qu’une seule racine t égale à <j, la formulo (S) ou^®) donnera pour F(f, «) 
une série' qui sera ordonnée suivant les puissances entières positives de u. 

3." Si, a’ étant = o, <p(r,o) = o a plusieurs racines égales chacune à a, alors 
la formule (3) donnera pour F(f,«) une série en u, mais cette série ne 
procédera plus suivant les puissances entières de ' 

Le cas du présent numéro a tnérité l’attention de Laplace , qai s’en est occupé 
dans les mémoires de l'Acad. des sciences de Paris , année >777, pag. 120 et 121. 

325. Si l’on a lerjuation (f)t — •\tu , où les quantités t et n sont séparées , et 
qu’on demande l’expéession de Ff par une série sans t\ on voit que ce cas est 
compris dans celui du n.° 3iB : ainsi les formules (£>>, (i^), (li? ) en donnent 
la solution. On observe que pour ce cas les formules (S) et (®) coïncident 
avec les formules (C) et (5) respectivement. On peut aussi tirer la solution 
du cas actuel, et avec plus de facilité peut-être, de la formule (ix) du n.” 299. 

On résoudra encore d'une manière semblable à celle dont nous avons fait 
usage dans les n.°* 3i8 et suivahs le problème plus général où l’on demande 
l’expression de F(r, m) sans r, lorsqu'on a l'équation <p(r, u) = \{/u; mais on 
peut regarder cette équation comme comprise dans l'équation précédente 
(p(r,u ^ = o , (p étant une fonction quelconque \ ainsi nous regardons ce cas 

comme déjà résolu. 

• 

32& Il s’oflre encore un autre genre de questions ; ce sont celles où 
ayant autant d’équations que de quantités r, u, v, etc., qui entrent dans une 
fonction F(t, u, y, etc.), on demande l’expression de cette fonction par une 
série dans laquelle n’entre plus aucune de ces quantités t, u, p , etc. ; tel 
est le cas où l’on demande l’expression' de F(£, u) sans t ni « , lorsqu’on a 
les deux équations <p(t,u) = o et ■v}/(f,u) = o. Mais ces recherches nous 
mèneroient trop’ loin , et nous regrettons de ne pouvoir nous y livrer. . 

327. Nous allons terminer ces applications en disant quelque chose des 
retours de retour des séries. 

On propose de transformer la série 

A Bx ~>r C’x» -t- Z>xî -4- etc. (1) 

en une série ordonnée suivant les puissances entières positives de z , lorsque 

la 


Digitized by GoogI 


( 


SES sÉnivATiQMS. a85 

la relation entre x et 2 est donnée par les deux équations 

ny — x(e -H yx + ^x> -+- etc.)", (q) 

■mz =^(b + cy -H -H etc. y. (3) 

C'est le cas d'un double retour. 


Si l’on n'avoit que l'équation (q), et qu'on demandât pour (1) une série en 
y y le théorème du n.“ aS; donneroit, en. y mettant ny au lieu de xj" , 

A -+- Q-^’D.A.-ny 4- in.(f-*"D.y^). 

H- etc. -4--ip*-».(e-*"D..^^).;r*_y" + etc. ; 

je représente cette série par 

a + l>y -h ’cy^ -4- dy^ 4- etc. -f- a^.y* ■+■ etc. , ( 4 ) 

de sorte que la question est réduite à transformer cette dernière série ( 4 ) en 
une série en z lorsqu'on a l’équation (3) ci-dessus. Le théorème du n.° q 3; 
donne encore 

a -f- i-'D.a.vi -|-D.(b“*'D. <i).tr’2> 4- yp’. (b-ïrs. a). w^z* 

4- etc. -4- .ip*-*.(b-"'D.a).ar"z* -4- etc. , 

ou , en (j^veloppant , 

a 4- i.b-'.a-z 4- i(is.b-*' 4 - 7 c.i~").v’z^ 

4 - ï(ip^b-ï' -4- acD.b-*' 4- 3 d.b~^).v^z^ 4- etc.; 
et, en mettant pour a, b, c, <f, etc.’ leurs valeurs ci-dessus, on trouve 

• A 4- Bx -4- Cx’ -4- iJx* 4- etc. = (5) 

A -i- D.A.S-".h-'.Tr.zr.z -t- ^[o.A.C-~.o-b-"-x -^o.(p.A.e-^).i-".Tf^\ir'‘.z* 
4-f { C-"p’.lt"^'.7r -4-d.(d.^. s- *•). D. jr’ 4- ç^.(p.A. f-3").b-*'.xî}w3.zj 
,(D.y^.e-"p3.VV.;,^.D.(D.v^e-^").p^.b•‘S^5r^■fp».(D.^.e-î■).D.b^^x^3) 

• 4- pî.(D.^.e-4").b-4r.,,4r'-^'+«C* 


3a8. Étant données les trois équations 

Z = SB^ -4- 6y3 4- jiyî 4- 4- etc. , (6) 

y =’bx 4 - cx^ 4- bx* 4- *x4 -4- etc., ( 7 ) 

X = bv -h çv^ 4- dv^ -4- ev't 4- etc. , . ; . . .(8) 


on demande à exprimer v par une série en z. C’est l’inverse du problème du 
,n.'65. 

C c c c 
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La dernière de ces trois équations donne, par le n.“ iù 5 , 

V = b-'.x -4- \o.b-\x^ -H //--i. r4 -i- etc. ...(g) 

Je compare cette série avec (i) du numéro précédent, puis (7) avec (2), et (8; 
avec (3) ; ce qui donne A = o , i>. 4 — R = b-' , C = -io. etc. ; ;r = 1, 
m=i, C=b; -îr=t,r=i, b = S5; substituant dans la-formule (5) , et 
développant on trouve 

»'. = (»o) 

i-‘.b-'.ÏS-'.3 -H + (i-'D.b-* -4- d. A-». b-’)«->j2» 

i-‘.b-'.p’.S-3 -f- (i-'D.b-* H- D./>'-».b-*)D.'S-5 

(i-'^p’.b-ï -H D.i->.D.b-î -+- p^.Z-î. b-’)-®-3 
^ i-'.b-'. pS.®-4 -4- (i-'D.b-* H- D. i->.b-«)p».»-4 
-+- j< H- (A-'p’.b-î -t- D.^-*.D.b-î -4- P’. A-5.b-î).D.f8— 4 

(-h {b- ‘ p5. b"-!-!- D. P’, b”-* -f- P’, b-i. D.b-'* -h p3.i-4. b~4)ÎS“< 

•4- etc. . . 

La loi est manifeste , et les développemens ultérieurs n'ont aucune difficulté. 

• (V.) 

32g. En revenant au retour des séries simples, nous allons rassembler dans 
cette division differentes observations , lesquelles serviront soit h répandre un 
nouveau jour sur ce qui précède , soit è présenter quelques théorèmes intéres- 
snns sur les dérivations , auxquels nous serons conduits principalement par les 
difl'érentes voies que l’on peut suivre pour arriver aux formules du retour 
des séries. 


33o. En comparant la formule (E*) avec la formule (E) , n.“ 5S4 et 283 , 
nous avons trouvé un théorème sur les dérivations que nous' allons simplifier 
et généraliser ensuite. 

Si l’on suppose dans les numéros cités que la fonction F s’en aille; c’est-à- 
dire, si l’on met l'unité au lieu de la caractéristique F ; et puisque ^cc est une 
fonction quelconque , si l'on fait Ça = C, dÇ» = d. C = y , ç-Ça — St etc. ; 
on aura le théorème suivant 

x{/(a! 4- C.j 4- jD.S^.y 4- îP^C’.y etc.) = 

\j.ae 4- Cnvi-aî-r 7 D. ( Ç ^ D \|. at -1- y p>. D-v}/ 4- etc., 

la dérivée ua dans \lec étant toujours = 1. Mais voici ce théorème généralisé : 
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53i. Une fonction quelconque des deux séries suivante», sayoir 
-î- (C~”v.Â).y -t- -jD. -h- .Jpî.(ff-3“D. 


etc. 

(îl -H ff-"D.îl).7 -t- iD.(e-»"'D.ïl).7> -f- ÿp=.(C-5“D.!a).7î H- etc. 
est égale à la série . ■ a ) 

4(y^,SI) -H- C- - o.yl,{A,^).y 4- iD. I e-«D. \K^,3I) } . 7 ^ 4 - i p». { f- î- n..4,(/f,îl) [ . 7 * 

4- etc. -+--^p*-'. \|,(.'/,îl)j. 7 ' 4- etc. 


...(3) 


Dcmonstralion. Soient les deux séries quelconques, Unies ou infinies, 

A 4- Bæ 4- Cx^ 4 - Dx^ 4- etc. , SI 4- S r 4- Gx> 4- © r3 4- etc. , 
converties chacune en une série qui procède suivant les puissances de 7 , 7 
étant = x{Ç + yx 4 - Sx^ 4 - 4 -: etc. )" , comme n.“ 25? ; je repré-seiite 

ces séries transformées par 

« 4- ^7 4- C 7 ^ 4- dy^ 4- etc. , « 4- 67 4- < 7 ^ 4- iy^ 4- etc. , 

et j'aurai l'équation 

^\A ->r Bx-Jr Cx^ 4- Dxi 4- etc. , SI 4- ».r 4- 6 J’ 4- T:x> 4- etc. } = 

4- ly -¥• < 7 ’ 4- dy'^ 4- etc. , a 4- 67 4^ iy'^ 4- b 75 4- etc.]. 

En développant le premier membre de cette équation , on le trouve égal à 
\)/(/^,3I) 4- B. \)/(^,SI). J! 4- p^.-4/(/4,ai). a;’ 4 - etc., 
série , qui , par le n.‘ 95? , en mettant 4/(//,SI) au lieu de A dans la formule 
(iv), sera égale à . . 

\j/(y/,îl) 4- s|/(y/, <H ).7 4 - in. jf~*"n.s)/(y 4 ,î[)}. 7 > 4- etc. 

Donc cette dernière série, égale au premier membre de l'équation (3), sera 
aussi égale au second membre de la même équation : ainsi , en mettant pour 
n , i , etc. , a , b , etc. leurs valeurs en et SH , on a le théorème qu'il 
s'agissoit de démontrer. 

Ce théorème et sa démonstration s'étendent aux séries de la formede cellesdes 
n.“ 9g5 , 3 1 9 et 3 1 3. En voici deux corollaires qui nous serviront tout à l'heure. 

53a. ConOLUAiRES. I. Donc s’il n’y a qu’une seule série, on aura 

■vj/ {x/ 4- y ^.7 4 -îD.(?-«"D.y^). 7 ’ 4 - j^^.{C-^”v.A).y’ 4 - etc. j ^ 

■v]/// 4- ■vj.v^.74- i U. (ff-“D.\j/.f). 7 = 4 - ip3.(f-ï'"D.\}///).7’ 4- etc. . 

-f- ^p'‘~‘.(C"*"D.\^4().7* 4-etc. 


- U- 
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333. A ' Si l’on a la fraction 

A S-^o.A-y -t- \i>.(C-**a.A).y‘.-^ |p’.(ff-î«D.y^ -+- etc. 

« -f- -+- •iD.(e-‘-D.«).^ -H |p’.(e-î"D.si).^î -H etc.’ 

puisqu’alors y\/{A,Vi) derient A^~'\ on aura , pour cette fraction, la série 
An-' -1- e— B.{An-' i D. { e-» D. ( .73 -h f P», j e- î- D. i ./î -+- etc. . 


334. Nous allons comparer la formule que nous avons obtenue n.<’ 70 peur 
la somme des puissances des racines d'une équation quelconque, avec celle 
que donne le retour des suites pour la puissance d'une seule de ces racines; 
ce rapprochement servira à répandre plus de jour sur les séries trouvées. 
Soient 1^, S, 7>, i-, etc. les racines de l'équation 

ni" — ‘ Z>x"-' — cx"“» — </x"~s — etc. — kx — / = o ...fi) 
et étant la plus grande de ces racines, Yt Y^ ainsi de suite; on 
aura , par la théorie des équations 

rt.c* — ^x"-' — cx"-s — etc. — I =zaÇx—et)(x—C){x—y)(x—3)X etc. ..(a) 


Les racines de l'équation 

n — bx — ex' — J 3^ — etc. — Az"~* — /x" = o •••(3) 
seront les réciproques de celles de l'équation ( 1 ). Si donc on désigne par a, 
6, c , b, etc. les racines de cette dernière équation (3), a étant la plus petite, 

. , 1,111 

et 0 < c , ( < b , etc. ; on aura a = — , 6 = .^, c = — , b = -r, etc. , et 

<» b Y ® 


a — bx — ex' — dxî — etc. — /x" = n(i — “ "f ^X* ~ ~*) X etc. ..(4) 

Pour s’en convaincre il snflît d'observer .que l'équation (4) résulte de l'équation 
(a), si dans celle-ci on met à- la place de x, et qu'on multiplie par ar". 


Si l'on désigne par Sr et les sommes des puissances r et — r des racines 
de ( I ) et de ( 3 ) , c'est - à • ilîre , si l'on fait 


S, = et' -+- C' -h y' -i- etc. , @-r = — -f- p -f- — etc. , 

on trouvera , comme n.* 6g , en prenant les logarithmes , 
log(a — bx — ex' — etc. — /x") = logn — S,.x — î*S1».x» — ÿ-Ss-** — etc. 

(S) =logn-@_,.x-i®_,.xï-|®_î.x3-etc,, 

et en développant log(a — bx — ex' — ^tc.) comme au n.» 70, on aura 


Sr 
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• Sr = ®_r = (6) 


a-'b' H — a-' + 'a.b'-' H — -+- etc. -h — a-'ÿ'-Kù; 

r—i r—i . ' 1 

ou bien , puisque (n.® 268) P*. = ■^p®"‘.(^"*D.^-') , et, en 

mettant — r au lieu de r, — ^p®.^'~* = — p®~*.(i~®D. i'), on a aussi 

= e_, = •' (7> 

i' -t- b-'o.h’.a -(- iD.(i~*D. ■+■ |p».(A-^D.A').a5 i 

4- etc. H î-j-p’’-*. (i-'’+ 'D. A'). a'-' l ’ 

série qui n’a qu’un nombre fini de termes. 

335. De ce que dit Newton dans son Arithmécûfue universelle , en traitant 
des limites des équations numériques, on infère ce qui suit. 

. Puisque les mêmes puissances de quantités inégales différent d’autant plus 
les unes des autres que ces puissances sont plus hautes; si r est un nombre 
considérable, la puissance ce' surpasse non -seulement chacune des puissances 
ff', y, etc. , mais encore leur somme y' etc. Il s'ensuit de là, que si 

l'on tire la racine s de S„ = a" -f- Ç" y'‘ -f- etc. , {S„ÿ sera une valeur 

approchée de c’est-à-dire de la puissance r de la plus grande racine de 
l’équation ( i ). 

Cette méthode d’approximation a l'aTantage de ne pas exiger qu’on connoisse 
d'avance une valeur déjà assez proche de la plus grande racine , et elle fait 
connoltre la valeur de oc' d’autant plus exactement qu’on fait s plus grand. 
Nous allons la réduire en formule, et par là la faire servir aussi aux équations 
littérales. 

A cet effet , je change r en rs dans la série (7) ci-dessus, je compare avec 

I 

le n.® 33î , et faisant m = 1 , C = b, ^ = a, A — b" y -^A — ( b’‘)‘ = 1 / , 

I 

la formule de ce n.® 33a donneroit pour (S„)‘ la série suivante , qui va à l’infini , 
b' -t- b~'-TX.b'.a -+- -jD (A-»d. - 4- jp». (^^-ïD. 

-H etc. •^p"”*.(^-*D.i').a® -f- etc. 

si la série (7), après y avoir mis rs au lieu de r, alloit à rinfini : mais comme 
elle n’a qu’un nombre de termes fini et dépendant de s , il en résulte que la 

D d d d 
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formule du n.® 33 a , qui suppose que la série de son premier membre aille à 
l'inRni , donnera , dans le cas actuel , la série précédente ( 8 ) , moins une 
autre suite infinie de termes , qui ne commence qu après un certain nombre 
de termes de ( 8 ) réglé sur s , et qui par conséquent est dépendante de s , 
et diminue lorsqi^e s augmente. De là on conclud que , puisque s n’entre pas 
dans (8) , et que partant cette série (8; est indépendante de s , elle est la partie 

I 

indépendante de « dans la valeur de (S„ÿ. 

I t 

Mais, d’un autre côté, si l’on représente (S,,)' par (»" -f- P"ÿ t P" étant 
= C" -+- y" -t- l*’ etc. , et qu’on développe par la régie du binôme , on a 

. \ P" 1 i — 1 (/*")’ 

(<Srj )' = £*' + TTT — ^ - • • -T- — TT -f- etc. , 

où «' est le seul terme indépendant de s , les autres variant avec s et diminuant 
lorsque s augmente. Donc la série (8) continuée à l'infini est rigoureusement 
égale à ef. 

* 1 ^ 

Puisque — p*“'. (A~* d. ô') = - — — ile^t clair que la série (8) ’ 
peut aussi se mettre sous cette forme : 

«' = ( 9 ) 

( y +etc. ) 


^ + rp'. logô.a' — Y p'+».ô->. a'+> — ô~*. a'+* — etc. ^ 

et cette série n’est autre chose que la série (6), pouriS,, continuée à l’infini. 

Quant à l’équation (3), a — bx , — ex» — etc. — /x" = o ; puisqu'on a 
vu que l’on a a = a~' , partant u' — a~' , il s’ensuit que la série (8) ou (9) 
qui donne la puissance r de Ll plus grande racine de l'équation ( 1 ) , donne 
la puissance — r de la plus petite racine de l'équation (3). 

Comparons maintenant avec le n.®aÔ9. On voit qu’en changeant les lettres 
grecques en françoises, la série (3) du n.® afiq peut se mettre sous cette forme 

X ' = ( 10) 

S b~' ■+■ b^'j).b-'.a -t- •jo. (ô-»D. ô-'). «• jp>. (ô-*d. i-'). a* 1 

>f- etc. -t- ~ p«- '.(ô-"D.ô-').a* -f- etc. f ’ 

et en mettant — r au lieu de r, elle coïncide avec la formule (8) ci-dessus. 
On tire de tout cela cette conclusion remarquable : 

1.® La même série qui donne la somme des puissances r des racines de 
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l'équation ni" — bx"~ ‘ — ci“-» — etc. — / = o , si on ne la continue que 
jusqu’à ce que les exposans de b deviennent négatiis , donne la puissance r 
de la plus grande racine , si elle est continuée à l'inFini. 

3.° La même série qui donne la somme des puissances — r des racines de 
l'équation a — bx — ci* — etc. — /i" = o , si on ne la continue que jusqu'à 
ce que les exposans de b deviennent négatifs , donne la puissance — r Ae 
la plus petite racine, si on la continue à l’infîni. 

â.o La série qu’on obtient par le retour des suites pour la puissance r d'une 
des racines de l’équation a — bx — ex’ — etc. — /x"= o, donne la valeur 
de la puissance r de la plus petite de ces racines. 

La première partie de ce théorème a été observée par Euler , dans le tome 
XV des novi Comptentarii de Pétersbourg, pag. 58 et suivantes, mais il ne l’a 
démontrée qu’impariaitement. , 

11 suit encore de ce qui précède , que pour avoir la {^issance r de la plus 
grande lÿcine de l’équation (3), a — bx — ex’ — etc. _'/x" = o, il faut 
écrit e l'équation à rebours , de cette manière , 

/x" -t- Ax"-‘ -I- IX--» -f- etc. bx — a = o , 
puis, la comparant avec l’équation (i), iaixe a = l, b= — k, c= — i, etc., 
A = — b, l =. a \ et la série (8) ou (9) donnera la plus grande racine de 
cette équation ( 3 ) : ou bien , ce qui revient au même pour le fond , il faut 
diviser l’équation ( 3 ) par x- , ce qui donne 

/ H- Ax-‘ IX-’ -H etc. Ax-"+' — ax-" = 0, 
et comparant cette équation avec l’équation (4) du n.° 969 , y faire cc = — l, 
Q = k, 7 = 1, etc. , K = b, A. = — a; et changeant x en x->, la série (5) 
du n.® 269 donnera la valeur de x-'. 

Un des principaux usages auxquels on emploie les formules que nous a 
données le retour des séries simples, c'est de les faire servir à trouver par 
approximation toutes les différentes racines des équations : nous pourrions à 
présent faire voir comment les formules (i) du n." 276 et (2) du n.° 285 , 
entre autres , servent à cet usage : mais ces applications , quoique fort impor- 
tantes, s’écartent de notre sujet , et nous ne pouvons que renvoyer aux §§ 111 
et IV du mémoire de Lagrange cité ci-dessus (n.° 269). 

336. Si de la série (6), n.® 334 > q“> donne la valeur de <*'-+- f' -f- Y+ etc., 
ou de H- b-' 4- t~' 4- etc. , on soustrait la formule (9) , n.® 335 , qui 
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donne celle de »' ou de a~', on aura le théorème suivant 

. C' H- / -t- + etc. = -f- -h b-' -h etc. = 

— jj'.log^ -t- -I- -;p'+K -h 

etc. -4- — p' + '‘. a" + etc. 

série remarquable qui donne la somme des puissances r de toutes les racines 
de l’équation (t), excepté de la plus grande; on la somme des puissances — r 
de toutes les racines de l'équation ( 3 ) , excepté de la plus petite. 

Si , ayant une équation numérique , on calcule un nombre de termes de 
cette série ( 1 1 ) sufllsant pour pousser l'approximation assez loin , et qu'ensuite 
ort extraie la racine r ou — r du résultat numérique , on peut parvenir au 
moyeu de cette série, à trouver la valeur approchée de la racine C de l'équation 
( 1 ) , c'est -à - dire de la plus grande racine après « , ou la valeur de b , la plus 
petite racine après «de l'équation (3). 

• 

337. Nous allons encore faire voir comment on peut s’assurer que les 
formules de retour de séries simples que nous avons trouvées plus haut se 
rapportent aux plus petites racines de leurs équations. 

Puisqu’on vient de voir , n.“ 335 , que la série (5) du n.“Q6g donne la valeur 
de la puissance r de la plus petite racine de l'équation (4) du même numéro; 
en faisant r = 1 , on a 

a: = « 1 e- > + e- • D. e- > . « -H 7 D. ( e- » D. e- > f P’. ( e- 3 D. C- '). «3 -I- etc. j , 

série qui, en faisant cc=y y coïncide avec (a) du n.°965 : ainsi la série de 
Newtois pour le retour des suites donne la valeur de la plus petite racine de 
l'équation dont elle est le retour. 

£n divisant par oc la série précédente et prenant la fonction <p de part et 
d'autre , on a 

+ e->D.e-*.« -+- H- etc.} , 

et, en faisant dans le n.° 33s A = , m = 1 , on trouve 

4 ,(-) = + e-’D. •>!/(?->).« + ii>.(ff-»D..4/(e-*)).«=‘ -I- etc., 

OC 

série qui, en changeant » en y , coi'ncide avec la formule (e) du n." 972, 
si dans cette formule on fait m = 1. Donc cette formule (e) donne encore 

une fonction quelconque, \(/(— ), de la plus petite racine x de l'équation 

^ y = ex 
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^ yx» -f- Jx* etc.; car , en prenant ci -dessus la fonction <p, on 

ne change rien â l'espèce de la racine x. 

Supposons, pour donner un exemple txiunérique, quon veuille se servir de 
la formule (4) du n.°«973 pour calculer le logarithme naturel de 10, et que 
pour cet effet on fasse x=io; ff = o,i; y = — o, 009 ; J , g , etc. = o ; 
ce qui réduit l'équation ày = x(Ç-H yx), laquelle donne = o, i : on 
trouvera, par la formule (4>,*log'x = o,io 336 , tandis que le logarithme 
naturel de .10 est a, 3 os 3 S. Il ne faut pas en être surpris, car l'équation 
-t- yx) , ou 0,1 = o,t.x— o,oog.x“ ja deux racines , savoir x = 10, 
et X = -^, et la formule (4) se rapporte à la plus petite racitie dont le 
logarithme naturel est en effet o,io 336 . 

La formule (b) du n." a 66 se rapporte aussi à la plus petite racine x. Pour 
le laire voir, je mets l'équation proposée au n.° a66 sous cette forme 
« = ( I — C)x — yx^ — (}x* — gx 4 — etc. ; 
comparée avec l'équation a = l/x ex* + dx^ etc. , elle donne, pour la 
plus petite valeur de x, 

X = (1— -f- jD.(i —?)-*.<*’ + 1 — etc. 

Or cette série coïnciclè avec la série (b) du n.® 966, laquelle est 
X = a -+- -H -jp®. ■+■ etc.; 

on s'en assurera facilement , en développant chacune de ces deux séries en Q 
et en ordonnant suivant les puissances de «. Donc la formule (b) donne la 
plus petite l'acine de l'équation 

X = « -+- Cx -+- yx’ -f- ix^ -I- etc. 

Il nous sera facile à présent de faire voir que la formule {D) du n.® 9 S'a 
où l'on fera ^ = 1 , se rapporte à la plus petite racine t de l'équation 
t — a — <pr = o. 

En effet , en mettant a -1- x au lieu de t dans cette équation , elle devient 
X = - 4 - D<p«.x -I- p’(pas.x® -t— p®(p<*.xî -+- etc., 

et, en la comparant avec l'équation x = » -H fx + yx® -H etc. ci-dessus, 
on aura, pour la plus petite valeur de x, la série 

X = <p« in(<pa)> -H ip3(<p«)4 + etc.; 

donc, puisque t = « x, la plus petite valeur de x ré{wnd à la plus petite 
valeur de t; on a donc pour la plus petite racine r de l'équation — 
i = * -i- <px -+- -f- jp®(<p«)^ xpH<P*)‘ “i“ 
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Prenant de part et d’autre la fonction et comparant avec le n.* 33», où 
l'on fera y/ = «, C= <p«, m= — 1 , on a \J/f égale A la série (/3) du n.® îSî , 
pourvu qu’on y fassc^= 1. Donc, puisqu’en prenant la fonction >|/, on ne 
change rien h la nature de la racine f , il s’ensuit que U série (D) se rapporte 
à la plus petite racine f de f — et — = o. 

.On peut appliquer ces raisonnemens à d’autres des formules trouvées, pour 
examiner si elles répondent à la plus petite racine. 


353 .- Lamoert a le premier donné pour x' une série en coéf'ûciens de 
l’équation à trois termes o = x" — ùx"-' — />•, pour la démontrer, dans 
les mémoires de Berlin , année 1 770 , page 237 , il cherche d’abord l’expression 
des sommes des puissances s et s r des racines ; puis , divisant la seconde 
de ces sommes par la première , il trouve une série pour la puissance r de 
la plus grande racine de l'équation trinomiale proposée. Nous allons étendre 
ce procédé à une équation d’un nombre quelconque de termes. 

Reprenons l’équation (1) du n.° 334 , et dans (7) mettons successivement 
s et s + r au lieu de r, et nous aurons 

<{/•+’ -I- i-'D.Z^+'.o -4- -jn. ( -t- etc. 

1 1 + 

«S/ + , t t 

S, f 4- b-'v.b'.a -H ^n. (A~’d. ^). a’ 4- etc. 

J 4- 



Comparant avec le n.* 333 , en faisant a»=i,ff=A, A = b‘+', ffl = 

partant y^9(-* = b', D.(y^.2 I-') = d.^, la formule du n.® 333 donneroit 

encore la série (8) ci-dessus, «i le numérateur et le dénominateur de (11) 

alloient à l’infini ; mais comme ils n'ont l'un et l’autre qu’un nombre de termes 

fini et dépendant de s, la formule donnera la série (8) moins une autre suite 

infinie de termes qui ne commence qu’aprés un certain nombre de termes 

dépendant de s, et qui diminue en valeur, lorsque s augmente : donc la 

partie indépendante de s sera ici, comme n.® 335, la série (8). Or dans 

S.+ r -t- -I- y + " -4- etc. , , , . , 

— ^ = = le seul terme indépendant de s 

ÿ, . 06' 4-, C' -4- y -4- etc. * 

^st a', ainsi qu’on le voit en effectuant la division. Donc la série (8) est 

égale à . 


( 
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Si l'on renverse la fraction (ti), afin d’avoir la valeur de 


- a -—-, et que 


l’on compare avec le n.° 333 , en faisant 771= i , C= b, A — b‘ , S8 = 
par conséquent .É 21- * = n.(y#2 l“‘)= u.b~’ , on démontre, d’une 

manière semblable, que l’on aura la série (9) du n.“ 335 rigoureusement égale 
à «-’■ ou tt^ 

On arrive donc par cette voie au même tbéorènie, auquel des considérations 
un peu différentes nous ont conduits ci-dessus n.” 335. 


33g. Cela nous mène naturellement à la méthode» que Uaniei. Bernodilli 
a donnée pour résoudre par approximation les équations numériques dans 
le tome III des anciens Commentaires de Pétersbourg et qu'EuLcn a développée 
dans le chapitre xvii do son Introduction à Vanaiyse des infinis. 

En effet, si l’on différentie l’équation (5^ du n.“ 334 > en faisant varier x 
et divisant par dx , on a ' 

— b — 1C.X — 3dx^ — etc. — tti/.i:" - ‘ — .S, — J,, aï— iS’5.o:’ — etc. — • — etc. 

a — bx — ci» — dx^ — etc. — tx"* | = — ®_, - @_».i - ®_î.ï» - etc. - • - etc. 

Ici la fraction est génératrice d’une série récurrente ; son dénominateur est le 
premier membre de l'équation ( 3 )•, et son numérateur ce qu’on obtient en 
multipliant chaque terme de cette équation (3) par son exposant et divisant 
par X . Si l’on calcule d’une manière quelconque les coëfiiciens de ac"-' et 
de .T" du développement de cette fraction , on aura , en représentant ces 
poëfllciens par _ , et A, , 

— 1 *5« ® - a 

Mais + , divisé par approche d’autant plus de «, et ®_a-i divisé par 
@_a de a-’, que n est un plus grand nombre. Donc divisé par 
approche d’autant plus de la plus grande racine de l’équation 1 1 ) , que dans 
la série récurrente on prend des termes plus éloignés du premier. En divisant 
au contraire ^a-i par A^y le quotient approchera de <»-■ ou a, c’est- 
à dire il donnera une valeur d’autant plus approchée de la plus petite racine 
de l’é.quation (3) , que n sera plus grand. 

Cotte analyse a l’avantage de déterminer le numérateur de la fraçtion 
génératrice de la série récurrente, c’est-à-dire de déterminer les premiers 
termes de cette série que Bernoulli et *£uler ont laissés indéterminés. 
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Elle fait voir que si l’on applique la méthode de Bernoulli ainsi déterminée 
aux équations littérales , et qu on la réduise en formule , elle donnera la 
même formule que le retour des séries. 

340 . En rapprochant des numéros sgo et Qgi ce que nous venons de dire 
depuis n." 334 , conséquence, que i.° la méthode ordinaire 

de Kesvton pour augmenter l’approximation vers une des racines d’une 
équation , en substituant dans une même équation les^ésiiltats des substitutions 
précédentes; 2 .® celle que présente le calcul dilTérentiel, ou celui des déri- 
vations n.'agi et n.* sgf», en réduisant en formule le résultat général de ces 
substitutions ; 3.° celle par les formules du retour des séries ; 4.° celle où l’on 
emploie la somme des puissances des racines et que Newton indique dans 
son Arithmétique universelle, et 5." enfin, la méthode de D. Bernoulli, 
par les séries récurrentes, ne sont au fond qu’une seule et 'même méthode, 
parce que leurs résultats, réduits en formules, offrent les mêmes séries : les 
trois dernières ont l’avantage de ne pas exiger que l'on connoisse d’avance 
une valeur approchée de la racine et ne demandent pas de substitution 
préliminaire. Dans la pratique concernant les équations numériques , la 
dernière de ces méthodes , par les séries récurrentes , avec les déterminations 
indiquées ci-dessus , nous parolt la plus expéditive et la plus facile è -employer. 


341 . Revenons au problème du n.* »55, en y supposant cependant, pour 
plus de simplicité, m = i; mais prenons, pour le résoudre, une voie diffé^ 
rente de celle que nous avons suivie , et résolvons d’abord la question suivante 
par les procédés ordinaires du calcul différentiel. 

Soit V une fonction de t, on demande à exprimer (fi[i -j- AtJ par une série 
ordonnée suivant les puissances de Au , mais sans que v entre dans les coëf- 
ficiens de cette série ; A est la caractéristique des différences. 

Puisque l’on suppose v fonction de f, on a par le théorème de Taylor 

(Af/3 etc. ; ..( 1 ) 


dv . , d-^v , . , 

u-4-Av = f -f- :,--A/ H — • (At)’ 

àt I. a. ' 


1 . 3. 3. 

on a aussi , par le même théorème , 

— • (Af)> H 5 — i-î- 

i.3.dt' ' i.a.3.dt3 




d5,pr 


(Af)î. 


etc. 


..( 3 ) 


De plus, puisque v est fonction de^, donc réciproquement t est fonction de 
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y; représentons cette Concdon par ff, on aura t=£v, et à cause que, lorsque 
V croit de A», t croit de > on a r -t- ■+■ Av ) , ét <p (f 4- AO = («’ + i 

on a donc aussi, en développant. 


- . dfflfv d»<pfv 


■ (AV-)» 


d5(pfi» 


•(Av)*-t-e*c. ..(3) 


^ ' i.a.3.dv5 

Je remarque que dans les séries (i) et (a) df est constante et dt' variable; 
dans la série (3) au contraire, dv est constante et dfv = dr est variable. 
Il s'agit maintenant d'exprimer les coëiEciens de la série ( 3 }' en coëfllclens 
des séries ( i ) et ( a ). 

„ . . dfflfv tf<p[v dft< . 

On a (piv = (pt; ensuite ■ parce que = f , 


dv 


dÆft' d®£ d£ d®£ I . 

— î — = d£ ”37 = et observant que 


dv 

d»®fv 

dv“ 


dérive de 


dipfv 

dv 


et 


que 


d^fi». 


d£ . • 

d5®fv J d’®fp J I J -1 

-de — ^ - , etc. , de la même manière 

dérive de ® ft* , oh trouve , en écrivant au lieu de > 

pour plus de commodité , 

(pfv = ®£, 
d®fv d 

-dT- = /’"d7<P"' 
d’®fv d , ,*d ^ . 

d^fflfv , à , d , d * 

= P''4t^P~'4t^P~'Tt^P~"T7‘^^^^^' 

et ainsi de suite. La loi est manifeste. 

Comme dt est constante dans lés seconds membres , on peut y (aire partout 
dt = 1 , sans y introduire,aucun changement , et sans rien ôter de la généralité 
de ces expressions ; on aura donc aussi , pour les coëfiBciens de la série (a) , 
d®fv , 

— ÎT” =/'■’• d<P', 

i.a.dv» 1 . a ^ ^ ••• (i) 

F f f f 
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cl5<pft' 

1. a. 3 . dt'î 

I. 9. 3 . 4 . 


- ■ d (^- d (;>- • d <p f )) . 


etc. 


•( 5 ) 


343. Maintenant , si l'on a l'équation 

y = Cx -+- yx’ -f- Jxï - 4 - gx'i -H etc. , ( 6 ) 

et qu'on propose de convertir la 'série 

A -f- Bx -t- Cx> V Dx^ -4- JSx '♦ -t- etc. ..... (7) 

en une série qui procède suivant les puissances de/, savoir, 

a -4- iÿ -f- ry’ -4- -4- çy* -H etc. ; (8) 


on n’a qu'à comparer ces séries avec ( 1 ), ( 3 ) et (3) du numéro précédent , 
d V d^ V 

ce qui donne A*' =/ 1 — P — ^ \ \ \àc^ ^ ^ = 


t dfflfv d»fflfv 

a = (ptv, b = c = 


etc. 


d(pf ^ d»<pf 

"îT’ ^ = i7Tdi^*. *“=• ' “ ^ "dir* ^ 

Donc , en passant des dilTérentiations aux dérivations , les formules ( 3 ) 
donneront , . 

A S yi I * 


b = C-^d.A, 


C= — — s~' D.{C-'D. A) , 

(9) 

etc. 

Maison aura soin d'observer, que, puisque ^ est le coëfEcient du second terme 

^ns l’équation ( i ) , C doit ici être regardé dans les dérivations comme un 
second terme, conimç égal à n. oe; de sorte qu'on fera (n.” }9i) n. ? = ty , 
D. y = 3 j, n. il = 4ti etc.; on regardera aussi d.A comme un second terme; 
et les dérivations s’exécuteront par la méthode du §. I." de l'article premier. 


543. Ce cas étant compris dans celui du problème du n.” 935 , il suffit de 
foire m = 1 et Xf / dans le théorème du n.° 937 pour avoir une autre 
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solution ) la comparaison de ces deux solutions donne le théorème suivant. 

THéoHàMs. 


On a toujours 

=: A) , 

-^ 5 -'v.{€-v.{€-^d.A)) = ip^(C-io.A), 


. -^-^^e->D.(C-^D.(S->D.{C-‘D.A))) = ipl(C~46.A), 
et généralement 

C~' étant répété n.fois dans le premier membre de cette dernière équation. 
Pour elTectuer les dérivations dans les premiers membres de ces équations, on 
emploira la méthode non simpliGée du $. I.” de l’article premier , en consi- 
dérant C et B- A comme des seconds termes. Mais dans les seconds membres, 
qu’on développera par les méthodes simplifiées , il faudra considérer C comme 
un premier terme et n. A comme un second terme. 

Il n'est pas rare de trouver des formules de la forme des premiers membres 
de ces équations , et le présent théorème sert à les mettre sous une autre forme , 
plus simple et plus facile à développer. 

344' CoxoLuias. Si l’on fait b. A = 1 . , on aura 
= îD.e-*, 

.--^C-‘D.(C-‘D.lC-‘v.C-)) = ipi.C-4, 
et généralement 

— -é-'D.(e-D.(....e-D.{f-D.e-')....)) = ^p-‘.ff-: 

la ■ fS /v 

pourvu qu’on regarde comme nin second terme o. <y dans les premiers membres, 
et comme un premier terme dans les seconds membres. 

On se tromperoit si l’on croyoit qu’on a aussi , sous la même condition , 

— ^eD.(eo.e)=ip’.eî, -^~CD.(eD.(eB.c))=ip3.c^, etc,; 
ainsi qu’il est aisé de le voir en développant. 


\ 


Soo 
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345. Suivoni encore une voie difTérente pour résoudre le problème du n.** 
, en supposant, pour plus de simplicité que m soit = — 1 , de manière 
que ce problème se ramène k l'énoncé suivant : 

Étant donnée la série 

y 4 Bx ■+■ Cx» + Dxi -f- Ex^ -I- etc. , ( 1 ) 

on propose de la transformer en une autre de la forme 


^ -1- çy’ -H -4- çy^ 


etc. 


•{«) 


la relation entre x et^ étant donnée par l'équation 

X 

y = -i 


yx 


1 . 


X^ 


St 


^■3 


etc. 


(3) 


L'équation (3) donnant 

X = ■+■ B.C.X 4- 4- pî.f. xî 4- etc.), (4) 

et X' = y'{S' 4- D. C'.x 4- p^C'.x» 4- 4- etc. ) ; . . .(5) 

on voit qu'il suffit d'éliminer x de la série (1)1 à cet effet, on peut substituer 
dans(i) à la place de x et de scs puissances les valeurs qu’offrent les seconds 
membres de (4) et de (3), et l'on aura uii résultat mêlé de_y et. de x, dans 
lequel on fera de nouveau des substitutions pareilles à la place de x et de ses 
puissances; et en continuant ainsi on obtiendra une suite de termes affectés 
de/, etc. , c’est-à-dire les premiers termes de la série (a). Cette 

manière est ce qu'on appelle la méthode des substitutions successives. On 
peut la simplifier et la rendre bien propre à faire trouvée la loi que suivent 
les cocfficiens b, c, d, e , etc. , par le procédé suivant. 

Après avoir donné à la série ( > ) la forme 

A ■+■ Bx 4- b.B.x* 4- p^.Æ.xî pî.Æx4 4- etc. , .... (6) 

où B est considéré comme un premier terme , ]'e tire de l'équation (4) celle-ci 
1 = x-'/(ff -4- n.f.x p».Cx» 4- p5. f.xî 4- p4. fc -4- etc.) ; ..(7) 
je multiplie le premier terme yi delà série (6) par 1 , premier membre de (7), 
et tous les autres termes de ( 6 ; par le second membre de ( 7) ; de cette 
manière la valeur de ( 6 ) ne change pas , et j'ai 
-f- CB*y Cn. B\ 

-4— i>. C At I 


ocy 4- Cp^Æ 

x^y 

4- epî.Æ 

4- B.Q.B.B 


-4- n. ff. P». B 

4- p^e..fl 


-4- P’. ff.D. Æ 
-4- p^. C. D.Zi 


-4- etc., ..(8) 


ovuression 
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expression qu’on peut mettre sous la forme suivante ( n.® 87 ) , en regardant 
i? et ^ chacun comme un premier terme , 

A + ^B,y -t- n.{QB).xy -(- ^‘>.{QB).xy -f- -4- etc. ..(9) 

Je multiplie à présent par t les deux premiers termes de (9 ) > et les termes 
suivans par le second membre de ( 7) , et j'ai 


A-irQB.y-^Qo.{QB).y'‘ 

D. & D. {CB) 


xy^ -H Cç^-(CB) xy^ 

-i- o.C-Ç^-{CB) -4-etc. , ...(10) 

-4- P*. C D. (CÆ) 

et en considérant o.{CB) et C comme des premiers tetmes, je puis encore 
mettre cette série sous la forme suivante , 

A -^-CB.y-^-Co.{CB).y^ -i-i}.{CD.{GB)).xy^ + p>.(fD.(ff«)).i=_y= -1-etc. • .(n) 
Je multiplie maintenant par 1 les trois premiers termes de (11)1 et chacun des 
autres termes où x entre encore , par le second membre de (7) ; ce qui'donne 


- 4 -etc. ..(n) 


A - 4 - CB. y - 4 - Co. {CB).y^ Co.{CD.{^Ùy^ ■+■ Cÿ’.{CD.{CB)) xy^ 

- 4 — d.C^‘{C^.{CB)) 

En regardant encore t>.{Cd.{CB)) comme un premier terme, le coélTicient de 
xy^ dans ( lî) peut prendre la forme d. (fD.(ffD. (ffjff)))’; et en multipliant par 
1 les. quatre premiers termes de (la), et les suîvans par le second membre 
de (7), j’ai 

a /y -i- cy^ -}- dy^ -f- ey^ etc. = 

A->t-CB.y -i-CD.{CBi.y^-^Ci>.{Co. ffZÎ)),^î-i-ffD.(eD.(fo.(fÆ))).j' 4 -+-etc, ..(i 3 ) 
La loi qui règne dans ces coëdlciens de (i 3 ) se présente d'elle -même; et si 
l'on fait attention à la marche du procédé, il est visible quelle s'étend à 
tous les coëfficicns suivans. 

Ce cas se résoud aussi par la formule (:v) du n.* aSç, si l’on y fait m= i 
et xs~' =y\ et en comparant les coëfficiens de^ etc. que donnent 

les deux solutions , on arrive à ce théorème : 

On a toujours 

ffp.(C.B) = iD.(f^D.^, 

Cÿ. (fp. (Cp. {CB))) = ip 3 . (Ç 4 d. , 

et généralement 

Cÿ.{CB)...)) = ip"-.(e-.D.^; 

G g g g 
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pourvu que dans les premiers membres on regarde toujours ce qui suit chaque 
D comme un premier terme indépendant , de sorte qu’en développant on prenne 
toujours les dérivées divisées, en écrivant p^. au lieu de d. s. , p^. au lieu 
de P’. , etc. C’est pour cette raison que , contre notre usage ordinaire , 
nous avons mis le c au-dessous de tous les d , quoiqu’ils n'aient chacun que 
l’indice i. £ et g’ au reste sont aussi des premiers termes. Dans les seconds 
membres C est toujours un premier terme et d. un second. 

3/«6. Ayant la même série (i) que dans le numéro précédent, et l'équation 

. ^ = x(C -t- yÆ -f- -f- etc.)-" , . . ; . .(i5) 

on met cette équation sous cette forme 

1 = -f- yx ix^ -f- ex^ etc.)", 

ou , en développant , 

1 = -t- D.ff".x -f- p’.C".a:J -i- p3.f“.xS -4- etc.), ...(i6) 

et en procédant comme nous venons de le faire dans ce qui précède , on 
trouve la série ( i ) égale à 

yi H- -+- e"p.(e«Æ)._y» H- C"p.(f"p.(e".S)).^î -f- etc. ...(17) 

Cette solution, comparée avec celle du n." 9 5g, donné 'ce qui suit. 

TnéoniMB. 

On a toujours 

f"p.(C"£) = in.(C«D.^), 

C-p.(e-p.(fr"Æ)) = ip^(r-D.>^) , 

= jp3.(e'"D.^)., ...(18) 

etc. et généralement 

C" p. (e-p. (ff- p. ( . . . . <r- p.(c- Æ) ...))) = ip— '. (C'-n! 

En développant les premiers membres il faut regarder B et Ç" comme des 
premiers termes , et encore comme un premier terme toiit ce qui suit chaque 
P ; c’est-à-dire, mettre partout p^ au lieu de o.n. , p^. au lieu de n.p^. , etc. On 
n’exécute les multiplications par f* et par ses dérivées qu’après avoir fait la 
dérivation p. Dans les seconds membres Q et yi sont des premiers termes. 

547. Ce théorème s’applique à tous les cas précédons depuis n.° 841 ; car 
en réfléchissant au procédé que nous avons suivi, il est évident que, dans 
(iJ) et dans les formules (18), m peut être quelconque positif, négatif, 
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fractionnaire , etc. Ainsi , en faisant m. successivement = — i et = i , et 
B =' 'O. A = 1 , on a , sous les conditions du théorème , 

Ç-'p.C"* = in.ff-», CD.Ç=jn.C», 

e-p.(e->p.e->) = ip>-e-î, ^p-(ffp-0 = ïP’-f*. 

e-p.(c-p.(c-p.e-)) = ep-(Cp-(ep.ff)) = ip*-cs 

etc. ^ 

Comparez avec le n.“ 344 . 


348 . La forme des expressions précédentes et l'usage particulier que l’on y 
fait du signe p se retrouvent dans le problème suivant , qui est d un genre 
différent de ceux que nous avôns résolus jusqu'ici. 

Transformer la série 


A 4 - Bx 4 - Cjï= 4- 4- Ex'', 4- etc. 


(O 


en une autre de cette forme 

bx , . 

® C+YX + jx'+etc. (C+yx+ J*’+etc.)(ff- +v'x+J'*>+etc.) 

rfx* . 

+ f^C+yx+Sx^ + etc.)(ff' + yx+ ^'x->+ etc.Xr'+y”x +J"x> +etc.) 


■<a) 


Je représente la série (q) par 

a 4 - ^Xî-*, 4- cx“f-'s'-‘ 4- dxh-'i'-'s"-' 4- etc. ‘ (3) ' 

Puisque (1 ) est égale à (3), x étant quelconque , on a d’abord a = A-, et 
après avoir été A d’une part et a de l’autre, et divisé par x, on trouve 
B Cx -h Dx'> 4- Ex'^ 4- etc. = bs~'-+- cxs~'s'~' 4-</xV“'f'~ 'f"”‘ 4-etc. ; 
je multiplie le premier membre par la valeur de g et le second par g même , 

i SB 4 - p. {CB). X 4- p=. {CB).x^ 4- etc. = i 4- cxt'-* 4- dx^g'~'s"~' 4- etc. 
Donc b = QB. Après avoir ôté QB du premier membre et b du second , je 
divise par x , puis je multiplie le premier membre par la valeur de g' et le 
second par g’ même , et j’ai 

C'p.(Cfi) 4- p-(e'p-(f5)) * 4- p’-(f p-(C^))-*" 4- etc. = c 4 - <fx>-"-‘ 4- etc. 
Donc c = f p. {CB). En continuant ainsi , je trouverai les valeurs àe d, e, 
etc. , telles qu’on les voit ici 
a A y 
b = CB, 
c = ff’p.(Cfi), 


d = e"p.(rp.(ff5)), 

e = e-p.(C“p.ce'p-(e^))),' 

etc. 
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La loi est évidente. On aura soin de regarder ce qui suit chaque p comme 
un premier terme indépendant , et par conséquent de mettre p>. au lieu de 
D. O. , p^. au Leu de d. p^ , etc. 

Euler, dans la seconde partie de son Calcul dilTérentiel , chap. vin, a 
résolu ce problème pour les cas des facteurs binômes C-+- yx , C' -t-y’x, etc. , 
et pour celui des facteurs trinômes : il l'est ici pour des facteurs polynômes 
quelconques , avec l'avantage qu'on arrive facilement à une loi simple. 

Les quantités y, S, etc., C', y', è', etc. ,C",y", J", etc. étant arbitraires, 
on peut aussi se servir de la solution précédente , et même en quelque sorte 
avec plus de généralité que de celle du n.* 93;, pour reqdre une série 
convergente à volonté. 


34g. Les formules de cet article conduisent quelquefois à des théorèmes 
qu’on fera bien de recueilUr pour s’en servir dans l’occasion. En voici un 
qui peut servir d’exemple. 

Si dans la formule (iv) du n.® 95/ , on met au lieu de j sa valeur y* 
dx’ etc. , partant au lieu de r"" la série ff'" + d. Q'", x -)- p’. f x^ -t- etc. , 
et qu'aprés les substitutions on ordonne suivant les puissances de x ; il est 
clair qu’on doit retrouver la série A -f- Hx -t- 6'x“ -+- etc. On aura donc 
A - 1 - Bx -t- Cx^ + Dx^ -t- Ex' -f- etc. = 


A -I- b.A.C-’‘C.x 


-t- B.A.e-^o.s” 




x4 


etc. ; 


H- D.//. 

+{d. (d. a. e-«"). D. 

-l-ip’. (d.^.C-3-). ^5" 

-t- iD.(B.A.C~^*). P’-C^“ 

-I- j p>. (d. a. S~ ^"). D. 

-^ip3.(D. 

ce qui donne , pour le terme général , le théorème suivant : _ - 

On a toujours quels que soient A , C et m , C étant même arbitraire , 

f.A = 

D.y^.f-"p"~‘.f" -+■ 7 D.(D.y^. ?-•■). P” ->.&»" ■+■ 7 p». ( D. 5" ). p» “ Çî* 

• -t-etC.. .. +-jj-^P»-».(D.y<.e-(*-')").D.C("-’)"-f-^p"-'.(D.y^.e-"").C“' 
et le n.® 95*9 fait voir qu'on peut échanger entre eux — i» et - 4 - wi. 


.ARTICLE 
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ARTICLE SIXIÈME. 

Usages des dérivations dans le calcul différentiel. 

350. Les quantités et, S, y, S, etc. qui entrent dans les dérivations ne 
dépendent pas nécessairement les unes des autres , elles peuvent être quel- 

' conques ; on voit donc que les cas où ces quantités elles -mêmes sont liées 
entre elles , soit en dérivant réellement les unes des autres , comme les 
<1*.T7 

dilTérentielles dx , ^ ^ , etc. , soit autrement , sont compris dons le cas 

général des dérivations ; et qu’ainsi le calcul difTérentiel peut être regardé 
comme un cas particulier de celui des dérivations. Comme nous avons donné 
des méthodes abrégées pour faire les dérivations , nous allons en montrer 
l'application aux dilTérentiations ; elles serviront à simplifier la pratique du 
calcul différentiel , principalement dans les cas où les différentielles des 
variables sont elles -mêmes variables. 

(I-) 

• * • 

35 1 . Commençons par appliquer aux diflérentiations des fonctions à une 

seule variable les méthodes simplifiées de dérivation des §§. Il et III de l’article 
premier. 

Pour le faire avec plus de clarté , il ne sera pas inutile de montrer , mieux 
que nous ne l’avons fait jusqu’ici, les relations des dérivées avec les différen- 
tielles, et de fixer l’idée exacte qu’on doit attacher à celles-ci dans la vraie 
théorie du calcul différentiel. 

Soit^ une fonction quelconque de x, qu'on peut représenter par Çx , que 
Ay marque la différence entre l’état primitif de , et ce que devient cette 
même fonction lorsque la variable x augmente de la quantité quelconque Ax : 
.nous nommons A^ la différence entière, ou simplement la différence, ou 
incrément éie y. On a coutume ts.y\a.différencefinie\ mais comme 

il convient de bannir tout ce qui a rapport aux idées vagues d’infiniment- 
petits , nous croyons devoir omettre la qualification de finie. 

La différence de la fonction y étant égale à tp(x + Ax) -i- <px , on a , par 
les n.®* 9 et lo , 

Ay — t><px.Ax -+- (Ax)^ -j- ° . (AzP -t- etc. , . . . .(i) 

ou bien, par les n.°* 9 , 10 et 3g, 

H h h h 


\ 
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= dj'.Ax -+- p’.^.(Ax)^ ■+■ p3.^. (At)5 -h etc. , (s) 

où D^x di^rive de <px, d=iJx de n.jx, n^i^x de d’^x , toujours p.ir la même 
loi. Les différentielles de la fonction y sont les termes des dHTérens ordres 
qui conipos(;nt la série égale à la diflérence !\y. Ces termes, si l'on en supprime 
les dénominateurs numériques i . a , i . a . 3 , etc. se nomment simplement 
différentielles ; et nous proposons de nommer différentielles dieisées ces 
mêmes termes de la série de , en conservant leurs dénominateurs numé- 
riques. Ainsi en particulier 

Dipx.Ax ou d.^.Ax est la différentielle première de tpx ou_y, 
D^^x.(Âx)’ ou D’._y.(A.rV^ est la différentielle seconde, 

D^^px. (Ax)5 tfu (Ax)* est la différentielle troisième, 
etc. etc. 

différentielle seconde divisée, 

° ^ ( A X où pî.j'.(Ax)5 est la différentielle troisième divisée, 

etc. . • etc. 

On voit que dans l’acception dans laquelle nous prenons le mot différen- 
tielle, il signiüe simplement un terme , une portion de la diflérence; et que, 
comparées aux dérivées, les différentielles ne sont autre chose que les dérivées 
multipliées par les puissances respectives de la quantité Ax , par rapport 
auxquelles on ordonne le développement de <p(x + Ax). Les dilTérentiplles, 
pour nous, sont toujours de véritables quantités, finies, assignables, et non 
des infiniment -petits, ni même des limites (*). 

35a. De même qu’on se sert de la notation t\y pour marquer la différence 
entière de ^ , on est convenu d’employer les notations d^, dy , d^, etc. 
pour marquer ses différentielles successives , d étant une simple caractéris- 
tique ; on a ainsi 

dy = Dtpx.Ax, d^y = d’^x.(Ax)*, d^y = D^(px.(Ax)5, etc. • .(3) 
et A y = d y H — d»v H î— 5 - d^y -|- ■■ * — dV -+- etc. . .(4) 

On a aussi généralement Ax = dx -t — ^^d“x ■+■ etc. ; mais si di n’est 

(•) Ce qui est dit de* difréreniielle* non diui^l dnn* re numéro et d«in* le «uivant est extrait de mon 
Euai 4ur des principes de calcul di/férentiel et de calcul inu’>f'al indépendant de la théorie des infiniment^ 
petits et de celle des limites t mémoire qui lut préaenté en 1789 à rAcAdemie dca aciencee de Péril, 
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plus variable, d>x , d^x, etc. sont zéro , et l’on a jVt = dx ; changeant donc 
A en d dans les équations (3), elles deviennent 

dy = D(pz. dx, d^^ = n^.px. dx^, d^^^ = n^^px. dx^, etc., •••(3) 

Pour simplifier et pour nous conformer à l'usage reçu , nous écrivons di», 
dx3, dx* au lieu de (dx)^,(dx)3, (dx)*, nous le ferons tant qu’il n'y aura 
point d’équivoque à craindre, et alors nous indiquerons la différentielle de x’ 
par d(x*). 

Les expressions D(px.dx, n’^x.dx^ etc. ont sur celle.s-ci nipx.Ax, n’^x.(Ax)’, 
etc. l’avantage de faire connoltre par elles-méme qu’elles ne représentent pas 
des différences entières , mais seulement des différentielles. 

On tire des équations (3) celles-ci ^ 

dy d*y • d^y . 

— ^ r\/fi »£. — r\3 /h -r« sL r\A ,Tt -y' /Al 


V<px, = D^(px, o=>;px, etc. , 


ofi les seconds membres D<p,c, D^<px, i>^(px, etc. , et pariant aussi les premiers, 
sont des fonctions de x sans Ax ou dx, c’est-à-dire des quantités indépen- 
dantes de Ax ou dx. On a nommé ^es expressions (6) des rapports différentiels, 
des coifficiens différentiels ; comme elles sont précisément la même chose 
que ce que nous avons nommé jusqu’ici des dérivées, nous leur conserverons 
ce dernier nom. Substituant ces expressions dans la série (i) de A_y, et 
dénotant par ÿ la quantité^ -H A_^, c’est-à-dire, ce que devient lorsque 
X devient x -h Av , on a 


c’est le théorème de Taylor. 


cl V 

Comme dans cette série sont indépendans de Ax et de 


dx, il est clair qu’il n’est pas nécessaire que dans cette série dx soit égal à 
Ax , dx peut être touÇ ce qu’on voudra , pourvu que dans dy , d^' , etc. on 
prenne pour dx la même valeur ; on pourroit donc aussi regarder dx comme 

= , dans _Jl, , etc. , ainsi que nous le faisons à l’égard de nx dans t>tpx, 


u^tpx, etc. 

Pour éviter les expressions fractionnaires , nous proposons d'introduire dans 
le calcul différentiel, pour désigner les différentielles divisées, des signes 
semblaljles à ceux qui nous ont si bien servi jusqu’à présent pour les dérivées 

V 

divisées : nous proposons donc d’écrire au lieu de ^ au lieu de 
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■ et en cénèral d«y au lieu de — — , le dénominateur indiqué par 
1 . 2.3 ° ^ 1 . 1 ... n 

le c au-dessous du d étant partout le produit de tous les nombres naturels 
depuis 1 jusqu'à n qui est égal à l'indice da d, tout de même que n.®3g. 

Nous désignerons même à l’avenir les coëfilciens différentiels 


— -r , dx étant invariable, par ôfflx, etc., ce qui est 

1. 1. 3. dx’ 

la même chose que les dérivées nifx , p’tpar, p^(fx , etc. : et même lorsqu’on 
regarde y comme fonction de x, et dx comme invariable, nous écrirons 

etc. au lieu de » etc-; dans ce 

cas, il ife faut pas regarder^ comme la variable, mais comme le signe abrégé 
de la fonction de la variable x. Il est essentiel de ne pas confondre les d 
avec les d : les ô servent à indiquer des dérivées , les signes d désigneront 
toujours des différentielles , en conservant leur signification ordinaire. Nous 
n'avons pas voulu nous servir de points après les d , comme nous le faisons 
pour les D et les d, afin de ne pas trop*nous écarter des notations reçues 
dans le calcul différentiel. , 


3ri3. Après ces éclaircissemens , proposons-nous la question suivante: 

Soit y ou <px une. fonction quelconque de x , et que dx soit variable 

d'une manière quelconque , ensorte que la différentielle de dx soit d’x, que 

celle de d’x soit d^x , et ainsi de suite ; supposons de plus qu'on ait calculé 

^ . -, . . dffl.x d’cpc dîfflx , 

d<px , ô’,p.r, d’^r , etc. , cest-à-dire - , etc. , lorsque 

dx est constante : on demande à déduire les unes des autres, tout réduites 
et de la manière la plus prompte , les différentielles successives divisées et 
non divisées de y ou >px. 


354 . Puisque dx est variable, il faut considérer x lui>méme comme une 
fonction connue ou Inconnue d'une quantité t dont on regardera la différen- 
tielle d^ comme invariable : ainsi représentant x par ff, si < devient t 
ou f + r en mettant r au lieu de Af, x deviendra 

dx d’x d-’x , , , 

. ••••(0 


df 


• T -t- 


1 . a. 


ou , par nos notations , 

• dx d-x 


■•T 4- 

<l^x 

dfi 


>. a. 3. d/’ 


■t’ -+- etc. 


etc. 


....(a) 

et. 


« 
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et , puisque V = <p*, on aura aussi V = (pff = Ff, en mettant F au lieu 
du double signe <pf; donc qui est fonction prochaine de x, peut aussi 
être regardé comme fonction éloignée de t; et, lorsque t devient f + t, 
•l’on aura pour V -f- 

dV d'F d^V . 

r-irsTT"»-’ ^ a Tï'’^^ ■+■ = 

,...(3) 


r 


dt 


<P(x 


1. 9. dt’ 
dx d>x 

-37'’- 


1. i. 3. dt^ 
d^x 


1. 9. 3. dt^ 

ou bien , en employant nos notations , 

A fi dt^ 

dx ll’.r 

U'I^'dF''^ - 


T* -t- etc. ) , 


■ST"^ 

<P(x ■+ 


•x^ -4- etc. = 
il3x 


...(4) 


«l’x - . 

Cette équation devant subsister quel que soit r, il n’y aura qu’à développer 
le second membre suivant les puissances de r; le coëfllcient de t" de' ce 

développement sera égal à t — c’est-à-dire à la dérivée divisée 

de y de -l’ordre n; et, en multipliant ce coëfCcient par df* , il sera égal à 
c’est-à-dire à la dÜTérentielle divisée de y de l’ordre n. 

555. Pour effeciuer ce développement par nos règles du §. II de l’article ' 
premier, il suITit de comparer le second membre de l’équation (3) ou (4) avec 
<pi« + Gt -H y'T^ -+~ St^ -f- etc.) , 


ou 


etc. ). 


<pÇee -f- D. x.r -i- P*. «. t’ -t- p^. «. 

dj7 T* 

Cette comparaison donne * = x, G = d. ce = , -y = p’. « = ^ g, 

= ë ’ ï*"’ * ~TTTd? ’ ~ Ê ‘î**’®" 

ici la règle du n.° 3o , avec cette seule modilication qu’en mettant d au lieu 
de D, chaque fois que, d’après la règle du n." 3o , on change une lettre dans 
la suivante, ou qu’on change p'. « en p'+'.x, ici il faut augmenter de l’unité 
l’indice de d devant x , diviser par cet exposant augmenté et par dr, ou 
d^«i7 d^ * ûD 

changer en ^ . En suivant ainsi la règle du n.** 3o , on déduira les 

unes des autres les dérivées successives de déjà tout réduites et sans 
qu’on ait besoin de faire ni substitutions ni réductions , comme il suit : 

I i i i 
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AV d^i di 

df dx dx ’ 

A^V d>px d^x 

1.7. At‘ dx 1.2. df' 

dÇx d^i 

i. 2 .i.d^'> dx i. 2 .J.d<^ 


d-'ijx , dx 

1. 2. df» ‘ '"37^ ’ 

d-^x dx d=x 

1. 2. dx'* 37 1. 2. Ai-' 


( 5 ). 

d'^x 

1 . 2. 3. dx5 'df^ ’ 


AU'' dijix 

1.2. J.4. d^ t dx 

et ainsi de suite. 


d.x • 
1. 2. 3. 4.d^< 
d~'.Jx 

1. 2. 3. dxj 


d-gx (^dx d^x ^ 
i. 2 .dx-( dfi.a. S.dt'» '•i.a.di-''' ) 

» ,dx > d^x , d '^r d^ ‘i 

i. 2 .dt“ . i.2.3.i.dx^ 'df' ’ 


5SG. Si au lieu des dérivées , on veut déduire les unes des autres les dilTé- 
rentielles divisées ; on voit que, tous les ternies de chacune des formules (5) 
que nous venons de trouver étant divisés par la même puissance de Ai, il 
suflit de multiplier parles dr; ainsi, en suivant la régie du n.° 3o, et faisant 
usage des notations proposées au n.° 33a , on déduira sur-le-champ les unes 
des autres les différentielles de = (px tout réduites , comme iL suit : 

Af'' = ôpx. dx , 

= ô(px. ^l’x -4- §^^x. dx^, 

^5/-^ = ôifx. adx. ^*x -4- $’<px. dx^ , 

= ôpx. \|^x ^»(pi. [ adx. ^l^x H- (d’x)-j 3dx’. jl^x H-§'*ipx. dx', 

= ô<px. ÿ’x H- $'<px. I adx. ^l 'x -H ad’x.^^xj 

-l-$’<px. {3dx».^lV -4- 3dx(^l’x)»} ^i^x.^dx^^’x + ^’^x.dx* , 

et ainsi de suite. ■ : ‘ ' 

557 . Si l’on veut déduire les unes des autres les différentielles nop divisées 
de y , ce qu’on demande ordinairement dans le calcul différentiel ; avant 
de faire sur le développement de la différentielle donnée d*^, les dérivations 
dont nous venons de parler dans le numéro précédent, il suflit, conformément 
à la règle du n,® 35 , de ihultiplier tous les termes de A^y par l'indice « + i 
de la différentielle suivante A’ + 'y. On aura ainsi: 
dy = ^Çx.dx, 

A* y = ôïpx. d’x -4- 3’<px. dx*, 

A'' y = ô^x. d^x - 4 - d’tpx. 3dx. d*x - 4 - ît^^x. dx^. 
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d^^ = ô(px.d'* + ô>^x.{4dx.dîx -(- 3(d>x)*} ■+■ à^<px.6dx».d=x -+- ô'ipx.dx* , 
dpf^ = ôJx.dSx + ô»(px. jSdx.d'x H- lod'x.d^xj , 

+ ô'^^x. [ lodx'.d’x -+- i5dx.(d‘x)’j + &i^x. lodx^d’x -f- ô*^x. dx’ , 

d^/'' = ô(Jx. d^x -+-. ^^{px. j 6dx. d-’x lid'x. d^x -f- lo(d’x)*} 

-+- dî(px. { lidxVd'tx -4- 3odx. ad’x.d^x -H i5(d’x)^j 

ô i^x. j aodx^. d^x -+- 45dx’.(d>x)*} -f- d'^x. 1 5dx4. d’x -4- cV'ipx. dx^ 
On continuera ainsi , sans s’arrêter, autant qu’on voudra : les coëfficiens numé- 
riques réduits se forment toujours sans embarras à-inesure qu’on avance. 

3j 8. L’importance des procédés dont nous venons de faire usage, nous 
engage d'en donner l'énoncé , et nous fait penser qu’on né taxera pas de 
superflues les régies suivantes , quoiqu’elles ne soient qu’une traduction de 
celles des n.” 3o et 33, traductions très- faciles à faire, lorsqu’on a bien 
saisi les relations entre les différentielles et les dérivées en général. 

■ ifécLÉ. Pour déduire une différentielle divisée d'une fonction de x , d’un 
ordre quelconque m ■+- \ , de celle de l'ordre précédent m, c’est-à-dire pour 
déduire le développement de ÿ^+'^x de celui de ^l^^x, dx étant variable: 

Dans chaque terme du développement donné de on ne fait varier • 

que la seule différentielle de x de l'ordre le plus haut y et en outre celle 
de l’ordre inférieur de Tunité , si elle se trouve dans le terme : on augmente 
de r unité l’indice de chaque différentielle de x qu'on fait var'ier , et l’on 
divise par cet indice augmenté , c’est-à-dire on écrit + au lieu de 
d"x. On divise de plus par l’exposant de chaque puissance nouvelle qui se 
forme dans le cours du calcul. 

35g. RéccE. Pour déduire une différentielle non divisée (^x de celle 
de l’ordre inférieur de l’unité d^^px, qu’on suppose développée ; multipliez 
chacun des termes du développement de à"(pxparm i , indice de l’ordre 
de lAdifférentielle cherchée} puis suivez . exactement la règle précédente. 

36o. Ayant la différentielle ^"^x développée, si l’on veut en déduire celle 
qui la précède, (pi, et qui est de l’ordre moindre de l'unité, on conclura 

sans peine de la règle du n.’Sb une règle pareille et inverse de celle ci-dessus 
n.” 338. Le lecteur en formera facilement l'énoncé ,- s’il le juge nécessaire. 
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361. Le principal avantage de nos méthodes abrégées consiste à faire trouver 
sur-le-champ une düTérentielle d'un ordre quelcontjue , où dx est variable, 
sans passer par les différentielles des ordres inférieurs. Faisons donc encore 
voir comment le théorème du n.° ao et les règles données dans l'e § III de 
l'article premier s'appliquent à la solution du problème suivant. 

Soit V ou (^x une fonction quelconque de x , et que dx soit variable, 
on demande immédiatement la différentielle divisée et nori divisée de l'ordre 
n de V^\ c'est-à-dire le développement de à’V ou ^»<px et de A’î'' ou d";px, 
en supposant qu'on ait déjà calculé ou qu'on connoisse depx, $^(px, etc. 

362. Pour la différentielle divisée , on a d'abord par le n." ao , 

= ÿ*^x.(dx)* ^-'<px.d(dx)*-‘ -4- ^'“*0x.^»(di)*-* 

-H etc. -h ^“Çx.^|*“*(dx)^ -t- ô<px.^l“~'(dx) : 
il ne reste plus qu'à développer (dx)*, d(dx)*-', 5|»(dx)*-», efc., en' 
appliquant la règle du n.° 43 ; ou à déduire les uns des autres les dévelop- 
pemens de.5Î*"'(dx), ^"-*(dx)’, ^"~*(dx)i, etc., dans l'ordre inverse du. 
précédent, en appliquant la règle du n.” 47 ; on considérera toujours dx 
comme une première quantité, c'est-à-dire qu'on écrira ^"x au lieu de jJ"-‘(dx); 
^"-'x au beu de ^l*-^(dx), etc. 

^BMFLE. Supposons qu'on demande la différentielle sixième divisée ^^(px. 
On aura sur-le-champ : 

d^'^x = 5dxl ^l’x ^'i^x. { 4 dx^. ^*x. -+- 6dx’((I*x)’ } 

^^<px. [3dx’. ^Itx -f- 3dx. a^l’x. ^^x -j- (^l'x)Jj 
-4- i^*Çx. I adx. d-’x -4- ad*x. ^!'<x -t- (d^x)’j’ -f- ô<px. d®x. 

565. Pour la différentielle d"ipx non divisée, la règle se déduit des n.“ ao 
et 45 , et on peut la réduire à l'énoncé suivant ; 

Bègle. Après avoir écrit successivement 3*tpx, S"~'<px, etc.; 

pour déduire les uns des autres et de dx*, facteur de'b*(Çx , les facteurs de 
ô" ipx , è*-’;px , etc., dans le facteur trouvé on multiplie chaque temét par 
l'exposant de la puissance deâx qui l’affecte, puis on diminue cet exposant de 
r unité. Après cette préparation , on fait varier dam chaque terme du facteur 
trouvé la diffcrenttelle de dx de V ordt e le plus haut, et encore celle de l'ordre 
immédiatement moindre que la plus haute, si elle se trouve dans le terme : 
on divise par chaque indice qu'on a augmenté , et de plus par l’exposant 
de chaque nouvelle puissance qui se J orme dans le cours de l’opération. 

De 
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De cette maniée , de difTérent^elle «“*• de <px, dx étant invariable, 

on déduira, sur-le-clianip et sans s’arrêter, tous les termes qu’il faut ajouter à 
ïV'(px.dx», pour avoir d’^x, lorsque dx est variable. 

Exemples. On demande le développement de d'^»px et de d"(jix , dx étant 
variable. 

On a îc'ifx. dx^' pour premier terme de d'’.px; de là on déduit les autres 
comme il suit : 

d^’.^x = ù^^x. dx*’ -t- à^^x. dx^. d’x 


. ô ,Æx. j dxî. dîx -+- ^ dx’-. (d’xV } 

^ ' a. 3 . a. a. a. ' ' > 


6. 3. 4 . 3. a. I 
a.a. a. a.3 


(d’x)ï| 


- ^' %dx».d‘'»x 4 - dx. ad’x.d^x 

^ ' a. 3 4 a. a. a. 3 

- , 6.5. 4 . 3. a , ,, 6.5. 4 . 3. a ,, 6 . 5 . 4 . 3. a , ,, . , 

■ : T-dx.d^’x H 5 — ad'x.d'kx H ^ (d^x)* } 

^ ' a. 3. 4 . 5 a. a. a. 3.4 a.a. a. 3. 3' 


-4- d0x. d*’x. 

Quand on aura acquis un peu d'habitude à pratiquer la régie , on fera bien 
de réduire tout de suite les coëfiiciens numériques, et l'on trouvera ainsi 
sur-le-chainp 


d*’.px = ô*'(p. dx^ ô*’(px. i3dxi. d’x -f- d'<px. j aodx^.d^x 45dx*.{d’x)’} 
ô5(px{ i5dx*'.d-x -+- Sodx.ad’-x.d^x -I- i5(d’x)^| 

_ ô*^x. { 6dx. d*x -H iSd’-i. dix + io(d3x/j -I- 3<px. d^-x. 

On aura pareillement, pour d*'(px, en déduisant tout du seul premier terme 
d'<px. dx"*, 

d'^x = b'^x. dx'^ -f- b^’^x. ai dx5. d*x 

-+- b-itpx. j35dxi. d^x -f- lo5dx^ (d*i)’j 
-t- bi<px. j35dx3. dix aiodx*. d*x. d^x -f-, io5dx. (d*x)3j 
+ b’(px. j aidx^d^x -t- io5dx.d*x.d'x -f- 7odx.(d3x)* + io5{d’’x)*.d3xj 
■+- b’ÿx. { 7 dx.d*’x,-+- aid*x. d^x H- 35d3x. d<x} + b(px. d'x. 


564. On former,! aussi sans peine, d'après les n.” 47 et 49 , une règle pour 
calculer syr-le-champ la dilTérentielle divisée d’i^x, ou, d'après le n.-^ào, 
une règle pour calculer la différentielle non divisée d*;px , en partant, non 
d il terme ^^x.dx" ou b”(px. dx", mais bien du terme bijx.d'xou bçx.d"x. 
Comme ces sortes de traductions de règles n'ont point de dilTiculté, je les 
laissé à faire au lecteur. 
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36f>. Lorsqu'on a une fonction quelconque de x, et. que dx est invariable, 
nos méthodes abrégées de dérivation servent encore , soit à faciliter le» diffé- 
rentiations successives , soit à faire trouver immédiatement l’expression de la 
dérivée ou de la dilTérentielle d'un ordre quelconque. Des exemples vont 
en indiquer la manière. 

Soit y = (p\a bx ex’ -t- H- ex*} , 
pour en avoir la différentielle de l'ordre n , dx étant invariable ; il est visible 
qir’en mettant x -f- dx à la place de x , la différentielle divisée de l'ordre n 
n’est autre chose que le terme affecté de dx* dans le développement de 

ç\a b(x -1- dx) -I- c(x -H dx)’ -1- <f(x dx)* •+■ c(x -t- dx)^j. 

Je développe d'abord le polynôme de cette fonction suivant les puissances de 
dx, ce qui se fait très- facilement en prenant les différentielles successives divisées 
du polynôme a-t-f'x -f- ex’ -f- <ix* -Hex^ , dx étant constante; on trouve ainsi 
ia bx ex’ -t- rfx* -H ex'* -I- ( A -i- aex -i- 3<fx’‘ -I- 4 ex*)di) 

I -t- (c -H Zdx -H Çex’)dx* -+-(</-<- 4 Cx)dx* -4- e. dx*) ’ 

formule qu’on peut représenter ainsi , en faisant a -H ^x -t- ex* -I- dx^ -t- ex-* 

— tp\X ^ Ô.AT.dx -f- ^’.AT.dx» ■+■ $*.Xdx* -t- ^.Xdx*l : 
je la mets sous la forme 

J’' = (P j « -i- C dx -i- 7 . dx* ■+■ J. dx* s. dx*j. 

On peut appliquer à présent nos règles de dérivation en faisant varier a , 
ff, etc.; et l’on aura, pour la différentielle i»'*"* divisée et non divisée,. . 

y*J^ = P*. <p«. dx*, et d*^ = D*. (p«. dx* ; 
développant la première expression par le n.” a a, on a pour le coëHlcient 
de dx7, ^ p»-i(p*.D.e*-‘ -I- p*-»(p«. p’C*-» 

-f- p*-*(p«,pî. C*-S - 1 - p*-4(p«.p4f«-4 - 4 - etc.; 
on développera les quantités en S par la règle du n.® 43 , puis on remettra 
au lieu de oc , ^, y,i,s leurs valeurs : la série sera toujours terminée. 

Si l’on veut avoir la dérivée non divisée , on «ura par le n.® 45 
'iy’.y — D’(pa.C’ -4- D*“'<pfle./i. d. Ç*~* - 4 - D*-*(pa./i(n— i)p»,f*-» 

-4- D*-*(pa(. n(/i— iX«— a)p*.C*~* -4- etc. ; 
on aura soin , dans les développemens , de regarder f comme une dernière 
quantité dont la dérivée est zéro. 
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366. Prenons un cas moins général; soit, par exemple, 

= (a -h -h- cx* 0 -i- dx^ -4-'ex')'; 

<p« ici devient = et l’on a 
'iH'.y = /•(/•— iXr—î). . .(r— 71 + 

fir~ ')('■”*)• • -(f—n + 2). n(n— 

f 7»(7i- i)(n-a)C-5d' 

( 1 . a ' 

n{n—i), ...(n — 3)C«-4.g 

I n(n—\) (n — 4 ) « » ,/ 

4- r(r- i)(r- 9)... (r- n + 4 ).œ'-«+S^-^ , . ‘a '^y^\ 

I 

1.9.3 ' 




+ /^r-i)(r-9)....(r-n+5)at'—+4^^_.^(f — 3y^J 

1*2*,/ I 


n{n-l). 




1 . 9 . 3 . 4 

-4- etc. 4- etc. 

La série se terminera toujours d’elle-méme si n est entier positif. 

567 . Pour prendre un cas plus particulier encore et renfermé dans le 
précédent, soit V ={a4-^r4-cx’)''; on aura à développer (» 4 - C.dx 4 -y.di»)% 
J et s étant zéro, et la formule du numéro précédent donnera 
• ô"(n 4 - ix 4- cx’X — 

nf» — 1 ) cty n{n— l)(n — 9)(” — 3) «’y* 

r— « + l a(i — /i4- i^r— n + 9) 


r(r - 1 )... .fr — 71 + 1 ) fit'- * Ç* 


n(n — i)(ti — 9 ) (71 — 5) ^ * 

^ _ 0 / _ „ . . \/ _ .. 1 _ \/ _ n ï O \ I etc. 


9 . 3(r— 7i+iXx— 7i4-a)(x— 7»4-3j 

où a = n 4- ^x 4- ex’, f = i 4- 9ex , y = c. 

Cette formule a été donnée par Lagrangb, Mémoires de Berlin pour 177 a, 
page ai 6 . La formule plus générale du numéro précédent se calcule par nos 
procédés avec autant de facilité que celle-ci , et c’est un avantage de nos 
méthodes de dérivation. 


» 

. t 
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• 

Soit Z = arc. fini ; on a -î- = — — * -, et ‘faisant = A', on a 

cLr v/(i —II) di 

1 • 

y = (i —x^) “ , ce qui donne r = — i,a=i,i>=o,c = — i,«=i — i», 

_ « v I — .t’ 

= — îi, V = — 1 J partant = , et 


d-r 

d i' 


d".+ ' (.arc. sim) 




etc. 


ri(n—i) 1 — I* w(«— |V/j— »)(« — 3)fi — i’)»^ 

a« — _1 21» 2(2«— l)(2// — J) J»!» I 

( 1 - 1 -)" + .] . n(n—\Yri — i) (n — 5) (i— i»)^ 

2. 3 ^ 2/«— » (2« — 3);2« — 3) 2'i'' 

Soit encore z = arc. tann.i ; on a ^ = — î — : donc, faisant y = \— 

di 1 d-i» di 

= (i +i’)~i , onar = — i, a = i, b=i o, c=i, t*=i -t-a:*» C= 2 i, 

y = I ? donc ^ ^ - , et 1 on aura 

d" y d"-t- ’f.arc. tangi) 

di" 


: i . 2.3.4...» 


2*1* 


d^«+l . - 

, , I +.T» (« — 2 )(n — 3) (1 + 1 »'* 

, I -~ ( // — J ) ■ , 




2»I» 1 . 2 

(» — 3 )(» — 4)(» — 5 ) ( I +I»>» 

1.2.3 2'l'’ 


etc. 


dans le signe supérieur est pour n impair et l’inférieur pour n pair. 


368. Mais rarement, en mettant x-(- di aulieii dei dans la quantité affectée 
du signe de fonction, le développement de celte quantité, ordonné suivant 
les puissances de di , est terminé ; il va ordinairement à l’infmi , de sorte que 
la fonction devient * 

' <p(ct -+- Cdx -4- y. dx» -4- J. dx3 - 4 - *. dx'» -f- etc. à l'infini); 
or cettè expression , étant de la forme de celle du n.® 20 , se développe de la 
même manière, et on trouve sur-le-ohamp la différentielle de l’ordre quelconque 
», en cherchant par les règles du §. III de l’article premier, le terme affecté 
de dx*, terme qui sera toujours composé d'un nombre fini de parties. 

56g. Voici une observation que nous croyons ne pas devoir passer sous 
silence. 11 y a cette différence entre le signe é et le signe n que, placés l’un 
et l’autre devant la même expression, d n'affectera que les x, et n que les 

quantités 
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quantités qui inultrplient les x et qu’on regarde comme constantes dans le 
calcul dififérentiel : ainsi on a 


r. r— 1 ^ fn, m — i 

D’n'j" = ec’-'s^. et ô’a’'x" = 

^ 1.9 ' 1.9 

Mais à l’égard du polynôme « -4- Cx -H yx’ -t- ix^ 4- etc. , je dis que l’on a 
§"(« 4-’eJT4- yx» 4- 4- etc. ) = p'’.(« 4- ffx 4- yx^ 4- Sx'^ 4- etc.-); 

et qu’ainsi on peut changer les dérivées relatives àx, dx étant constante, en 
dérivées relatives à « , C , y , etc. 

En effet, on aura, en faisant varier x et divisant par dx, 

§*(« 4-Cx4-yx’4-etc. 4- p’- «•x"4-p* + ‘.«.x" + *4- p"+*.«.x*4-t^_e(t;.) — 
p*.«4-(«+i)p* 


«+i.n + 9 . n+i.n + ‘2.n + 3_^^ , 

P"-t-».«.x’4 5 X* 

® '.9.3® 


4- etc. 

= p».« 4- D. p".*.x 4- P». p".«.ï’ 4- p3.p*.«.xî 4- etc. 

= p*.(« 4- n.ae.x 4- p».i*.x’ 4- p5.<«.x5 4- etc.), 
ce qui est précisément le second membre de l’équation qu’il falloit démontrer. 

On prouve de. même que l’on a plus généralement 
^•<p(a 4- ffa; 4- yx^ 4- Sx^ 4- etc.) = p*.^f* 4- Cx 4- yx’4-^x^ 4- etc.). 

En effet , le premier membre devient en développant 
$’j<pa4-D.<p<*.x4- P’.<p«.x= 4-etc. 4- p’.Ça.x* 4- p"4-'.<paj.x*-*-' 4- etc.} 

= p*.(p« 4- (n+i)p*+'.^«.x 4 p»+^(pae.x^ 4- etc. 

= P*, (pas 4- D. P*. <pœ.x 4- p’. p*. <pa.x’ 4- p^. p". <pas. x* 4- etc. 

= p*.(<p« 4- D.(pee.x 4- p*.<p<«.x> 4- p^.<pat.x* 4- etc.) 

= P". 4- Cx 4- yx' 4- Sx^ 4- sx' 4- etc.). 

On a aussi p“.^»ip(a( 4- ffx 4- yx'^ 4- etc.) = p".p*.^(<» 4- fx 4- yjc’ 4- etc.). 


370 . Faisons à présent des applications des formules de l’article second aux 
différentielles divisées et non divisées. 

On demande d'abord à trouver immédiatement la différentielle divisée et 
celle non divisée de l'ordre quelconque n du produit x^, c’est-à-dire le 
développement de ^"(x_y) et celui de d*(x_y) , y étant une fonction de x et 
dx étant variable aussi bien que d^. 

Puisque dx est variable et y fonction de x, il faut regarder x et^ chacun 
comme une fonction d'une même quantité t dont dt est invariable , et faisant 

L 1 1 1 
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V =z xy et ist = r t on aura ' 

,, àr A^V iC>r , 

dx d*x dv * d*v 

■ 37 '’' "^bî ’aF.' ■^ ■+■ 1 [F ■ + etc.): 

coni{>arant avec le n.® 86, le théorème du n.® 87 donne sur-le-champ 
^1"^ = = 

-t- di.^l*-‘j' -+- -(- 4- ^^x.^l*~<X -t- etc. 

4- -)- -f- <J«-»x. -f- ^"-'x. d_y -f- ^*x,y. 

On aura , par le n.® 93 , pour la différentielle n'*"* non divisée , 

A'V = d*(x^) = 

x.d*^ 4- ndx.d*~'_y 4- — ^d*x.d*-*_y 4- — — — — — 7-— d^x. d®”*^ -l-etc. 


1.3.3 


W. W — l./î— Q , ,, 1- . 1 .1^ 

H J J — d"-3x.d^ -1- — ^d*-*x.d*_y -4- /id"-*x.d^ -f- d’x;^, 

ou les coefllciens numériques en n sont ceux de la puissance du binôme 
(x4-/)® développée. 

Si dx est invariable, alors tout demeurant comme ci-dessus, on considère 
X comme une fonction de f du premier degré, comme égal à a 4- éf; le 

. facteur x 4- 4— • T 4- * T* 4- etc. devient x -I- 4^ • r 1 et l’on a dans 

de de® de 

ce cas 

y"(*.y) = etd'*(x_y) = xd*^ 4- ndx.d*“’_y. 

t 

371. Nous avons fait voir, n.® 95, qu’on obtient le développement de la 
dérivée u’.fds), en développant (s -+~ a)’ et en changeant les exposans en 
signes de dérivation , savoir en mettant o'.a au lieu de oc', n'.a au lieu de a', 
D°.« = « , et D”.<z = <i , au lieu de « et a ; et dans le n.® g6 nous avons étendu 
ces homologies entre les puissances et les dérivées à un nombre quelconque 
de facteurs. Ici nous allons présenter la chose sous un autre aspect, nous 
allons détacher des dérivées leur échelle de dérivation ; ces considérations 
auront l’avantage de se prêter plus facilement aux applications ; nous en 
offrirons différons résultats par la suite. 

La’ dérivation totale que l’on obtient en faisant varier à la fois a et « dans 
le produit aat ou dans la’fonction <p(a^ot) étant représentée à l’ordinaire par 
D , désignons par u’* la dérivation par rapport à « seulement ; et par d‘> la 
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dérivation par rapport à a seulement ; XècheUe de dérivation sera 

D = D'* -4- D'>. 

Lajnéme chose ayant lieu pour la difTérentiation du produit xy ou de la 
fonction <p{x,y)i c'est-à-dire, d désignant la différentiation totale, d-' celle 
par rapport à y seulement , et d‘> celle par rapport à x seulement ; on aura 
Xéchelle de différetUiation 

d = d-' -I- d'* : 

et ce que nous dirons des diJTérentielles s’appliquera aux dérivées. Pour avoir 
la différentielle de xy , il de multiplier xy par d*' -t- d'*. On a ainsi 
d(xy) = (d-* d‘>).xy = d-'(i_>') -t- d'>(iy') = a:d/ -(- ^dr. 

L’équation d= d-‘ -f- d’>, ou l'échelle de différentiation, n’est, comme on 
voit , qu’une manière d'exprimer, que, pour dilTérentier une expression à deux 
quantités, fonctions l’une et l’autre de la même variable, il faut dilTérentier 
par parties, en faisant varier séparément chacune de ces quantités, l’autre 
demeurant constante, et que la somme de ces dilTérentielles compose la diffé- 
rentielle totale. 

Puisque la différentielle seconde provient de la première comme celle-ci est 
provenue de la fonction, il s’ensuit, que, pour avoir la différentielle seconde, 
il n’y a qu’à multiplier la différentielle première par d’* + d'> : on aura ainsi 

d« = (d-' -I- d'.)(d.' -t- d'.) = (d.> -+- d'.)»; 
et , en continuant , on aura en général , 

d* = (d-' -t- d>.)”. 

Aussi est-il visible qu’en développant {d*' -t- d‘>)* par la règle du binôme et 
multipliant xy par ce développement, on aura pour d*(:^) la même expression 
que dans le numéro précédent. 


3y2. Si Ton a le produit xyz^ ou la fonction <p(x,^, a), on sait que, pour 
en avoir la différentielle , il faut dilTérentier par rapport à chacune des quantités. 
Z, y y X en particulier , et rassembler ces différentielles , ce qu’on exprime 
ainsi d = d"* d’* -f- d'« , et Ton a d* = (d->' d-* + d’>)*, et 

d"(ityz) = (d"‘ -t- d'* -t- d’>)* X xyz. 

On aura pareillement 

d"(xyzu) = (d-‘ ■+■ d”> -H d>' - 4 - d‘>)*X xyzu, 
et ainsi de suite. On développe (d«* -f- d-' -4- d’*)* et (d-a -4- d»‘ -f- d-‘ -4- d'>)* , 



% 


J 

I 

} 

** 

4 
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tout de même que (a -f- è -4- c)* et {a -h-b -+• c -+- d)* , par les règles-du 
$. II de l'article premier, puis on multiplie xyz, et xyzu par ces dévelop- 
pemens respectifs. • 

On peut au reste démontrer cette proposition de la même' manière dont 
nous avons démontré celle du n.° 96. 

573. Soit y = (px.-^iy, dx étant variable et y fonction de i ; il est aisé 
de voir qu’en considérant x comme fonction de f, dont la différentielle At 
est invariable , on a parles n.“97, 100, 101 et 102 les trois formules suivantes: 


=■• I. 

+ etc. + ^l«<px.\(/^; 

= ^"(Çjx.sl/J/) = II. 

(fx.^’\ly + f^x.^‘'-'(dx.xfy) + $»Çx.5Î»-»(dx*.4y') + ^î<px. ^--î(dxSJ^) 

■j- etc. +_^(px.dx*.'v(/_y ; 
= i}\(<f)x. 4 ,y) = III. 


+ B(px,\J/xd*-'(dx) + ô<px.d4.j.^l"->(dx.d_f') + -3(dx. dj») 

+ $’cpa’-4'./-ÿ*“*(dxy» + ^’<px.à\(,j.^l»-3(dx’.d^) 

+ ^(px.\{/^.ÿ*-*(dx)î 

+ <px.^*\j/^. d^* 

^ + ô<px. dx. d^*-‘ 

+ ete. + $’<px.^"-«\|,^.dx».dj"-» 

+ etc. 

+ $’(px.\J/j. dx». 

Dans le développement ultérieur de 11, dxdoit être considérée comme une 
première quantité; et dans celui de III, dx et dj doivent être considérées 
chacune comme une première quantité. Dans t)(px et dans ô\|/^ , dx et dy 
sont constantes et 1 on divise par ces dilTérentieUes , ou l’on considère tant 
dx que dy comme = i. 

374. Soit en général = (p(x,y), y étant fonction de x et dx n’étant 
pas constante; on aura par les n.*^ 1 1 a et 111, d-' se rapportant et d‘- à x , 
l)’^= ^»<pfx,^) = 

^•*(p(x,j^) + d'.^.— ‘(p(x,j^) + ^»’ÿ-*-»(p(x,jK) + etc. + ^*-(p(x,^), 

et 
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et , pour la difTérentielIe non divisée , 

d*A’ — = d*<p(i,^) = 

d'»<p(x,^) -H nd‘-d'*-*<p(x,^) + ~ (p{x,y) 

+ ” ”~à' ”7 ' 

ce qu’on peut indiquer de cette manière : . q 

d*/^ = d"<p(x,_y) = (d’‘ + d'i)» X <p(x,jr); 
et l’on aura de mèrae,_^ et z étant chacun -fonction de x, 

d'<p(x,^, z) = (d-* + d' 4- d'.)« X <p(x,^, z). 

Pareillement , z et u étant fonctions de x, on aura 
d*^(j;, J', z, u] = (d.-‘ 4- d-> 4- d-* -h d'»/ X <p(x,J', z, u); 
et ainsi de suite. 

Le n.° 1 1 5 donne encore cette formule : 

é*<P(x,^) = 

^•(p(x,j').^«->dj^ 4- $-*^(x,^).^J'>-»fdj)’ 4- $-^<P(x,^).^»-3(dj)3 

-I- b'.(P(x,^).ÿ*~' dx 4- ‘(dx.dj) 4- ô''^-«(J)(.T,_y).^*-3(dj:.d/3) 

4- $*’^(x,^). ^l»-*(dxp 4- $*>ô'‘^(j.j;.^"-î,dxJ.dj') 

4- $'»<p(x,^).d_y« 

4 - ôi>^**-'tp(i,_y)dx.dj*-> 

-;i- etc. 4- §’»$’”~*^(x ,_y). dx’. d_y"“* 

4- etc 

4- ^-<pfx,7).di-, 

où d r et d^ doivent être considérées comme des premiers termes ; dans 
^'•^’’^(x,y), on considère dx et d^ chacune comme constante, et l’on 
divise par dx'd^', ou l'on considère simplement dx et d^ chacune comme = i. 


375 . Passons aux équations différentielles. 

Si ^ est une fonction implicite de x, c'est-à-dire une fonction qui n’est 
déterminée que par une équation en x et ^ ; représentons cette équation en 
général par <f>(x,jf) o alors , puisque j' est fonction de x, lorsque x 
devient x Ax,^ devient^ 4 - ô.^. Ax Axp -+- ^._y.(Ax)3 -|- etc. 

et l’équation <p(x,^) = o devient 

M m m m || 


> 
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(Pl* -4- -+■ 3._y.Ax -f- (Ax)^ -+■ ^5.^.(Ax)î + etc. | = o, ou bien 

, 0(x,^) + A. + .<Ax). + Sl^>. (,w + .,c = 

et, comme cette équation doit avoir lieu , quel que soit Ax, il faut que chaque 
terme %fTect^ d'une puissance difTérente de Ax soit zéro séparément; on aura 
donc, par le numéro précédent, en observant que dx est constante et df 
^priable , et développant , 

O = <p(x,^), 

O = ô.'(P(x,jk).-^ 4- ô'-<p(x,>). 


O =< 


-4- 

et ainsi de suite. La loi n'est pas difficile à saisir : mais elle se présente 
encore mieux si on ne développe pas entièrement , et si , en mettant au lieu 

de on désigne par ô'>F la dérivée étant invariable, 

et par la dérivée ~ ^ étant variable et variant par 

rapport à x dont^ est fonction ; alors les équations dérivées seront exprimées 
par les formules suivantes : 
o = <P(x, j) = F, 
o = i ’.r -h d>.r, 
o = 4- îl'-ô-'.r -H 

o = fï.F -4- ^ 4- 

et l’on B généralement , pour l'équation dérivée de l'ordre «““* , 

o = ^>".F 4 t -4- 4- 4- etc. -4-^- T, 

ou bien , en détachant l'échelle de dérivation diûérentielle et prenant la dérivée 
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non divisée , on aura pour l'équation de l’ordre n , . 

376. Il s’agit ordinairement d’avoir la valeur de* : on y parviendra en- 

cherchant celles de , etc. , , tirées successivement des 

dx dx“ dx'’ dx*-‘ 

équations qui précèdent celle de l’ordre n, et substituant ces valeurs dans la 
dernière équation. Mais ) en employant la formule (ft) du n.®3as, on n’a 
pas besoin de cês substitutions successives ; elle fournit immédiatement les 

valeurs de , etc. , Car on a par cette formule , 

dx • ’ 

^ [3<-<p(x.y)]» 

3^ ô.'<p(x,^) * ’ [ô.'(p(x,^)J» ’ 

lÜz — _ ^ €>'’[c>'-^(x,j^)p _ , • 

dx5 d.‘<p(x,_y) * ld-'<p(x,7)]^ [d.‘<p(x,3')l^ 

et ainsi de suite. Dans les seconds membres dx et ^ sont constantes l’une et 
l'autre et = 1 ; on aura soin, en développant, de considérer ô>'(p(i,^) et 
ô'.(p(x,y') comme des premiers termes, et d’écrire 

etc. , au lieu de d''d->^(x,_y') , ^•'^•»^(x,_y') , etc. Comme la loi est manifeste, 

d« y 

il est aisé d'en conclure la formule pour le terme général 
Ces formules me paroissent dignes d’attention. 

377. Si l’on a une équation différentielle dans laquelle on a considéré jr 
comme fonction de x , et qu’on veuille au contraire y considérer x comme 
fonction de^; alors, par fe n..‘’34i , il faudra, dans l’équation différentielle 
proposée, changer 

■&’ = ■&’ ’ '•especûvement en i j^dg-^, 

_-i— -f-d(;^d4-^), L_ ‘ d(^d(-^d^-^)),.etc. , oùdjr 

1.2.3 dx 'dx dx^’ 1. a. 3 . 4 dx ' dx 'dx dx"*^ •' 

est invariable , de sorte qu’on peut écrire d_y hors des signes d. 

Mais par le même n.® 341, on peut donner à ces quantités une forme 
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plus propre à les développer facilement chacune en particulier, savoir 
id^.d(dx)-», fd^.^|“(dx)-ï, idj. ^P(dx)--» , etc. 

On mettra généralement dans l’équation proposée, au lieu de l’expression 
— d_^. ÿ*-'(dx)". Dans ces jexpressions dx est considérée comme un premier 
terme et comme variable. 

Si on laisse d_y sous les signes d, et qu’on fasse aussi varier alors 
changeant , ^ 3 .^, etc. en Adj(dx)-^djj, (dx)-\dj^j , 

■jÿ 3 j^d 4 -)- 4 .d_j- j , etc.', et regardant dx comme un premier terme et dy comme 
un second terme, on résout cette question : Ayant une équation difTérentielle 
dans laquelle d x est constante et d_y variable , la transformer en une autre 
dans laquelle dx et d_y sont variables, c’est-à-dire, en une équation dans 
laquelle on regarde x et chacun comme fonction d'une autre quantité. 

On voit donc encore la liaison de ces questions avec le retour des séries 
et les méthodes pour trouver par approximation les racines des équations. 

378. Venons à présent au cas 'des dilTérentielles partielles. 

Soit U une fonction de i, ^ et z, que j’exprime par <p(x, z), et 

soit % lui - même une fonction de .r et de , x et ^ étant des quantités 
indépendantes, et d.r et dy indépendantes et invariables : on demande le 
développement de ce que devient U =(p(x,_y , z) , lorsque x et j devienhent 
X -I- d.x et -+- d J ; ce développement devant être ordonné suivant les 
puissances et les produits de dx et de dy : et même on demande un terme 
quelconque de ce développement sans passer par les termes précédens. 

On voit que tout se réduit à développer 

1 J d* 1 il*'* 4 

x-^di,y-hdy, z j--dx -t- -dx» -t- etç. 

dz , d’z , , 

• d*'* > 

- 1 - 

-H etc. 

En mettant U au lieu de (p(x, y, z), il est aisé de voir, j>ar les n.“ i 36 
et 37), que le commencement de ce développement est 

■ 
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( 

dt/ 

d*Z/ 

. âz 

^*Z/ 

„ ,dZ7 ds dJ7, , ' 

^ ("j™* TP ~Â — ) ^ 

Q 2 dx • dx 

( 

1 dz . dx« 

'^■dsr’CaïJ 

■ dx. dz 

dx"* 

dx* 

1 

du d»z. 

d*Z7 

dz 

• - — -J 

d*ZZ 

,àU dz dZ7, , 

1 dz dx. d_y 

dd^ dz dz 

dz* dx ày 

dy. dz 
d*Z/ 
dx. dz 

dx 

dz 

¥ 

dx. d^ 

4-| 

du 5)*z 

1 dz d^'“ 

d^ZZ dz » 
dz* ' dy ^ 

d*Z/ 

dj'.dz 

dz 

d>zz 

dj* 

j 


di» - 4 - etc. 


> di.d^ - 4 - etc. 


>d^» - 4 - etc. 


+ etc. 


Mais, pour en mieux saisir la loi, nous ne développerons pas entièrement 
les termes et nous emploirons les notations des dérivations. 

Désignant donc par ô'>l7 que x seul varie de i dans <p(x,_y,z); parô-'Z/ 
que c’est seul qui varie, aussi de i ; par b-‘.£/ que c’est z seul qui varie de 

ou b.z, et parô'f'.t/ que c’est encore z seul qui varie, mais de ^ ou ô'.z: 
le' commencement dy développement sera 

Z/_^- (ô”'. Z/-+-ô‘’Z/). dx 4- -t- ü’ -t- dx* 

4- (à'»'. U 4- b’*£/). d^)' 4- 4-ô*'ô''>'.Z7 4-â>’ô'.'.Z/-f-ô'.à.*Z/).dx.^ 

U -I- b'..*. U -H d^» 

-I- ($..ï. U -4- U 4- U 4- $î.tZ).dx3 

_j_^..».b’'»'.ZZ4“b'»b”*.b’»»*.ZZ -j- 4“^'*§”*.Z/4-b**ô.*b»»*.£/ 4-^*’b.' Z/) dx^.d^ 

-f- 4-b’'b>'*.b'*>'.tZ4-^’“b”'.ZZ 4~^'’^'”’.ZZ 4-b'>b*'b'>''.Z/4-ô'’^’*ZZ).dx.^’ 

{^',3. U 4- ô.' $'..».£/ 4- tZ -4- ^.îî/).dyî 

, 4 - etc. 4- etc. 

La loi se saisit facilement ; elle est telle qu’en détachant les échelles de 
dérivation on a généralement, pour le coëfilcient de dx’’d^'’, l'expression 

: ! (&.•'. 4- 4- b'O'Xt/’. 

Quant au développement des dérivées que l’on représente généralement par 
U, on le trouve par les solutions du problème proposé au n.“ i3i. 

N n n n 
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Si, tout demeurant comme ci-dessus, on a l’équation z) = o, alors, 

puisque dx et d^ sont indépendantes , et que l'équation doit avoir lieu quelles 
que soient dx et d_y, il est clair que les coëfTlciens de chaque puissance 
et produit dilTérent de dx et de d^ forment séparément une somme égale â 
zéro. On pourra ainsi trouver sur-le-champ le développement d'une équation 
aux difTérentielles partielles d'un ordre quelconque, tant par rapport k x 
que par rapport à jr. 

37g. Voici encore un cas qui sert dans la théorie des équations aux diQ'é- 
rentielles partielles, et dont la solution est facilitée par nos méthodes. 

Soit Z une fonction de x et de et qu’on introduise au lieu de x et de_y 
deux nouvelles variables m et f , en sorte que x et soient chacun fonction 
de £ et de U ; trouver les formules différentielles par rapport à ces nouvelles 
variables. 

Ce cas se trouve dans le tome III du Calcul intégral d'£uLE&, page 186. 

Soient Z, X , représentés respectivement par <p(x , _y), \K^, t<), 5f(f,n), 

on aura z = u) , «) j ; et z -+- Az étant ce que devient z , lorsqu’on 

met r -H r eu lieu de / et u -f- u au lieu de U , r étant mis pour Ar et u pour 

A U ; on aura . / 

z -I- Az = 



f\)/(f, «) -t- d'.4'(f, «). T -H etc. 

“) “)-T ®*c.V 


1 -t- d'*\)y(f, u).u -f- etc. ' 

»< -f- d>' 5 j(r, u). U -4- etc. > 


( -f- etc. 

1 ( -+- etc. J 


ou bien, en mettant x au lieu de ^ au lieu de u) , et d et d'au 

lien de d'» et de d>* , 

z -f- Az = 


rx -+- d.x.T -4- -H etc. 

(y -4- d.^.T -4- -4- etc. y 

1 d'. X. U -+- d'.d.x. TU 7 +“ etc. 1 

) ^-4- V -l“ d'.d.^.Tu -4— etc. f 

j ’ -4- §'“.x.u’ -+-*etc. 1 

1 . -4- ^'^.y. v‘ -4- etc. f 

.( - 1 - etc. 

1 ( -4- etc.' 


On voit donc que ce cas répond à celui du n.” ig 3 . Il est aisé d'en donner 
différentes solutions, correspondantes k celles que nous avons données du 
problème du n.° 189. Si l'on veut avoir une solution semblable à celle du 
n.° i 83 ; en désignant par d<>.(p(x,^) que dans (p(x,^) x seul varie par 
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rapport & r, et par d'<>. (p(x,^), que x seul varie, mais par rapport à u; 
par b''.<p(x,_y), et ô'>*.<p(x, j') que_y seul varie, dans le premier cas par 
rapport à t seulement, et dans le second cas, par rapport à u seulement; 
on aura pour le coëlHcient du terme général du développement afTecté de 

-i- -I- -t- etc. 

-4- etc. 

“t“ e*c. 

etc • -H etc. 

-f- -h ..d'.'.<p(x,^) -t- ^-.$'"-.(p(x,^). 

En détachant les échelles de dérivation dilFérentielle , cettë formule peut 
être représentée d’une manière bien simple , comme il suit : 

La formule du n.° 1 qj donne une expression plus développée. 

Le commencement de la série pour z + Az se trouve, soit par la formule 
que nous venons de donner, soit par celle du n.° ig3, en mettant z au lieu 
de (pCx.j'), 

Z + Az = Z d'-Z.a.I T + ÏC'Z.^’.X + ,$*>z.(ô.x)» T* 

-f- 3>'z. d.^ b'*d*‘z. à.x. ô._y -f- etc. 

-+- d-'z.^».^ -f- $'»Z.(Ô.^)a 

-4- d'.z. y.i u -4- à'iz.ô.b'.x + $’'Z.d.x.ÿ.x tu 

-4- di'z.ô'.y -h <)'>b>>z.à'.x. ô. y 

^ ^ + etc. 

-4- <)'-d*'z. ô. X. ô 

+ ô>'z.().ô'._y + ^•’z.ô.x.ô'.^ 

-4- ô''Z.^'>.x -4- $»>z.(à'.x)’ u* 

-4- ô’>d>'z. b'.x.d'.y -4- etc. 

,, ' + ô-'z.^'».^ -4- $-*z.(y.^)» 
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38 o. Tout ce que nous avons observé à l’égard des échelles en d et d 
s'applique aux échelles de dérivation en n , les d se rapportant aux dérivées 
7, i, etc. : et ces échelles servent à exprimer bien simplement les lois 
des premiers développemens. 

Nous ne pousserons pas plus loin les détails des dilTérentiations : on voit 
que nos méthodes de dérivation s’appliquent à tous les cas de celles - ci , 
qu’elles épargnent des longueurs de calcul et des substitutions successives, et 
qu'elles font trouver immédiatement les différentielles d’un ordre quelconque, 
en présentant des formules générales dont la loi se saisit facilement. 

(II.) 

58 i. Le calcul des dérivations ayant son inverse comme le calcul différentiel , 
nous destinons cette division aux dérivations inverses, nous y traiterons de 
la liaison entre les dérivées directes et les dérivées inverses, et de celle qui 
existe entre les différentielles et les intégrales. Si nous avons différé jusqu’à 
présent de parler des dérivées inverses dont nous avons dit un mot gu n.® 
30 , c’ést afin, que l’ordre de cet ouvrage nous permit d’appliquer sur-le- 
champ nos formules aux intégrales et de vérifier par là nos résultats p{tr des 
résultats connus. 


382. La fonction <P(a- 

D'®« 


• x) développée en série est (n.® a). 

— L— » • “TÎ — ^ 

t.a .3 


-+- etc. ; ... .(i) 


1 ^ i.a 

et il est visible qu’en allant de droite à gauche chaque terme se forme de 
celui qui le précédé à droite (le terme affecté. de x"~‘ de celui affecté de x'), 
en multipbant ce dernier par l'indice qu’y porte d, en diminuant ensuite 
cet indice de l’unité et en divisant le terme par x. Suivons cette loi, . pour 
continuer la série (1) en arrière, et nous aurons 
— etc. -f- a . I , O. D~^<f)ec- 1~* — 1.0. o. D - 'tpa!.x~' -f- 


D°<pae 


D>(Pa 








i 1 . a 1. a. 3 1. a. 3 . 4 

Si l'on prend la fonction (p(« 4- fx -f- yx^ -t- Jx^ 
pareillement 

— etc. 4- a . 1 . o.p-î. <p<». x -3 — 1 .0.D-®. (P». x“® -+-o.d- 
■ . n^.cpet 


X'^ 


etc. 


...(a) 
4- etc.), on aura 
<P«.x-‘ 4 


P". ■ 


*4- 


■ x= ■ 


1 . a . 3 


i.a.3.4 


> x4 etc. 


..( 3 ) 

De 
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De là on conclud ^néraletnent que dans p-*.<pai, où l'indice n est négatif, 
le c au-dessous du n n’indique plus un dénominateur, mais un multiplicateur, 
savoir q: (n — iX« — 3)(« — 3). . . . s . i . o , le signe' — ou -H ayant lieu suivant 
que n est pair ou impair , le premier facteur /i — i étant toujours de l’unité 
moindre que l’indice n, et le dernier étant zéro , ce qui lait disporoltre tout 
le terme. ' 

Puisque chaque terme de la série (9) ou- (3), continuée en arriére, est 
multiptié par zéro , il s’ensuit que la série ne s’étend pas en arriére. 

Il s’ensuit aussi de là que toutes les fois qu’on a une équation ou une 
expression où il y a des termes dont les uns ont des dérivées divisées à 
indices de n positifs et les autres des dérivées divisées à indices de d négatifs , 
ces derniers termes , ayant un facteur zéro , doivent être rejetés de l’expression. 
Voilà la véritable raison pour laquelle nous avons réjeté jusqu’ici les termes 
à indice de p négatif. 

583. Une application immédiate de cette observation montrera la nécessité 
d’y avoir égard. 

On a vu n.” iq 6 que l’on a généralement 
p-'.(C'a) = p’.(ee'a) — 

— etc. ± ret'-‘p*.(cta) ± «'p'.a. 

Lorsque r» détient > n , l’indice ra — r du premier membre devient négatif 
et l’on ‘a ^ o, tandis que l’indice de d dans Je second membre 

demeure positif; donc en écrivant la série à rebours, on trouve ce théorème: 

O = a'p*.a — ref'-‘p*.(»a) + p».(«^a) — etc. 

± (*'-•<») r«p-.(«'-<a) ± p".(a'a), 

toutes les fois que n. 

Ce théorème est une généralisation du lemme que Lbxbi.i. à donné dans 
le tome XVI des nouveaux Commentaires de Pétersbonrg , page q 35 , et dont 
il s’est servi pour démontrer le théorème de Laorakcb rapporté au n.” 989. 
La manière dont nous parvenons au théorème précédent a l’avantage de 
faire voir que la série' n’est plus égale à zéro., lorsque r n’est pas ]> n, et 
d’en donner la valeur pour ces cas, n.” 196. On tire de ce théorème, en 
divisant par 
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p".fl = rcK-'p’.(aa) ' • ^ g*. («-a) H j j-«-Sp".(«5a) 

— etc. dt ra-(''-‘)y‘.(x'-‘a) ip (a'a) , 

« étant arbitraire , pourvu que r soit > «. 


384. Si l'on a une équation clans chacun des ternies de laquelle entre une 
dérivée divisée avec indice négatif , on peut imaginer que chaque terme 
a été divisé par le facteur zéro, et alors l'équation subsiste entre les termes 
qui la composent, sans qu'aucun disparoisse : ainsi on peut le plus souvent 
faire abstraction du facteur zéro. 

Pour mieux connoltre la nature des dérivées inverses, observons que,, 
puisque dérive de n.A de vf'.A ou ; en rétrogardant , v>.A = 

D“'.D’.yf sera la dérivée inverse de n'‘.A\ tf'.A = d-*.o'.A oii A sera 
la dérivée inverse de t>.A ; donc , en continuant , on aura tt-'.A = n- '.ifi.A 
pour la dérivée inverse de A , •d~\A , pour celle de , et a’insi de suite; 

d-^.A s'appelle aussi la dérivée inverse seconde de A , et en général d~\A 
est la dérivée inverse de A. 

En passant aux dilTérentielles , si (px est une fonction de x , et dx supposée 
constante , pour plus de simplicité; on aura , pour les dilTérentielles directes 
de (px, les expressions 

d(px = d^px.dx, d^<px = b^Çx.dx’, dj(px = b^tpx.dxî, etc., 
c’est-à-dire, que les différentielles sont égales aux dérivées multipliées 
par dx,. dx>, dx’, etc. respectivement; mais les différentielles inverses ou 
les intégrales seront , en suivant la même loi , égales aux dérivées inverses , 
divisées par dx , dx^, dx-', etc. ; de sorte qué f, le signe de l'intégration , étant 
mis au lieu de d-‘ , on aura - 

à-^(px 


, ^ ô-‘ffix 

d- • <px = f<px = — 


d-><px = f^px = 


dx^ 


d*î<px 


. etc. 


d-"<px = y*<px = 


a-»(px 


, — , - — J ^ 

Soit, par exemple, (px — x”, dx étant constante, on.aura 
d(x") = /»x"-'dx, d»(x") = w»{m— 1 )x"-»dx’ < etc. 

T* ^ * X"* “t* 3 

d-\i") =/x- = ; , d-a(x") = /^x- = 


(m-l-i)d^x ’ 
généralement, d-"(x") = /"x" = 


(w+iX'«-fajdx^ 


(m-|-iXw-|-2). . . dx* 


* 
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et l’on aura pour la dilTérentielle inverse divisée de l’ordre n (n* précédent), 
en faisant abstraction du facteur zéro , 

’ 1.9. 3 (n— + * 

' ' (m+i)(ni + 9) (/7i + «). dx" 

Puisque , pour indiquée la différentiation inverse ou l'intégration , on emploie 
communément au lieu de d~* le signe f\ nous proposons d’employer le signe 
f pour indiquer la dérivation dilTérentiel|e inverse d-' ; et de même que 
indique qu’après avoir pris la différentielle de <px, il faut encore la diviser par 
dx, de même f<px indique qu’aprés avoir pris l’intégrale de <px , il faut encore 
la multiplier par dx. Ainsi on a 


/x" = 


x“ + ' 


(n» + 1 J dx 


/x"dx = 


X" + * 
m + 1 ’ 


T* + I T"* + * d T 

^x" = =. àxj" x" / x" dx = — ; — = dx/x" dx. 


m + 1 


385. Voici à présent une formule qui donne la dérivée inverse générale 
non divisée, ou plutôt non multipliée, de l’ordre n; «ayant € pour dérivée, 
C ayant y pour dérivée divisée, etc. 

Si dans la formule du n.° 43 on change /> en — n , on a 

. D-».(p« = ( 1 ) 

— n-’-'^«.nD.e-"-‘ -I- D-"-»<p«. rt(« + I )p’- 

— n-"-5^«. n(« + 1 )(n + 9 )p5. etc. à l’infini. 

Ainsi toutes les fois que la fonction <p« est telle qu’on puisse en trouver les 
dérivées inverses n-"^«, D-"-*<p«, n~"“’^«, etc. d’un ordre quelconque, 
D« étant = 1 ; cette formule donnera la-dérivée inverse n-". ^«, d.«, p’.«/ 
p^«, etc. étant S, y, J, etc. On dévelt^pera n.f-"-', etc. à 

l’ordinaire , en considérant £ comme un premier terme. 

On auroit aussi pu tirer cette formule ( 1 ) de celle du n.° 90, en faisant les 
multiplications qu’indiquent les c au-dessous des d , suivant le numéro précé- 
dent, et divisant ensuite tout par o . i . 9 . 3. . . (n— 1 ) , ce qui supprimeroit 
le facteur zéro qui multiplie tous les 'termes. 

Si n = I , on a pour la dérivée inverse du premier ordre 

D->. <p« = ( 9 ) 

n“'<p«.C~‘ — D-»^«.D.ff-> -f- d-3(P«. 9 P». — d-4<p«. 9.3p3.f-4 

-4- D-S<p«. 9 . 3.4 p4.f"3 — etc. = 

D-'<P«.ff“' D-»t^«.D.ff-> -t- D-3^«.D“.Ç-3 — D-4^«.D*.ff-4 

d-5<P«. d 4. f-s — etc. 
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Les expressions ( i ) et ( a ) sont remarquables en ce qu'elles montrent bien la 
liaison entre les dérivées directes et les dérivées inverses. AppUquons - les i 
une intégration. 

386. On propose de trouver l'intégrale y*(« + ix + ci’)'di» , dx étant 
constante. 

Faisant ici, comme n.* 36; , a = a bx + ex’ , C = 3(a + ix + ex’) 
= A -H a ex, y -4- bx -t- ex’) = c; on a (fiet = a'; et puisque 

■ D*(p« = , on a, en changeant n en — m, = d-'^a-d»* = 

y><Pa.da* =/*$a, da étant constante; on a donc, par la formule (i), 
J'*(a+bx+cx^ydx* = /*a'.(i + a ex)~* 

+ /*'*■' a'- n(n + i)(b trx)-’-*c 


-J. /" + «a'. 


l)..(n-4-3| 


{b -f- acx)~*~4c* 


1 . a 

n(n^O....(n+5) 


etc. 


11 faut compléter l'intégrale en y ajoutant C ■+■ C,x 4- C,x’ -+- etc. 4- Ç_,x^i 
expression qui renferme les /t constantes arbitraires C, C, , /7j, etc. C,_,. 

Il est aisé de voir qu'on a /*a'. = 
l’intégrale demandée est 


(r-t- i)(r + a) ('• + «) 


: donc 


(a 4- Ax-4- cx’)'4-» 

(r4- 0(^-1- “)• • •(r-4-«H^-l-3C^)’' 


n{n 4- I ) (a 4- ^x + <~x’)c 
r + a+i (A + aex)’ 
a(a-H i) . .(a4-3) (a 4- ix + ci’)’r’ | 
a(r4-a-+-iXf4-«4-a) {b 4- acx)4 
a(«4- i)....(a 4 -J) (a+ix + rx’)’cî | 
^a.3(r4-n4-i)...(/;4-a4-3) {b 4- aex^ 

+- etc. 


1 4- 
H 


C 4“ CiX 4” OjX’ 4“ 03X^ 4” etc. 4“ iX*“*. 


387. Si l'on demande l'intégrale 

y«(p(a ■+■ b X -+- ex’ 4 - rfxî 4- etc.)dx*, 

d X étant constante , et qu’on veuille ordonner la série suivant les puissances 

de X, voici une manière bien simple de trouver cette série au moyen do 

nos méthodes de dérivation. _ • 

Puisque 
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Puisque l’on a (n." 91) 

<P(æ + iï + CI» dx^ -f- etc.) — 

<pa -+- D. (p<7.i -H p».<pa. -H p*.<pa.iî -f- etc., il s’ensuit que 
f‘(p{a -i- ii--f- CI» 4- dx^ -+- etc.).ili" = 

(pa/*di" 4 - D.<pa.y"xdi* 4- p».(pa.y"i»di** 4 - pî.cpa.y''xîdi* 4- etc. 
Or, di étant constante, on a généralement 


J'’xfdx* = 


X' + * 


(r+ i)(r 4 - 9 ) ’ 

donc, en complétant l’intégrale par n constantes arbitraires, on trouie 

y"<p(a 4 - il 4 - CI» 4- dx^ 4 - etc.)di" = (3) 

C 4 - C,x 4- C,i> 4 - Cîiî ' 4 - etc. 4- C,_,i"-' 4 - 


1 . 9 . 3....(u — i) 


J .V* 

I- + 


I" + ' 

— ^D. (Ba 4 -, — 

n(rt 4 - I ) ^ «(«•■ 

1.9.3. I» + ï 


1.9. .T*+ = 


*X"-+- a) 

pî.ipa . 


p'».(pa J 


etc. 


n 4 - » )(« 4- 9)(n 4 - 3 ) 
formule dans laquelffin.^a, p».<pa , p^.cpa, etc. se développent à la manière 
ordinaire ; et si l’une de ces quantités devient zéro , la série se termine. 


388. Si dans la formule du n.” 95 on change n en — r » , on aura ces deux 

formules : , ^ ^ 

D-*,(a«) = ( 4 ) 

ûD-".« — MD.a.D-""*.»* 4- rt(«4- i)p».a.D-^».« — n(n4- iX" + 

4- n(« 4 - iXn,4- 9Xn4-3)pi.a.D“"".'i.ae — etc.. 


J 

1 


D — («a) = . .(5) 

<*D-".a — nD.os.D-*-'.a 4 - /l(« 4 - i)p».«.D-*-».a — n(a 4- iXa 4 - 9 )p».«.D-"-».a 
4 - n(a4- i)'(/t 4 - 9)(n 4 - 3 )p 4 . «. D-*-<.a 4 - etc. 
Ces formules se terminent dans les cas où l’une des dérivées de a ou de <■ 
et toutes les suivantes deviennent zéro; autrement elles vont l’une et l'autre 
à l'infini. 


38g. On peut tirer de ces formules différentes conséquences relatives aux 
intégrales. 

Si l’on fait , par exemple ,a=i,a=_y,« = di,_y étant fonction do 
i; on aura par la formule. ( 4 ), en changeant les dérivées en différentielles, 
et ajoutant la constante arbitraire C, * 

^di = C 4 -^ydi — d_y.y»di 4- d^.ySdi — d^^.y^di 4 - etc., 

P P P P 
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et par la formule (5) on trouvera 

fyàx = C + dxyy — à^x.fy -H à>x.J>j — à‘>x,f’>y -f- etc. 

Si dans la première de ces séries infinies on suppose dx constante, on a fàx = x, 

r^àx = /x = — i — , f'^Ax = — r-i — , etc.; ainsi la série devient 
•' •' î dx ’ • a .3dx' 

-, _ dy X* d»v xî d^y x' 

Tydx = C -t- VI — -/■ 1 ‘ I ■ ; -5- TT H etc : 

•' dx a i.a.dx-' 3 i.a.3.dx^ 4 

• . “ 

et si dans la seconde série on suppose d_y constante ; puisque fy = , 


/•'> = 


— y 


a . 3 . d_y^ 


, etc. , la seconde série devient 


-, _ dx y' a^x y- 


d^4 


d->x 




ady ’ 


J’ 

•'-r -+■ etc. 


1. a. 3. Ay^ 4 i.a.3.4.d_y^ 5 

Ces deux séries pour Jj'Ax sont celles de Jean Bf.bnoui.li. Voyez ses œuvres 
tomel.", page ia5, et tome II.'', page 48S. 

Soit û = <px , « = dx* , dx constante , la formule ( 4 ) donne 

y*<px.dx* = ® 

(pxy*dx" — nd^i.y* + *dx* -t- h(«-i- 1 )^^<pi.y* + ’dx* 

— n(« -H 1 )( « -I- a )4|5(px.y* + 5dx" etc. 

* X 

Or, dx étant constante, on a ydx* = — = xdx*-',y^dx* = yxdx’-‘ 

d.r* ” ^ 

= — dx*-*, etc. , et généralement f ' Ax " = ^ ^ Donc, complétant 
l’intégrale par n constantes arbitraires , on trouve 

y*<Px. dx* = (6) 

Î e + (i.x -t- 6.x* ■+■ ■+■ etc. -f- 6.-ix*-' 1 

X* x*+‘dfflx x*+* d*®x x* + ^ d*.®x 

H ^ n + * dx H + a dx* /i + 3 dx* ) 


3go. Si l’on a généralement ^ 

<P(^a + ix -(- ex* -+- r/xî ■+■ etc. , « -t- fx -(- yx* -4- -f- etc.), 

on a ( n.” 1 1 a , formule 4 ) pour le coefficient de x*, d>* se rapportant à a seul , 
D'> à a seul , et d indiquant la dérivation totale , 

p*.®(n,») = P'*.<P(a|flt) -f- D'-.p*'-'.(p(a,<») ■+■ p».. p-*-». (®(fl , «) 

-4- etc. H- p*-''.i)''(p(< 7 , *j -+- p"-.<®(a,«); 
en multipliant par i.a.3. . . .n, on a, pour la dérivée non divisée. 


Di"tjzed by . 



DES D^EITATIONS. 


335 


t)’.(p(a,») = D'*.<p(a,«) -4- nD'>.D>"-’.(p(a,«) -+- «(«— l)p’>.D>»-*^(a, «) 

-+- etc. np"-'*.D-'. (p(«, «) + D"*.<p(a,«); 
et, en détachant l^échelle de dérivation , 

D’.(Ç(a, <») = (d’*. - 4- D*>.)" X <p(a,flf). 

* A présent, si l’on change n en — n, ces deux dernières formules donnent, 
pour la dérivée inverse de l’ordre n , 

n— .(p(a,a) = (7) 

— nn'". p*-*~'.<p(n, a) -I- n{/i-4- 1 )p’«.D-“*~‘. <p(/i,ae) 

■ — n(r» -4- i)(» -f- q)P^. n- as) -H etc. à l'inGni; 

et encore , en détachant l'échelle de dérivation , 

D-* (p(sj, as) = (d-'. -I- D’-.)-* X <p(a,ae ) , . . . .(8) 

et l'on peut commencer le développement de (»•'. -4 -d'>.)~" p.ir d>'. ou par d'>. 

Si l'on avoit une fonction de trois, de quatre, ou d'un plus grand nombre 
de polynômes, tous ordonnés par rapport aux puissances de x, on auroit 
pareillement 

D-». <p(a, O', a") = (d"'. - t- D-'. -4- D'>.)-*X<p(a, <!',«") , •■••(9) 

D-“..p(a, a',<2'',fl"‘) = (D-'. -4- D"'. -4 - d>‘. ■+■ d’-.)-* X <p(a,a',a‘',a'") , . .(10) 
et ainsi de suite, on développera les échelles à trois termes, à quatre termes, 
etc., comme, par les règles du §. 11 de l’article 1.", on développe (0-1- H- c)-*, 
(a-4- A-l-c-4-<i)“*, etc.; mais, en développant ainsi , on a des séries infinies. 

3gi. Pour avoir fies expressions finies, je remarque qu’en employant la 
division pour développer (a-4-i)-* = ^ ^ , on p^ut arrêter le dévelop- 

pement à tel terme qu’on voudra , et en ajoutant le reste que laisse la division, 
divisé lui -même par a -h i , on aura des expressions Unies de (a-4-A)->, 
comme il suit : 

, 1 A * 

^ a ' 

_ 1 ^ 6 ^ • 

a "*T ’ 

— 1 L. ^ 

a (a -4- A l'a» ’ 

= etc 

_ 1 b hi y 

a O’ ® a’ (a -4- b)a\ 
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Mettant donc d, d>< , d’>, au lieu àe a b, a, b respectivement, on a 

D-t = (d-* -f- D*’)"' == D'“' — d-‘D'*D*"‘ = D«~‘ — D“*D*'D"~*, 

et généralement 

l>-« = D>~* — D'»D>”* -t- D*'D>“* D^tO’-A -f- etc. ^ d'“’>D>“' :t D“* D'-D'”'. 

On a donc 

D-‘.(P(<1,«) = (0>*. -1- D’>.)-'X(p(o,«) = D'-'.(p(/7,«) — D-‘.D'.. D'"*. (p(<2, «) ; 

OU [en mettant s, s-', s’>, (n.“ 36) au lieu de d-', d>“', d-*>, après le 
développement de l’échelle , si l'on aime mieux avoir des indices positifs ] 

8.<p(a,a) = S-'.(p(fl,*) — 8.D''.S''.<p(a,as); ....(il) 

ce qui est une généralisation du théorème de l'intégration par parties, un des 
plus féconds du calcul intégral. 

On a généralement . 

D-'.<p(rt,a) = (d-'. +D'*.)-'.(p(a, *) = (il) 

D--*.<p(o,«) — D'>.0'-*.<p <7,ot) + D»'.D*-î.(p'a,a) — DVD'-'t.<p(a,at) . 

-H etc. rp zh •D-'.o'-.D'-'.<p{a,a:)'. 

ou bien encore v-'.<p(a, a) = s.<p(/i,at) = (i3) 

s*'.^^a,«) — D''.s-’.;p(n, a) + n’% s•^ (p^a, «) — D\s'1.<p(<7,a) 

-+- etc. D'-'’.s-'.<p(a,oc) ,± s.D'-.s-^. (p(a,«). 

Quant aux dérivées inverses des ordres supérieurs au premier ; puisque 
D-' = D'-* — d“'d''D'-*, en prenant derechef la dérivée inverse, on aura 

D*>=:D“'D~* = (D'”' D”'D'>D'~')(D’“* — D“'D’'D‘“‘) — (o>“* D“*D*>D'~')’ 


= D'-> 5D“'P'*D'-« -i- D-»D*'D--’. 

et en prenant une phissance quelconque m , on a pour la dérivée inverse de 

l’ordre n d~" = (d-”' — d~' d'>D'“')*, ( 14 ) 

expression qu’on développe par la règle du binôme , et qui est toujours d’un 
nombre fini de termes. 

î^uisque D-‘ est aussi = D’-' — d-'ds-d--*, on a pareillement 

D-» = (d*-> -+- D-*D’-D>-*)», 


et généralement 

D“* = (D>-‘ D'>D>-» -f- — etc. rp ± D“ ' D’’’ D> “')*. 

Partant . \ 

D— .(p(n,«) = (i5) 

(d--‘. — D’>.D’"*. -4- D*'. Di-î etc. ip D'-*’. D>-'. dbn- '. d'». d--'.)* X <p{n,u), 

expression finie. Ces théorèmes, dont on peut trouver un plus grand nombre 

par les. mêmes principes, sont fort- utiles dans plusieurs rencontres. 

Il 
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Il n'est pas difTicile de faire voir qu'il est indifférent d’écrire les signes d~‘ 
D, D-'>, D‘>,. D'-', D'* dans tel ordre qn’on voudra. 

392. On peut faire différentes applications de ces formules; pour les appliquer 
aux différentielles , nous allons en déduire d’une manière simple les condition» 
d’intégrabilité des quantités différentielles d’un ordre quelconque. 

Soit une quantité différentielle, ou = o une équation différen- 
tielle d'un ordre quelconque r, A’’ étant une fonction de 
etc. , d'.^ , et dx étant constante ; on demande les conditions auxquelles on 
reconnoit que ^dx est une différentielle e'xacte ; c’est-à-dire, que dans l’état 
où 8 « trouve P'dx , elle est intégrable , sans qu’on ait besoin de supposer^ une 
fonction particulière de x , la relation entre et x pouvant être qtltelconque. 

Soit Z l’intégrale de A'dx, ou if = fVdx\ si nous désignons par d'», la 
diiférentiiition par rapport à x seul , par d>>. la différentiation relative à y, 
"b. y , , etc. par d et y la différentiation et l’intégration totales ; on 

aura dif = dff^dx = fdVdx., ou, puisque d = d‘> -H d>‘, ' 

(d’> -I- d"')iî =: y(d'' d’*) ^^d»r , d'^Z -^-d^''Z J^A''f^dx -^-J'd’^P'dx. 
Or, la relation entre^ et x étant quelconque, d>>et d>’ indiquent des opérations 
indépendantes; pn a donc séparément 

d'<Z =z fd^’f^dx (•)> Gt d-'Z = yid-‘^di; (î) 

et, en divisant par'dx, ces équations deviennent 

b'..Z =fb'.. r ( 3 ), et Ô.'.Z = (4) 

Cela posé , puisque Z = fF'dx, si ^dx est de l'ordre r, il est clair que 
Z ne sera plus que de l’ordre r — 1 ; ou , en d’autres termes , si Vdx renferme 
"d'y , Z ne pourra point renfermer de dérivée b^.y, etc. supérieure à b'-'.y, 
quelle que soit d’ailleurs la manière dont ces dérivées entrent dans Z. Ainsi 
b.f^ et b.Z seront de cette forme : 

dF - dr ^ 

,e, 


dj-<--3rV + 


dr 


dô.^ 


b^.y 


etc. 


‘y 

^ dZ dZ , dZ ^ 

Ô.Z = -5- -H —b.y -+- H- etc. -f- 


dù'-'.i 


dx dy dib.y 

expressions que nous représentons par 

b.V^ ■= M Nb.y -\-Ob'‘.y -y- Pb^.y OXO. N,br-^'.y ,, • • (?) 

b»Z ^ SW -4- 91 ù. -f- 9^0^.^ -4- etc. 91r— . . . .(H) 

On a donc d’abord =A/, ô'».Z=3R; donc pour satisfaire à l’équation 
(3) , il faut que l’on ait f.M= SW. Or cela a toujours lieu , si d.r est constante; 

Q q q q 


é 
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car îl.2^ étant = on a c)'«.ô^= ou b.b*’.2 = b''.J^ i donc î». SK = M , 

donc est la dérivée totale de SK ; donc SK = 

De plus, pour que l’équation (4) soit satisfaite , il faut qu'on ait, en mettant 
d- > au lieu de / , 

^-K(N'b.y + O'à^.y -4- Pôî.y 4- etc. + -+- A'VÔ'+'.jk) ^ . . 

, = 91 4- Oô’.j -H 4- etc. 4- 9l,-|ô'.^. 

Mais ô étant une dérivation totale, je puis la partager en deux autres, l’une- 
ô'’qui néserapportequ’aux A"", O, /^, etc., A^_,, ATr, tout variant cependant 
dans ce» quantités, c'est-à-dire, tant x qüe y et , D’.j, etc.; 

l’autre b’*, qui n’affecte que les ^^-yt etc- qu’on voit dans (9). Ainsi 

j’aurai Ô-*. = (ô'‘. -4- ô’’.)-*. On ne confondra pas 3-'. et b'-, ci -dessus* avec 
ô’'. et b'’.* Ici le partage de la dérivation totale b est différent et les . sont 
placées plus haut. . . 

Il faut donc , en écrivant à rebours les séries de (9) , que l’expression 
(ô’i. x(A^'b’^+‘:>' 4- A^rb"'^ 4- etc. 4- Pii^-y 4- Ob’^ -1- Afb.^) ..(10) 

étant développée soit égale à 

Kr-ib'.j 4- etc. 4- + Cb’.^ -4- 9lb.jr (11) 

Il n’y a plus qu’à développer (b’>. 4-ô«’.)-' , qui devient 

y-i. b>'.b’-* -h b>’.b’-5. b3’.b’-4 4- b4’.b'-S. 4- etc., . . .(n) 

et à effectuer la miJtiplication indiquée dans (10), en observant que b’-'.b'.^ 
= b'“i._y; puis à comparer le résultat avec (11). 

Soit, par exemple, r = 4, il faut qu’on ait le développement de 

(ô’i, 4-ax’.)-iX(iJb5.^ -4- 4- A’bj.j -4- Gb^.y -4- Wiy) ...(i3) 

égal à Qb4._y 4- (*4) 

En multipliant ( n ) par Kifi.y 4- 4- etc. 4- A'b._y , on a sur-le-champ , 

_ b.ü.b3.^ -4- 'ifl.R.'ifl.y — 'ifi.R.'b.y 4- Ti^.R.y — bS.fl.b-'.jr 4- etc. 

4- Q.bî.^ b.Q.b».^ -4- b».Q.b.^ — + b4.Q.b-*.^ — etc. 

P'b'^.y -4- 'à.P^.y -4- Z^.Py — bJ./’.b-'.^y 4- etc. 

4- 01>.y — i.O.y -4- b'.O.b-*.^ — etc. 

-4- N.y 4- b.A?. b“*.^,-4- etc. 
■ Comparant présentement à (i 4) , on voit qu'il faut que les colonnes affectées 
de etc. soient zéro, ce qui a lieu si l’on a 

JV — b.O -4- ba.f — bî.Q 4- ^-R = 0; f 16) 

car le» coëfCciens des colonnes suivantes de (i5).ne sont autre chose que les 
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déri?ëes successives des coëfRciens dey. L'équation (i6) est donc la condition 
d'intégrabilité cherchée. Dans (i6) les ô marquent des dérivations totales, qu’on 
exécute en faisant tout varier et divisant par dx. 

393 . On peut aussi développer 3-'. en commençant par 3‘'., 

ce qui donne 

> 3“*. = 3-‘’. — — 3’î.3-4’. -f- 3'4.ô-5’. — etc. , 

et exécuter la multiplication en laissant les termes des séries (g) dans l'ordre 
où ils se trouvent. 

Soit, par exemple, r = 4 ; eiiP mettant f au lieu de d-*!, on trouve ainsi 


f.N.^.y —p.N 


V>.y-p.N 

34.^ H- /5.1V 

^i.y—p.N 

36.^ 4 - etc. 

-h /.O 

-p.O 

+p.o 

-p.O 

-^P-o 

— etc. 



-p.p 

+p.P 

-p.p 

-t-ctc. 




-PQ 


— etc. 



- ■ 

-h f-R 

-p.R 

-+-etc. 


Comparant avec -I- D.3’._y + H- 034.^; on voit que, pour que 

^dx soit intégrable d'elle -même, il iaut qu'on ait 

/iV = 91 , . . 

/.0—f‘.N=t), • .• 

/.P -f-.O 

/<? - f^-P ■+■ P O - p.N = Û , 

f.R — p.q H- p.p - p.O + p.N = o. 

Ainsi , puisque 9t , O , , Q , sont des dérivées différentielles qu’on a obtenues 

par la diCférentiation de on a le théorème que donfie Eux.br dans le 
tome III de son Calcul intégral, page iaS , savoir : Si ^dx est intégrable 
d’elle -même, la quantité iVdx sera aussi intégrable d'elle -même; et faisant 
O — yWdx == 0 , odx sera intégrable ; faisant P — yôdx = p , pdx sera inté- 
grable, faisant Q — /p<lx= q, qdx sera intégrable ; et fusant R — ^/<|dx 
= r ,/rdx sera zéro , si l’on lait abstraction des cqnstantes arbitraires. 

3g4. Si dx est aussi variable dans ^dx, on pourra considérer x et_^ comme 
fonctions d'une autre variable. Soit, par exemple, ^dx de l’ordre 4 > tant par 
rapport à x que par rapport à / , on aura 


54o 
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dy>’ AF’ ^ 

d.x -+- i O^.X 
clx dd.x 


d_)' ■”*” dù.^ ~ -J -r^ dd-._y 

je représente cette expression par • 



Al' 

aO'.x 

Ar 


D'i.Æ 


Ô'.t 


Ar 

tldi.x 

Ar 

dd>.jr 


Ü.X 

î>V: 


i.r = 


Ô.Z 


H- 


«d.x -t- od^.x -+- fid^.x -t- ^d'.x -f- rd’.x 

I- JVi.jr Od’^ -I- /’d^^ -t- Çd*.^ -1- Üd5.^ ; 

et, Z étant l'intégrale de ^'dx, d.Z sera de la forme 
nd.x H- cdï.x -f- pd^.j; -f- qd-i.x 
- 91d._^ -f- Cd^._y -+- t 4- Cd>._y; 

donc, pour satisfaire aux équations (3) et (4), il faut qn’on ait 
(d’*. + d‘’. )-i(rd5.x + ÿd*.x + ph^.x + od^.x + nd.x) 

= qd'.x + )#d3.x + od^.x + nd.x , 

d'* se rapportant k r , ç , p , o , n , et d'' à d.x , d^.x , d’.x , etc. ; ensuite il 
faut qu'on ait encore, comme ci-dessus , 

\d -4- d' .)“• (fld^.^ -4-1 Q(>i.y <r4- -4- Ob-.jr -4- A d^)' 

= üd i^ -4- q)d3.^ -4- cd’.^y -H 91d._)' , 
ce qui , en développant comme ci-dessus et comparant les développemens aux 
seconds membres , donne les deux équations de condition : 
n — d.o -4- Ti^.p — d^.y -|- ài.r = 0, 

AT _ Ô.O -(- d^./> _ d3.Ç -I- dt.A = o. 

On voit en général , qu'il y a autant de ces équations de condition que dans 
^ il y a de variables avec leurs dérivées différentielles. * 


395. Le principal avantage qu’offre cette manière d'employer l’échelle de , 
dérivation , consiste en ce qu’elle fait trouver sur - le - champ les conditions 
pour qu’une quantité soit une différentielle exacte d’un ordre quelconque k. 

Soit U l’intégrale de l'ordre h de /^'dx*, que je suppose être une différentielle 
exacte du même ordre k , de sorte que U ='/^r.Ax^-, on aura d.£f = d./*.^ 
donc (d'>. -4- (d's -fi d-‘.)/^; et puisque d'. et d>' [qui 

ont ici la même signification qu’au commencement du n.® Sga], indiquent des 
opérations indépendantes , il faut qu'on ait séparément 

7>'<.V = (17), et d-'.f/ =/*,d.'./^ (i8). 

L’équation (1 7) a lieu d’elle-méme si dx est constante; iàisant donc d=d’'.-l-d‘’, 

comme 
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comme vers la fin du n.° Sga ( où il ne iàut pas confondre d’> et d>’ avec d.* 
et d'>. qui ont les^ placées plus bas), il faut que 
(b''. + ù'’.)-*x(iVrù'+'-_y -i- etc. + -f- N'by) 

= -+- etc. — t- + 9JÔ.J' ; •••('9) 

car 'b'.y étant la plus haute dérivée de dans f'’, U ne pourra être que de 
l’ordre r — A , et sa plus haute dérivée de_y sera par conséquent 
Or on a sur-le-champ 

(ù’>. -f- = 

y-». _ — M±±àâ±^y.v-h-i, + etc. 

i.a t.-a.3‘' 

11 n'y a donc plus qu’à effectuer la multiplication dans (ig) et à comparer le 
produit au second membre.- . 

Soit, par exemple, r = 4 et A = 3 , il faut qu’on 'ait 

{R^Ky -+- q^i.y -4- P^^.y + Oh^.y -h m.y)x ) _ £, 3 . y -I- <>ia v 
(b’-ï. — 3ô'’.ô’-4. -I- 6ô»’.i’-5. — ioÔî’.ô’-6. -4- etc.)) 

Effectuant la multiplication dans le premier meiAbre , on a sur-le-champ 


ô^-|- 6ô’./l ^ — loô^.il 

d-‘.y-j- i5b4.il 

— Qlb5.il 

— 3Ô.Ç -)-6d^Q 

— lobî.Q 

-H i5b4.Q 

-h P . — 3<).P. 

-h id>.P 

— lobîP 

-to 

— 3b.O 

-t-6b».0 


-hJV 

— 3b.iV 


Comparant à Cd>.^ ■+■ 9ld^, on trouve que les trois conditions, pour que 
A^dx^ soit une différentielle exacte du 3.* ordre , sont 

P — 3Ô.Q -1- 6ù».il = O, •••(!) 

O — 3ô./* 6ô’.Q — - lob^.iî = O, ...(u) 

— 3d.O 6b^.P — lob^.Q -1- i5ô4.il = O. ...(ui) 

Les coëniciens de d-3.^, d-4.^, etc. contiennent les mêmes quantités que 
celui de d-'.^, et égalés à zéro, ils n’expriment aucune condition qui ne soit 
une conséquence de (j), (ii) et (ni) ; ainsi le coëlEcient de d-^.^, par exemple, 
est égal à — 3ô.(m) — 3ô». (u) — ^^.(i). 

5g6. L’usage des échelles de dérivation s’étend au calcul des variations; 
leur utilité se fait surtout sentir dans les cas compliqués de ce calcul. Obligé 
de me resserrer dans des bornes convenables, je supprime les applications 
que j’avois faites à ce sujet. 

' R r r r 
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397. Si dans la formule que nous avons trouvée pour p*-'.-(C'a) dans le 
n.® 126, on change «en — n, elle devient , • 

p — '.(C'a) = • (I) 

dr «'p-*.a 


i«'-‘p-".(«a) dr — — ^ p-».(«’a) etc. 


T — ^fle’p-».(a'-*a) — r«p~*. («'- ‘a) -i- p-».(<*'a), 

les signes supérieurs sont pour/- pair, les inférieurs pour r impair'; ici chaque 
terme étant affecté d’une dérivée divisée à indice négatif, on peut considérer 
chaque terme comme divisé par le facteur zéro , et ainsi aucun des termes ne 
disparolt, comme il en a dLsparu au n.® 3S3. 

Cette formule présente le moyen de rappeler l’intégrale y'-t-‘_ydx'-*-* à une 
expression finie d’intégrales du premier ordre, ^ étant. une fonction quelconque 
de X , et dx constante. 

En effet , il suffit de faire a =^'dx , »=x, C =«lx, n = > , P“*- = P“'- =y» 
p-*-'. = dr 1.2.3... le signe -|- répondant à r pair et le signe — à 

r impair; la formule (1) donne aussitét 

= /^+*(dx'._y'di) = (2) 

r.r— 1 


xffyàx — rx'-'fxyà.x -4- 


■ x’-*Jx^yA.x — etc. 


1.2.3. . 


■ x’^fx'-'yàix ' — rrfx’-'yAx -f- yc'ydx 


expression qui s'accorde avec ce que trouve Euleu dans le second volume de 
son Calcul intégral, page 368. 

Cette formule demeure la même si dx est variable et x , aussi bien que y , 
fonction d’une quantité quelconque t : dans ce cas on a coutume d’écrire 
fàxfyAx , fAxfàxfyàx, etc., au beu de f^yAx^ ,f^yàx^\ etc. , et notre 
formule ( 2 ) s’accorde encore avec ce que trouve Euleb , par une voie moins 
facile , dans le recueil de mémoires qui fonhe le volume ou le supplément' 
de son Calcul' intégral , Pétersbourg 1794- Voyez de formulis integralibus 
irnplicatis earumque evolutione et transformatione , pages 344 et suivantes. 

La formule (i) donne même encore 

J"*+'y + ' ■=■ * * 

^ xy*^dx® — — ^x'^y'x^'dx* ) 

/‘•f'—l l * 

— etc. H — '• — xy*x'-^dx* — rxj°xf~'yàx^ + y*x^dx* \ 
1*2 } 


n(/»-|- l)...(rt-hr— ij 


Ûigûxcj byljUU 
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598. On aura toujours des formules pour les dérivées inverses de l’ordre n, 
en prenant la formule de la dérivée directe de l’ordre quelconque n , . et en 
y changeant « en — n. Par ce moyen et celui des'^chelles de dérivation on 
parvient aisément aux théorèmes généraux 4 es dérivées inverses et à ceux du 
calcul intégral. 

En appliquant ce procédé aux formules de l’article' troisième , on en tireroit 
des théorèmes pour les dérivées inverse^ doubles , triples , etc» , pour les inté- 
grales doubles , triples , etc. , et les intégrales des quantités a'ux différentielles 
partielles. Qette matière mériteroit bien d’étre traitée à aause de son importance 
et de ses difficultés, mais nous ne pourrions nous y arrêter d’une manière utile , 
tans entrer dans des détails que le ouvrage ne sauroit comporter. 

(Ml.) 

599. On trouve dans les Mémoires de Berlin pour 177a (*) des théorèmes 
qui expriment la relation entre les différences d’un ordre quelconque et les 
différentielles , et entre les sommes et les intégrales : ils sont remarquables 
par leur simplicité et dûs à Lagrange, qui les a exposés sans démonstration; 
il a même ajouté , qu’il seroit peut-être diOicile d’en donner une démonstration 
directe et analytique. Laplace les a démontrés depuis dans divers mémoires (**). 
Comme ces -théorèmes tiennent aux dérivations , nous allons aussi en donner 
une démonstration qui nous parolt directe et ficile. Voici les théorèmes: 

Soit U une fonction quelconque de a:, ^ — Ax l’accroissement de x , et Au 
l’accroissement de u qui répond à on aura pour la différence de l’ordre 
quelèonque l 

I A'u = 

oû e est le nombre dont le logarithme naturel est l’unité/ Après avoir déve- 
loppé le second membre de cette équation suivant les puissances de 

il faudra appliquer les exposans de du à la caractéristique d , pour indiquer 
des différentielles de même ordre que les puissances, c'est-à-dire changer du' 
en d'u. 




(*) Dam i« mémoire /wr une ncuvelle esf^e de calcul relatif à la différentiation *t à t intégration des ^ 
quantités vatiablet » >94 >9>* * 

(**) Mimoiret prétenlét ^ cfc., lome Vil, P^g^* tniv. Mémoires de F Académie dtt tciencet de 

Parie» année 1777» «uiTaotti, et année 17791 P*g«< ^ luivaatei. 
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De plus, en çhangeant / en — /, et désignant par Z la somme qui répond 
k la différence marquée par A, ce qui donne A“* = 2, A~' = 2^, l'équation 
précédente subsistera to^'ours et deviendra 


A-'m = 2‘« = t e — 1 ) • 


U A-'m = 2' 

pourvu qu’aprés^avoir dévelopé le second membre de cette équation, on change 
encore (d«y en d'u et (d«)-' en d-'u ou /'u. 

400. Démonstration, i." On a par le théorème de Taylor, U étant une 
fonction quelconque de x , 

, du , I d’u I d^u ,,, , , 



Je mets à la place de 1 , à 3 ' » V » et ô.u au lieu de 

, afin que l'équation ( 1 ) se présente sous cette forme : 

Au = -f- yb’-u.^’ -t- gbt.u.^4 -t- etc. ....(a) 

Maintenant, puisque u est une fonction quelconque, on pourra mettre Au au 
lieu de *U , et l'on aura 

AAu = Cô.Au.£ -H <yô’.AtA^’ + (fî>3.Au.^î -4- »&'.Au.^4 etc (3) 

Mettant dans le secon'd membre, au lieu de Au, sa valeur (a), on trouve 
A’u = C’b’.u.^’ + CjôS.u.^4 -I- CgbS.u.^S etc. 

4- + yyb4.-u.^4 + etc. 

-f- JCd4.u.^4 -t- iydi.u.^i -h etc. 

* . -i- sCbS.u.^S -t- etc. 

• -+- etc. , 

où les coëfficiens C’ , Cy -f- yff , Si + yy -h iS, etc. sont égaux respectivement 
à e», D.(ff.ff) = D.C», p’.(C.e) = p’.C’, etc., ff éunt 

regardé comme un premier terme. ' Ainsi la série sera 

A’u = ff’ô’.u.^’ -t- D.C’.bï.u.^ + p’.f ’.ô4.u.^4 pî.Ç’.ôS.u.^S -+- etc. ; ...(4) 

ou , ce qui est la même chose , 

A’u = (fô.u.^ + yù’.u.^’ -t- ^ô3.u.^5 gù4.u.^4 -l- etc.')’ , • • - (5) 

"pourvu qu'aprés le développement on change (b.u)’ en ô’.u, (ôu)5 en b^.u, 
(bu)4 en bi.u j et généralement (b.u)'' en b*.u. 

a." 
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2* A présent, dans l'équadon (4) jé mets partout Au à la place de u, et j’ai 
4 - d.Ç^.ôî.Au.^ -I- Ç’.ff».ô 4 .Au .^'4 -h pî.f ’.ÔS.Au.^ + etc. ; ..(6) 
substituant dans le second membre au lieu de Au sa valeur ( 3 ) , on trouve 


&i.u.^4 -1- Çp».ff». 

ôS.u.^5 + 

4- yD.e> 

4- vp>.e« 

4- S€‘ 

4 - So.e^ 
. 4 - s€^ 


où les coelHciens de etc. sont évidemment égaux è , 

D. (C.f ’) = D.C* , P», (f.f •) = p*.f ^ p^. (C.ff’) = p^-f ^ , etc. , de sorte qu’on a 
A^u =» -I- d.C^.ô4.u.^ 4 -f- p».ff3.ô5.u.^5 _j_ pî.Çî.ô^.u.^®. etc. , . .( 7 ) 

ou , ce qui revient au même , 

A*u z=(£d.u.^ 4- yô'.u.^s 4- 4 - *ù 4 .u .^4 -t- etc.)*, 

si après le développement .on change (d.u)' en d'.u. 

3 .° En général, il estai.sé de voir que, quel que soit l’ordre de la différence, 
le développement de A'u aura cette forme : 

A‘u=Bd^.u.^^-i-C ^ •+• '.u.^'+ • 4- Db‘+*.u.^‘+* 4- £ô'+*.u.^^+* -|- etc. ..(8) 

Pour passer à la différence de l’ordre suivant , je mets Au à la place de u , 

et en mettant tout de suite la valeur (3) de Au au lieu de u dans le second 

membre , je trouve ... ® 

. A‘+*u = 

Cfly+*.u.^'+' 4-fQy+*.u.^*+» 4- CDy+*.u.^'+*4- CE -h etc. 

4 ~ “ 1 “ yC *yjD 4 “ etc. 

“f“ jB 4 * ^ C 4 " etc. 


et il est visible que cette série se réduit ù 

A^+ •u=ffflô^+*.u.^'+‘4-D.(f>B).ô*+*.u.£^+»H-p*.(f.fi).ô*+î.u.^^+î 

4- p*.(ff£).îl^+4.u.^*+4 4- etc. * 
Or cette série est égale à celle qu'on obtient en multipliant 
Bd‘.u.^‘ 4 - C'y+'.u.^^+’. + £fà‘+Ku.^‘+* 4 - £à'+*.u.^*+* 4- etc. 
par la série 

Cd.u.^ ■+■ yù».u.^» 4- Jd*.u.|S -i- s&4.u.^’i -i- etc., 

S s s s 
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pourvu qu’on change après la multiplication ’d.u.V.u en y+'.«, ’b^u.V.u en 
V+*.u, et en général en 3 ’’+'.M. Donc, si l’on a le développement 

en I d’une différence quelconque A'u; pour avoir la différence suivante , il 
euillt de multiplier ce développement par -t- ybKu.^* -t- -(- etc.» 

en changeant dans le produit é'.u.é'.u en ô' + '.ô. 

4.* Or on a eu ci-dessus 

’A^u — -f- -I- -|- etc.)*; 

donc on aura de cette manière , pour la différence suivante , 

A^w = -f- -f- etc. , 

donc aussi , pour la différence suivante , 

-• A*n = (CÎ>.M.| ■+■ ■+■ etc.)*, 

et ainsi de suite. Donc on a généralement, l étant un nombre entier positif 
quelconque , 

A'm = (fô.u.^ -f- -I- -i- etc.)', ....(10) 

ou bien , en remettant les valeurs de f , y. S, etc. , 


A'«=(ib.«.|-h— I à 3 4 etc.)', ..(11) 

k condition qu’on change (d.u. )' en ô'.u, en appliquant les exposans de d.u 
à la caractéristique d. 

5 .° A présent il est aisé de voir qu’on a aussi, sous la même condition, 

d.i/.; H H î— ^ — ôiu.^^-t-etc. = e^'“‘^ — 1, 

^ i.Q ^ 1.2.3 ^ 1. 2.3.4 ^ 

e étant le nombre dpnt le logarithme naturel est l’unité ; car on sait qu’on a 


e» = 1 -f- I V H V® 

1 . 2 


1 . 2.3 


1.2. J. 4 


*-4 


etc. 


Donc enfin A'« = — 1)', 

en changeant après le développement (b.n)' en d'.u. 


4 pi. Venons à la démonstration du second théorème. 

1."^ Commençons par le cas où n de positif qu’il est dans le premier théorème 
devient = — 1 ; car c’est dafis ce passage que se trouve la principale difficulté. 

Je mets au lieu de u dans la formule (2) ; A£u étant == w , la formule 
devient • 

U = -H -I- lîôî.zu.^ etc. ; ..,.(i») 

de là je tire, en divisant par intégrant par /, 'et transposant. 


» 
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s« = — etc. . ..^.(i3) 

Je prends successivement les dérivées ô. , d’. , etc. de cette équation , afin 
d’avoir les valeurs en ^ de ô.E«, etc., que je substituerai 

ensuite dans (i 3) même ; mais sans elTectuer ces substitutions , il est visible 
que par leur moyen le second membre de (i3) prendra la forme de celui de 
l’équation suivante 

SM = aô-'.M.^-> -H bb".M -f- -f- -t- etc. ; ... .(lé) 

L’équation (i3) donne aussi 


= eSM -H yd.SM.^ -f- -4- sÔ5.£m^ + etc. , . o 


d’où l’on tire 

, en multipliant par a , b^ . 


etc. 

, et prenant les dérivées 

ô., : 

etc. , 





aù-'.M.^-' 

aCSM -+- ayô.SM.^ -+- 

adù’.SM.ÿ 

+ 

agù^.SM.^^ — 4- 

etc. , 

bù*’. M 

= bffô.SM.^ -+- 

byù^.SM.f’ 

-1- 

bSÿ^.Zu.p 

etc. , 

CÔ. M. ^ 

= 

cfù^.SM.^’ 


Cyùî.SM.^ -+- 

etc. , 

bd».M.^ 

= 


-+~ 

bÇô^.vo.^ -f- 

etc. , 

etc. 

* 




etc. 


Si l’on ajoute ensemble toutes ces équations ; la série qui formera le premier 
membre de leur somme étant égale à Sm, en vertu de l’équation ( 14 ), et ^ 

pouvant être quelconque , on aura pour déterminer a , 6 , c , b , etc. , les S 

équations a^= 1 , ay.-l- bff = o, ad + by + cC= o , «g + bj cy 4 - bff= 0 , 
etc. Or a et (Tétant des premiers termes, ces équations sont af= 1 , D.(aC)=D.i, 

P’. (aC) z= P». 1 , p3. (a C) = pî. 1 , etc. La première aC = 1 , qui est l'origine 
des dérivations , donne a=C-‘, d'où l’on tire b=D.Ç-', c=p».f-‘, b=pï.Ç-*, 
et en général 'a« = p*.?~*. Donc la somme précédente devient 

SM = ff-'.ù-*.M.|-« ■+• D.Ç-'.M -+- p*.e-‘.d.M.^ pî.e->.ô>.M.^ . 

-4- etc. -+- p*+‘. e-*.ô».M.^ -f- etc. ^ 

S i cette conclusion ne paroissoit pa» évidente à tout le monde , j’observerois , ' 

qu’en supposant 

Cv + yv*+_Jv5 + sv4 + etc. ’ 

et multipliant de part et d’autre par le dénominateur , on aura , pour déter- 
miner a, b, c, b, etc., précisément les mêmes équations aC= 1 , ay4-bC=o, 

«d + by + (fic=o , etc. que ci-dessus. Or il est évident qu’ici le premier membre 
(fv -1- yv» + di^ -h sv4 -1- etc.)- ', développé , est égal à C- ' i»- ' + d.Ç- ‘ -J- p*.C- Ky 


Digitized by Google. 


DU CALCUL 


348 

-4- etc. + - 4 - etc. Donc il est évident que la valeur du coëfGcient 

de dans (ii) est aussi égale à 

Il n’est pas moins clair que l'équation ( i 3 ) peut aussi se mettre sous la forme 

ZU = (ffô.u.l - 4 - -h Sb\u.^ - 4 - etc.)-' , ( 16 ) 

pourvu qu’après le développement on change (ô.w)'’ en Ô*.» , et' (ô.u)-'’ èn 
/'.U. Donc, parla fin du numéro précédent , on a, sous la même condition , 
en remettant les valeurs de y, d,' etc., 

û-'u = £« = — 1)-'. 

2. ® On peut présentement passer de la valeur de Su i la valeur de s'«, 
d'une manière semblable à celle par laquelle nous avons passé ci* dessus de 
la série de à celle de 

£n effet , mettant Su au lieu de u dans (14), on a 

S'u = ad-'.S«' 4 ’”‘ + ^ 2 “ + + bô'.su^* + etc., 

et, substituant au lieu de zu le second membre de (14), il est visible que cette 
équation prendra la forme 

S*u = a'b-'.u.^-* - 4 - b'ô-'.u.^-'.. - 4 - t'<y.u -4- -4- etc. j -.{17) 

raisonnant de même sur cette équation (17), puisque s^u = on voit 

que s^u sera de la form'e 

s^u = a"<i-^.u .^-5 -f- b'' 3 -*.u.^-* -4- t"d-'.u.^-' -H b^ô^.u. -4- etc. 

En continuant ainsi, on voit sans peine qu’en -général s'u est de la forme 
s'u = ab-'.u.^-' - 4 - !8b-'+'.u.^-'+' + 6 ()-'+».u.^-'- 4 -> 

- 4 - etc. - 4 - Sl;b".u -4- W/+, 3 .u.^ 9 (j+»b’.u.^* -f- etc. * 

3 . ° Pour avoir s'"*" ' u , je mets dans le premier membre de (t 8) su à la place 
de U , et dans le second au lieu de u la valeur (14) de su, ce qui donne 

3 -'.u.^-' -4- Mc d-'+*.u.^-'+' -4- etc. 

• - 4 - ®b - -4- etc. 

. -4- Ca + etc. 

- 4 - etc. , 

série qui, en regardant M et a comme des premiers termes, se réduit à 
s'+'u = Ma.b-'-'.u.^-'-' -4-D.(ÎIa).ô-'.u.^-' -4- g».(M«).b-'+'.u.^-'+* 

-4- etc. -4^ p'.(Ma).b‘’.u -|- p'+‘. (Ma).ô.u.^ -4-etc. ; " 
et il est facile de voir que cette série est égale à celle qu'on obtient en multi- 
pliant le a'' membre de (tS; par celui de (14) ou par celui de (1^), qui a été 
démontré égal à ce dernier. Ainsi il est démontré que, pour passer de la valeur 

en 


s'+' u =: Ma.^“'-'.u.^-'“* -4- Mb 
-4-iBa 
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en ^ de z'u à celle de il suilit de multiplier celle-là par (Cd.u.^ -H 

yh\u.^* ■+■ -I- etc. )~‘ , pourvu qu’aprés le développement 

on change ’b~‘.uib~'.u en b-‘-'.u et ô-'.ud.'.u en ô-'+'.u , etc. 

4. '’ De là il s'ensuit que pour passer de xit à , à cause de zu=z(Cd.u.^ 

-+- -f- -t- etc.)-', on aura, en multipliant comme on vient 

de le dire, 

Z*u = -t- yd\u.^* - 4 - -+- etc.)-', 

et en passant de même de z*u à z?u , on aura • 

z?u = (Çd.K.^ yô'.u.^J -H dd^.K.^î 4- etc.)-*, 
et généralement 

z'u = (ffô.«.| -H -4- dô*.M.^* -4- etc.)-', ....(îo) 

pourvu qu’on ait soin après les développemens de changer (ô.u)’’ en "d'.u et 
(ô.o)-’' en Ô-'.M ou /'.U. 

5 . " Cette démonstration a lieu , quelles que soient les valeurs de C, 7 , d, 

etc. Dans le cas particulier où C, y, d, etc. sont 1 , ^ ^ , etc.; on 

peut mettre — 1 au lieu de -4- - 4 - -4- etc. ; donc 

dans ce cas on a , x / 

z‘it = (e — 1) , 

en changeant après le développement (d.u)' en d'.u et (d.u)-' en /'.u. Ainsi 
le second théorème est aussi démontré. 


4 oa. Nos méthodes de dérivation donnent des moyens faciles de développer 
les formules des théorèmes précédons, et même de calculer immédiatement 
un terme quelconque des développemens. * 

En effet, par les formules (10) et (ao), le coefficient de dans 

le développement de A'« est représenté par p'.ff', et celui de 
dans le déveli^pement de l'est par p'.C”'. On développera donc g'.ff' et 
p'.f-' à la manière ordinaire, pétant un premier terme; puis on substituera 

à la place de C, y, J, s, etc. leurs valeurs i , ^ , î-r — , etc. 

‘ ’i.a i.a.3i.a.3.4 

On peut même abréger ces développemens au moyen du procédé du n.° 84. 


4 o 3 . Les démonstrations précédentes , quoiqu'un peu longues, me paroissent 
être à l'abri de toute objection et ne laisser aucun nuage ; elles démontrent 
les théorèmes tels que LAonaNGB les a énoncés. 
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Mais on .peut simplifier et les démonstrations et les énoncés de ces propo- 
sitions, en les débarrassant de la condition du changement de (d.n)' en d'.u 
après les développemens. Pour cela il faut faire en sorte que les exposans 
affectent d et non d.u , et que demeurant toujours attachés à d dans les 
développemens, ils puissent toujours être considérés comme des indices. On 
y parvient en détachant l'échelle de la fonction , comme nous l'avons pratiqué 
dans ce qui précède. Cette séparation de l'échelle met plus de netteté dans les 
expressions , plus de facilité dans les calculs et fait en outre arriver facilement 
à des théorèmes bien plus étendus', comme nous allons le voir. 

404. Si l'on fait = u et Ax = ^ , on a par le théorème de Tavlor 

U Aw = « -H f'd.u H H î — 3-/353.^ ^ etc. 

et, en détachant de u les échelles , 

(1 + A)X M = (1 +^î>- + + , à 3 ^ ’ 

ou bien encore (n.° 400, 5“.) 

(» + A) X H = X U. (A) 

En retranchant u de chaque membre de la première équation , ou ce qui 
revient au même, en retranchant i de chaque échelle de (Â), on a 

A« = — i)Xu. (B) . 

A présent , voici comment on parvient très-simplement aux théorèmes du 
n." Sqg. 1° u étant une fonction quelconque , je mets Au à la place de u , et j’ai 

AAm = (c^^‘ — t )X A« = (e^^‘ — 1 — *)X u , ou = — i)^X m. 

Je mets encore Au à la place de u , et j'ai 

A*Au = — i)’A« = — »)XM, ou A^u = — i)ÎXtt, 

et ainsi de suite. Donc on a généralement 

A‘u = (e^^‘ — 1 )'x« ; • (C) 

il n'y a rien à changer après le développement. 

3.® Puisqu'on vient de voir que, pour passer de A*« à A‘+‘«, il faut 
multiplier l'échelle de — i)*Xu par i ; il s’ensuit que. pour revenir 

de A*"*"'!* à A*m , il faut diviser l’échelle de — i )*'*'' X« par 1 ; 

partant , pour revenir de A*u à A* ~ * u , il faut diviser l’échelle de — i )* x u 
par — i/, ce qui donne A^~‘u =(e^^' — i)*“^Xn. Donc, en faisant 
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Â = O , on a A-‘u = s'm = (c^^‘ — i)-'x«. (D) 


405. Les formules (G) et (D) ne sont que des cas particuliers du tliéoréme 
qui va suivre. 

Dans (i +A) x « = x u les échelles i +A et indiquent des opérations 
à faire sur u , qui sont différentes , mais dont les résultats doivent être égaux : 
il est clair qu'en faisant sur chacune de ces échelles une même opération, 
chaque échelle sera modifiée de la même manière, et qu’appliquées à u elles 
donneront encore des résultats égaux. Désignant 'donc par F une fonction ou 
opération quelconq^ie, algébrique ou transcendante; puisque i-t-A=-e^^', 
on aura Ffj + A) = Fe^^‘, partant le théorème suivant, 

F( I -I- A) X « = Fc^^' X « , • (E) 

où F n’afiecte que les échelles. 

406. Â présent, si l’on suppose que F désigne qu'il faut diminuer Féchelle 
de l'unité, puis prendre la puissance / ou — / , la formule (E) donne les deux 
théorèmes (C) et (D); et l’on voit par là que / peut même être fractionnaire 
et irrationnel. •. 

Si F désigne qu’il faut prendre le logarithme naturel , puis encore la puissance 


n ou — n de ce logarithme , la formule (E) donne 

= jlog(r -t- A)j‘'X t< , (F) 

= |log(« + A)l-’xu. • (G)' 


Ces formules expriment les différentielles et les intégrales en différencqs et 
en sommes. f ■ • 

407. 11 faut avoir soin de ne pas confondre les cas où le signe de fonction F 
affecte uniquement l'éclvelle avec ceux où il enveloppe toute la quantité ; c’est- 

à - dire que les expressions F ( 1 A) X m et F X u ne sont nullement 
synonymes des expressions F j (1 -H A)X uj et F je^^’ X« j. 

Pour le faire vpir par des exemples : soit, i.°, F le logarithme naturel; on 
aura, F n’affectant que l’échelle, loge^^' xu = ^ù. xu = n, ce qui est 
la différentielle première de u ; nmdis que , F affectant toute la quantité, on a 

.logje^^'Xuj = Iog(u -H ^<).u ■+■ -f- + etc.) 

= logM H- |d.logu -4- ^^^ii.logu -+- logu + etc. 

* 
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Soit , 2 .®, F la puissance m ; on aura j j'" x « = X«=^(x-)-m^, 

tandis que je^^’X»*}* = 

4o8. Observons à l’égard des cas ordinaires où F enveloppe toute la quantité, 
que , puisque l'on a , u étant = , 

F(i* -+- Au) = F(u - 4 - ^d.u -f- U etc.) 

= F« ^d.Fu -f- ^ï^’.Fu -t- ^î^ï.Fu etc., 
il en résulte que jj. jj. 

Fje^°x<px| = «^ xFipx; ....(H) 

cest-è-dire, qu'il est indifférent dans quel ordre on exécute sur ^x les opéra-, 

tions désignées par F et 

En mettant i A à la place de on a aussi * 

Fj(t-t-A)x<px} = e^^xFipx = (i-|-A)xF<px. ....(I) 

Ici on ne peut pas prendre une fonction quelconque f de l'échelle ou 
I -f- A, comme au n.“ 4o5. Pour le faire voir par un exemple simple; sup- 
posons qu’on mette A au lieu de i -f- A et que <px soit x et F(px = x*, alors 
(I) deviendroit (Axp = Ax’, ce qui n’a pas lieu, car ^Vx’ est = îxAx -t- (Ax>’. 
Cependant, comme ^ est une quantité quelconque* on peut dans (H) 

/nettre au lieu de m étant aussi quelconque; alors étant = i -H-A, 


on a e 


= 


(i -t- A)", et l’on trouve 


F j (i + A)" Xtpxj = e’"^^ X Fipx = ( i -4- Â)"x F^x. ... .(K) 

4og. Les théorèmes précédons peuvent être étendus aux fonctions de plusieurs 
variables indépendantes. 

Soit U = (p{x,j), Ax = ^ et A_^ = V les accroissemens de xet de_y indé- 
pendans; Am désignant l’accroissement total de u lorsque x et varient à la 
fois, désignons par A'-m et A>'u les accroissemens- de u pris en faisant varier 
X séparément et y séparément ; on a , comme on sait , 

<P(x -4- -4- u) = M -h ^ù'sM ■+■ . -f- etc. 




1.2 


2 ^oô*».ô<'.« - 4 - etc. 


-4 

1.2 


etc. 

etc.; 


et 
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et il est évident que cette formule peut s'exprimer par les échelles , de la 
manière suivante , 

X u= I * j (|<>'--4-u^-*0^-l-etc.j x u. 

Mais dans le calcul des différences on a « = m -|- A'>w -t- A>'« -f- A'*A-'u. 

£n effet, en supposant d'abord que x seul prenne son accroissement dans 
ri" ri- A'*ip(.r,_y), et, en supposant ensuite 

que ^ prenne aussi son accroissement , on trouve 

<P(x i/) = ri— u) -+■ A'"^(x, -+- u) 

= ri- A-><pf.r,j) -4- A'.(p(x,j^) -I- A’.A-'(p(.r,^). . 

Donc, en détachant les échelles, on a 

(H-A)xm = (i -f-A‘«-t- A'*-(- A*>A'‘)xu = ( 1 -I- A‘>)(» -t- A-')x U. . 
En égalant à présent les deux valeurs de ( i -|- A)u, on trouve 

( 1 -f- A'- )( 1 -t- A-> ) X J* = c^^ ’’ X U. 

Il est visible que, u étant = , on a pareillement 

• T«>” 


( 1 -f- A’>X« ri- A *.' )xu = ri- üô 


XK. 


.(L) 

.(M) 


Le théorème général‘(£) devient donc pour ce cas 

Fj(i A'>)(i -l-A’'X* ri- A-‘)l XM = >. - 1 - • -f-rô- . . .(N) 

Puisque^, u, T sont quelconques, on peut mettre m^, ny, rr au lieu de 
y, T, et le théorie (K) se généralise comme il suit : 

Fj[(i -H A'.)"(» -H A.')«(i -|-A’-'X]x<P(x,^,Oj =. (O) 

^^w|ô>.+«yô- +rTd” ^ F^(x,j,r)=[(i +A'*)"(> +A>')*(i +A..>y]X F(p(x,^',^). 
De ces théorèmes (N) et (O) on peut tirer non - seulement tous ceux que 
Lagraxcb a donnés dans son mémoire cité au n.° 399, mais encore beaucoup 
d'autres. Nous nous bornerons ici aux suivans , qui concernent les différefttielles. 

4 1 0. Soit 'u fonction de x: et de ^ seulement ( car on pourra facilement 
étendre les résultats au cas de u fonction de x,_y et r), A”* et t 3 ”*. dispa- 
roitront des échelles de la formule (N) : supposons en premier lieu que F 
désigne dans (N) qu’il faut ôter 1 de l'échelle, puis prendre la puissance 
quelconque' ±: / du reste ; on aura , A étant = A’’ - 4 - A’* -+- A'-A-' , 

(_A’’ - 4 - A'‘-(-A'’A’'yxM = A*“ = (e^^ — i/xn , •••(?) 

(a’’ -4- A’'-4-A’’A’‘)"'x M= i'ii = ,)-'x M. ... (Q) 

De ces formulés découlent les suivantes. Puisque ^ et y sont indépendans , 
^ U u u u 
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on peut faire zéro chacun séparément; alors A‘» disparolt avec ^ et A'' avec u; ' 
et l’on aura , en mettant m et n au lieu de l, 

A = (e — O > A = (e — t) : 

donc, en multipliant ces échelles entre elles, on a 

A"’A’*u = ’’ — 1 ■ — t )" X U , (R) 

= (c^ ■ — I ■ — i )“" X M. (S ) 

Ces formules expriment les difl'érences et les sommes en différentielles et 
en intégrales ; cherchons les formules inverses qui expriment les dilTérentielles 
et les intégrales en différences et en sommes de quantités à deux variables. A 
cet effet, u étant ip{'X,y) et r zéro, on supposera que dans (N), F indique 
qu'il faut prendre le logarithme naturel , puis la puissance quelconque ± / 
de ce logarithme , et la formule ( N ) donnera 

(^di,. -H „ô.i.)±'xM = |log(i -+- A*’) + l®g(‘ +A'')i*'X“- 

= {log(n-A)j±^Xu. . (T) 

Donc, puisqu’on peut faire ^ et u zéro séparément, et^ue A'> disparolt avec 
^ et A>' avec u, on a aussi 

|log(i et ü±*ô.±». = jlog(i -+-A’')|-** 

Partant , èn multipliant ces échelles entre elles , on a 

■ — jlogfi -4- A'’)l""pog(* -i- A’')j*X U , . t . . . (U) 

= llog(I-+-A••)l-"41og(‘-^-&•')|•*X“ (V) 


411 . Cette manière d'employer les échelles de dérivation iàit connoltre avec 
beaucoup de simplicité les lois des premiers développemens. Pour achever 
les développemens des échelles, il faut recourir aux méthodes de dérivation 
des trois premiers articles; et ces méthodes donneront avec facilité non- 
seulement les termes successifs de ces développemens , mais même un terme 
quelconque indépendamment des autres. 

Un seul exemple suffira. On a trouvé ^^V.u = {Iog(i -f- A)]^X m; j'aurai 
donc , par un premier développement de l'échelle |log(i + A)j', 

|Iog(i -4-A)i' = A'(i — tA -1- tA" — îA^ -j- etc. y.’ 

Je représente la série par * 

(« fA -4- yAf + Ja* + sA^ -f- etc.)*;- 
on en fera le développement réduit , comme n.” 3 1 ; puis on y remettra au 
lieu de «, C, y, etc. leurs valeurs 1 , — 7, -1- j, etc. 
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ARTICLE SEPTIÈME. 

Applications du calcul des dérivations à d'autres branches de la 

théorie des suites. 

419. Nous réunissons dans cet article différentes applications du calcul des 
dérivations , non dans la vue de traiter les matières à fond , mais dans celle 
d'indiquer des sujets d’application de nos méthodes et d'offrir des exemples 
de la manière de les employer. Les suites (*) que nous avons considérées 
jusqu’à présent sont ordonnées suivant les puissances d’une lettre ou les 
dimensions de plusieurs ; ici nous considérerons aussi des suites qui procèdent 
suivant d’autres lois. 

(I.) 


Des suites (jui procèdent suivant les cosinus ou suivant les sinus 
des multiples d'un même, angle. 

4i3. Les suites de cette forme sont d'un usage fréquent en Astronomie. 
Nos méthodes de dérivation apportent à la manière de les traiter plus de 
facilité et de perfection. ^ 

PHODiiâME. Convertir la fonction quelconque 

<fi\» Scosx y{coBxy -H J(cosx)î ■+■ etc.} ;....( 1) 
en une série qui procède suivant les cosinus des angles multiples de x , savoir : 
A -f- Bcosx -+- Ccosax -4- Dcos3i + etc. (î) 


Je fais d’abord un premier développement de la série (■ 1 ) en une série 
ordonnée suivant les puissances de cosx ; ce développement est ( n.” a 1 ) 

(pa -+- D.(p«.C 08 x -4- p^<p*.(cosx)» + pî.(pae.(cosx)* -(- etc. *..( 3) 
Je substitue à présent à la place de cosx sa valeur en exponentielles imagi- 
naires , qui est, coidme on sait, cosx -4- e étant le 


(*) II me pirolt qu’il y euroic de l'aventage k mettre use dif/éreoce entre lee ferme* «dne et 4uiu, 
qn’oo empleie indiitinetement. On pourroît appeler suit* tout BMeuiblage de termea fait luivaot dee Iota 
quelconque*, et série, l’espèce de euite* dont la* terme* a«*emblèe par lee *igne* + ou ~ ^ot ordonné* 
auirant le* puissance*, d'une lettre ou suivant le* puissance* et le* produit* de plusieurs lettres. De cette 
manière le mot tuile saroit générique, et compren<lroit non-seulement le* tériet , mais la* produita-codliniia 
de facteurs qui luitent des lois données, les îraciiona coodooes, etc., etc. 
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nombre dontlç logarithme naturel est l’unité ; et , pour Taire cette substitution 
avec plus de facilité , je fais 9 -' «*>/-• = f et t-'e-'y/-' = u, de sorte que 
COSÆ = £ + u; substituant donc dans (3), il est aisé de voir, par la régie 

du binôme et parce que d.d. = 9j?». , D.p». = 3 p\ , p*. ; etc. , 

que la série sera 

<P« -f- D.<p«.f + p3.,poe.r3 H- p'. (J -H etc. 

+ D.Çet.u -+- D.ï).(pct.tu + D.p’.<pfle.t=»< -4- D.p^ + etc. 

+ p’.<p«.K’ + p2.D.<p«.f«> -4- p’.p’.<p«.4^«’ -4-etc. 

(4) -H p3.^«.u3 - 4 - p5.i>.^i».ruî -t- etc, 

-t- p^.tpflLU* - 4 - etc. 

■ + etc. 

Mais D.p^t^oe = p’.D.<p«, D.p3.foe = p^.D.tpœ, etc. ; de plus on a, comme on 
sait cosAC = 9 *~ ' ( ‘ - 4 - c““v'->), de sorte qu’il faut ordonner la série 
( 4 ) suivant les quantités - 4 - 

, etc. , ou, ce qui revient au même, suivant 
I =. cu =. — /3«3 = tiu‘> — etc. , 

i - 4 - M = - 4 - -4- /-)„4 = etc. , 

f» + n» = flp + tu» = t>iu» - 4 - t»u‘i — . f'uî - 4 - f3«5 — etc. , • 

etc. etc. ; 

remettant ensuite à la place de t et de u leurs fleurs, on trouvera, pour la 
série cherchée , ' 

■ <p\a - 4 - Qcosx - 4 - y(cosx)» -4- J(cosa:)4 etc.} = ;..,(5) 

<P« + D.D.(p*. 9 -» - 4 - p’.p^<p«.î-4 -4- p3.p3.(p«.î-6 - 4 -p 4 .p 4 (p*. 9-8 etc. 
-4-(D.<pfl8-t-D.p’.(p».9->-4-p’.p3.^«.9-4+ p3.p4,iP(*.9'*-4-p''.p*.(pflS.9-8-4-etC.). cosx 
-4- (p».<p«. 9-‘ - 4 - D.pî.tp*. 9-5 -4- ,p’.p'*.ip*.a“* -4- p^.p*.(p«.5-7 -4- etc.). COS9X 
-4- (pï.(P«.9-« -+■ D.p't.(P(».9-< -f- p».p*.(p« a-6 -4-p3.p'’.(p«. 9-® -4- etc.).cos3x 
-4- (p4.^«. 9“® -4- D.p5.tp<». 9 -® -4- p’.p®.<PaL 9“7 -4- p®.p7.^«. 7~0 -4- etC.).COS4X 
- 4 - etc. , 

où la loi est bien facile à saisir. 

Pour exécuter les dérivations indiquées dans (3), ou pour développer 
p'.p'.(pae en général , il n’y a rien de plus simple à faire que de développer 
p'+'. cpoc par les règles des $$. U et III de l'article premier, puis de multiplier 

tout 
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• 1 . I ('•■+iX/’+a). ■ (i+iX^+5)' • 

tout le développement par -i — s-i i i, ou -i — - — ^ 5 s i; 

(r+ iXr+î). . . .(r+j) * (r+ iX'"+®)"- ••• •('’+■*) 

car p^p^<p» = x.a. 3. ...... 

_ (.+ iX» + ^) i‘+r) 

i.q. 3 r 

4i4- PaoBLiME. Convertir la fonction 

(p{« + ffsinx + y(sinx)» ^(sinx)* + etc.j i...(6) 

en une suite de cette forme : 

A ■+■ Baiax -4- Ccosax -4- Z)sin3x - 4 - £cos 4 x -t- etc. ••••( 7 ) 


La solution est pareille à celle du problème précédent. J'ai d’abord , en 
donnant un premier développement à (è), 

(p<* + D.(p«.sinx - 4 - p’.(p«.(sinx)' - 4 - p*.(p«. (sinx)* -47 etc. ...(S) 
Mais, puisque l’on a «nx = ( 94 ^ — , on fera 
(9v^— t)-* ê*'/-' = f , et ( — 9v^— 1 )~‘ = «, afin d’avoir sinx = f-4-«; 

substituant cette valeur de sinx dans (8) , développant et ordonnant de même 
qu’au numéro précédent , on aura pour (8) la même formule ( 4 ) que ci-dessus. 
Rangeant donc et assemblant les termes de ( 4 ) de même que précédemment, 
puis remettant au lieu de t et u Iburs valeurs , et observant que 
( 9 ^/ — 1 )->. {eW-i — =sinrx, et 9~'.|e'*^~’ - 4 - = cos.x, 

on trouve , 

<pj<» -4- fsinx ■+■ -/(sinx)» -4- J(sinx)* -4- etc.} = ••••( 9) 

(p» -4- D.D.<p«.9“* -4- p=.p».<p«.9-4 -f- p5.p5.^«.9-®-4-^*.p^.(p».a-8-4-etc. 
-4-(i><p«-4-D.p’.(p«.9-*-4-p’.p*.^«.9-4-4-p5.p'*.(paf.9-^-)-p4.p5.(pat.9-®-f-etc.).sinx 

— (p».iP<*.9-‘ -4- D.pî.<p«.9-5 -4- p».p'4.<P«.*-5 -4- p^.p5.(P«.9-7 -4- etC.).COS9X 

— (pî.^«.9-’ -4- D.p4.(p«.9“4 -4- p».p5.^«.9~® -4- p^.p^'-fp*.»-® -4- etc.).sin3x 
-4-(p^.Ç<*.9-® -4- D.p®.<p».9”* -4- p^p®.(p«.9-7 -4- p®.p7.(p».9-9 -4-; etC.).COS4X 
-4- (p5.^ 9-« -4- D.p®.^ 9-® -4- p^p7.(p«.9-® -4- p®^p®.(j)«. 9-‘®-4- etc.).sin5x 

— (p®.^*.?-® -4- etc.).cos 6 x — (p 7 .<p«. 9 -® -4- etc.).sin 7 x -4- etc. -4- etc., 
suite qui*ne diffère de la précédente (3), qu’en ce que les lignes successives 
sont affectées ici de 1 , sinx, — cosax, — sin3x, -4- cos 4 x, - 4 - sin5x, 

* X X X X 
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— cos 6 x, — sinyz, 4 - etc. , tandis que dans la suite (5) elles le sont de 
i,cosx, COS 9 X, cos3j-, COS 4 .T, cosix, cos 6 x, cosyx, etc. 

On développera p'.p'.Çia de même qu’au numéro précédent. 

415. Exemple. Des formules (5) et (q) on peut tirer plusieurs conséquences 

utiles. Ainsi si l'on y fait égal à l'unité d'abord le coefficient y, ensuite 
ensuite g , etc. , et qu’on fasse chaque fois tous les autres coefTiciens égaux 
à zéro , et = « , la formi^e (5) donne sur>le-chanip les formules connues : 
(cosx)’ = a-‘cosîx, 

(cosxp = 3.a-*cosx -t- a~’cos3x, 

(cosx)'i = a.3.a“S -4- 4 .'a~*cosax 4 - a~*co 84 x, 

(cosx)5 z= a.5.a-4cosx'4- 5.a-'fcos3x 4- a~4cos5x, 

et en général , n étant un nombre entier positif quelconque , on aura ' 

(cosx)” = a-”.p*.p*.« 4- 3-'‘" + ‘.jp"-t.p"+'.a.cosax4-p"“’.p*+’.«.COS4x 

4- p'-^ps-t^a. cos6x 4- etc. 4 - p*”.«.cosanx} , 
(cosx)»* + ‘ =a-”.{p*.p"+'.«.cosx4-p"r‘.p* + ».É*.cos3x4- p*“*.p"+*.«.cos5x 
4 _ p"-î.p"+4.flj.cos7x4-etc. 4-p“ + '.«.cos(an + i)xj ; 
pourvu qu'on fasse partout p".at = 1 dans l'avant -dernière, et p“-t-*.«= 1 
dans la dernière de ces formules. 

La formule (g) donnera, de la mène manière, 

(sinx)^ = a. a-* — a~'cosax, 

(sinx)5 = 3.a-*sinx — a~*sin3x, 

(sinx)'i = a;6.a-4 — 4 .a~*cosax 4- a~*cos 4 x, 

(sinx)5 = a.5.a"'4 — 5.a-4sin3x 4- a~4sin5x, 

et généralement , n étant un nombre entier positif quelconque , on aura 

(sinx)”= a-*“.p*.p".«. — a-»" + '.{ p*-‘.p»+'.«.cosax — p"-«.p* +*.<*. cos 4 X 

4- p*"*.p"+®.».cos6x — etc. qzp".«. cosa/jxj , 
(sinx)"+‘ = a-«.{p*.p*+>.«.sinx — p*-'.p»+».«.sin3x 4- p*-’p‘'+î.*.sin5x 
— p“~*.p"+4.a,.sin7x etc. it p“+'.«.sin(a« + i)x} ; 
pourvu qu’on fasse partout p”.« = 1 dans l'avant-dernière, et p" •*-'.« = 1 
dans la dernière formule. . 

• • 

4 16 . ÀL'TaB EXEMPLE. On a besoin en Astronomie de développer (1 — ffcosx)-" 
en une suite qui procède suivant les cosinus des angles multiples de x. En 


* 




Digitized by C jOOgle 



DBS sintTATlOIfS. 


35g 


faisant dans la formule (5) d.«=— et Vi St e» etc.=o, elle donne 

sur-le-champ , l’exposantm étant quelconque, fractionnaire, irrationnel, etc. , 

( 1 — fcosx)-" = 

1 -t- -f- —2 — Z .ü. ^ A ^ J gA.3-4 H a-6 ^ etc. 

1.3. 3. 1.3. 3 


1 . 3 . 1 . 3 


- T ^ 3 -« h " g^3-4 H ^ f 7 j-< -i- etc. .cosx 

1.1.3 1.3. 1.3.3 1.3.3. 1.3.3. 4 ’ 

-t-J — C-'3-> H - , -g43-» 4— — i — ^ — -I-Z'g’3.i-7_f_etC. J.C0S2X 

( l.a 1.1. 3. 3 1.3.1. 3.3.4 1.3.3.1.3...5 ) 

, e^ 3 -H T P3-4H ^ J 4 C 73 -<’-| r 'C 93 »-t-etc. .cos3x 

( 1.3.3 1.1. 3. 3. 4 1.3.1.3.3..-S * 1.3.3.1.3..6 ) 

■+■ etc. , 

où la loi elle facile à saisir. Cette manière de développer (i— Ccosxl~" me ‘ 
parolt ne rien laisser à désirer du côté de la simplicité {*). Nous pourrions 
. aisément multiplier le nombre des conséquences intéressantes que l'on peut 
tirer des théorèmes -(5) et (g). 


417 . Problème. On propose de développer 

<p{« -f- fcosx 4- ycos 3 x 4 - dco$3x 4 - SCOS 4 X 4- etc.j 
en une suite de la même forme , . . , 

A 4 - .ficosx 4 - Ccos 3 i 4- i3cos3x 4- £cos 4 x 4 - etc. •••(s) 


..(0 


Puisque l’on a cosx = 3-'e*v'~‘ -+- 3 “‘e-*v'-* et cosrx = 3 -'{e'»v^-> 
4- e-'”'/-' I , je fais = f et e-*y/-> = u , et j'aurai cosrx = 3-'(t'4-«'); 
substituant dans la fonction ( 1 ) , elle devient 


<P 


et -f- C 3 -‘f 4- Js-'fî 4- s 3 - '<4 4 - etc, 

4- Ca-'u 4 - 4- 4- s3“‘m^ 4- etc 




....(3) 


Pour faire plus commodément les dérivations , je représente cette expression 
(3) par 

A 4“ 4" 4" 4— 4“ etc. 

-t- 6 'm 4- t"«’ 4 - b"'u* 4- t'^u^ 4 - etc. J ’ 




....(4) 


(*) OA P«ut compArer cette eolution à celle qu'foLJiii a donn^ dan» m pièce lur lee inèf«iitéi de Saturne 
et de Juptnr* ceuronuée par rAcadèxnie des ecieocee de ParU en 174?» et à la nèthode de Claikact» 
Mémoire* de C Académie de Parût aimée > 7 $ 4 f luivaaiM. 
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OÙ j« considère b', t", b'", etc. comme différens de b , c, b, etc. en exécutant 
les premiers développemens , sauf à faire après ces développemens b' = b , 
— t, b"' = b, etc. Or, le- polynôme de (4) est un polynôme double, 
a y a deux dérivées, savoir d.« = b et o'.a = b', mais aucune des lettres 
b, c, b, etc. n'a de dérivée n', ni aucune des lettres b', c" , b'", etc. n'a 
de dérivée n. Sous cette restriction, on voit que la formule (4), analogue à 
celle du n.® 190, aura pour développement 

-h ffcosx -4- ycosîx -4- Jcos3x -4- etc.} = (5) 

<pa -)- -4- p».<pa.i’ -4- -1- etc. 

-4- n'.cpa.M -4- v'.D.((Xi.tu -4- i>'.p’.ipa.^»«. -4- n'.p*.(pa.rîM -4- etc. 

+ p'».(p«.M» -4- p'=‘.D.<p«.f«5 4- p'».p=.<pa./=«> + etc. 

-4- p'î.<p«.uS -4- p'*.D.(pa./u* -4- etc. 

^ -4- p’<(pa.M4 -4- etc. 

-4- etc. 

Or , puisque , d’après ce qui précède , les dérivations d' et n sont absolument 
les mêmes, mais totalement indépendantes entre elles, il est clair qu’en général 
çir.ipj — p'.ipa, et p''.p*.(pa = p'*.p'.(J)a ; ainsi on pourra ordonner le second 
membre de (5) suivant 

i, tu, tni ^ , , etc. ; 4 4- « , f “a -4- fu’ , -4- , etc. ; 

/J u>, ^u 4- ru*, r4u» 4- r»u*, etc ; r* 4-u*, <4u 4- ru4, etc. , etc. ; 
et même, à cause qu’ici tu est égal k l’unité, tu étant = e*y/-'.er*\/-' , et 
que par conséquent toutes les quantités de la première de ces suites se réduisent 
à 1 , toutes celles de la seconde à r + u , toutes celles de la troisième à r» 4- ' 

et ainsi de suite; la -série (5) s’ordonnera de cette manière suivant 1, r 4- «, 
_f. uJ J fS «3 J etc. ; et en remettant ensuite , à la place de f'+‘u'4- f'u''+* 
= r 4- U', sa valeur e'V-i = s.cosrx, on aura 

Ç)|(* 4- ffcosx 4- ycossx 4- Jcos3x 4- etc.} = (6) 

<p« 4- D'.D.Ça 4- p'».p’.<p« 4- p'*.p*.<p4 4- p'^.p^.<P« 4- etc. 

4- (n.<pa -4- n'.p^.^a 4- p'».p*.<pa 4 p'*.p'».^a -4- etc.).acosx 

4-(p’.<p« 4- D'.p*.(pa 4- p'».p'.^a 4- p'*.p*.^ -4- etc.), acosax 

4-(p^.<pa 4- »'.pi?ia*4- p'».p*.<p« 4- ’p'^.p®.^ 4- etc.). 9 cos 3x 

4-(p^.<p« 4- n'.p*.(pa 4- etc.)acos4x 4- (p*-<p« 4- n'.pfi.tpa 4- etc.Jj a.cosSx 
4- etc. 4- etc. 

Dans 


« 


Digiti?:' -- C'. 


!OoK 



DES DÈRITAÏIONS. 


Dans cette série, quoique p'"'.p".<p«=pXp".(p4, cependant p'*.p*.(p« ne sera pas 
= i — Zy i i — ! — ip*+»,<pa, comme n. 4i3 , parce qu ici p'". et p*. 

marquent des dérivations entièrement indépendantes, quoique les mêmes; 
et il n'est pas dilHcile de voir, par le n.” i33, que l'on a généralement 

p'".p».<pa = 

i D(p«.p"-».g'.a-' -t- p»<p».p«-».e».a-» + pî(p<».p’-lî.ffî.a-* + etc.) 
-+-p*-»(p«,p».C»->.a-*+»-i-p"-*(p<».D.C*->.a-*+‘+ p’(pa.C*.a-« ) ’ 
où P'". n'alTecte que (pcc et non Ç, de sorte qu'en développant encore par p", , 
on trouve pour le terme général de la série qui multiplie a cos(n— m)x dans (6), 

. p'-.p*.<pa = . ■ (7) 

DD<p«.p“-'.Cp»-'.ff.a-*-f-p’D<p<*.p"-*.C^p»“‘.C.a-*+ p5D(p«.p"Af3.p"-i.Ç.a-< 
H- Dp»(p».p--'. e. p*-».ff ». a-î ■+■ p^p^cp*. P"-». e».p*->. ff». a-4 

+ Dpî(p«.p"-'. Cp^3.e3.j-4 

4- etc 4- etc. 

-f- p"p"-»(p»ff"p».f"“».a-"+"+* 

4-p»-»p»-*(p«.D.Ç''-‘.D.ff*-*.a-"-t-^*4-p"p'‘-‘(p«.ff'"D.Ç*->.a-"+^* 

4 - p*-»p"<p*.p».ff"-».f".a'“+"+* 4 -p"''p"^«.D.C"'*'.Ç" a"“+"‘‘4-p"p"<p«Ç"+*.a"*^; 

où, dansp'.C""'.p'.Ç*-', p'.n'aflecte que Ç"“' et nullement p'.ff*-'; de sorte 
qu'il Ikut .développer séparément p'.ff"-' et p'.ff"”', puis multiplier ces déve-. 
loppemens l'un par l'autre ; les dérivées divisées de € étant y t S, sf etc. 
Ainsi on aura , par exemple , 

p'».p3.(ptt = Dixp«.y.J.a-* 4- p^D^«. ff». (f. a-3 4 - p3p»(p*.Ç».aCy.^4 

4 - Dp»(p<*.y.aC’'y.a-3 4-Dp3<p<».<y.C3.a-4 p»p3^,*.Ç5.3-5. 

418. Si l’on demande à développer 

^[<*4- Csina 4- ycosaz 4- dsin3z 4- sCOS4Z 4- j’sin5z ifCôs6z 4- etc. J 
en une série ordonnée de la même manière : 

31 4- iSsinz 4 - Êcosaz 4- CsinSz 4- ®C 0 S 4 Z 4-8sin5z 4 - fflcosGz 4- etc. ; 
la solution de ce cas se déduit facilement de celle du problème précédent, si 
l'on y met 4-z à la placé de x, désignant l'angle droit. Alors l’on a, 
comme on sait, cos(f;r 4- z) = — sinz , cos(x 4- az) = — cosaz, 
cos(ï»4- 3z) = sin3z, cos(aw 4- 4 *) = C 0 S 4 z, cos(î»4-3z) = — sin3z, 

Y y y y 
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cosf 6*) = — cos6z , etc. ; la juite C t ) , 

Ccosx -H ycosax -|- JcosS.c -t- eC 0 S 4 j; -H ^cosix -+- ifCOsGx -f- etc. } , 

devient 

(p\» — Csinz — ycosar -t- JsinSi -f- sCOS 4 z — ^sin5z — >fCOs6z -f- etc. } , 
et la suite (a) résultante du développement devient 

y 4 — Æsinz — Ccosaz -t- Z)sin3z -+- Ecos^z — Fsin 5z — Gcosôz -f- etc. 
Ainsi il sudira de changer, dans le second membre de (G), cosx, cosa.r, 
cos3x, COS4C, cos5.c, cosGx, etc., respectivement en — sinz, — cosaz, 
sin3z, COS4Z, — sin5z, — cosGz, etc., et de mettre partout dans les 
développemens des quantités dont la formule (7) représente l’expression géné- 
rale, — S, — y, — i, — I), — K, — A, etc. à la place de ff, x, A, etc. 


419. PnoDivèMB. On proQpse de développer 

-t- Csinx -H ysina,® -t- Jsin3.r « sin4X -t-^sin5x -4- etc. j . . .(8) 
en une suite qui procède suivant les sinus et cosinus des multiples de x. 


Ce problème, pour lequel on peut employer une analyse semblable à celle 
du n.° 417, n'est pas susceptible d'une solution aussi simple que les précédons. 

Puisque sinrx = ( î 4/ — 1 \ , en faisant t = 

et U = on aura sinrx = (-av/— 1)->. (t'— n’’) , tu = 1 , et la 

fonction (8) prendra cette forme ; , 




34/ — 1 

C 


t -f- 


34/—! 


f’ -4- 


.«3 


34/— l 


ay^ — 1 




m 5 


34/ — 1 


r4 


etc.i 


a 4^ — 1 


34/—^ 34/—! 

que je représente par 

-4- bfï -4- -4- etc. 

'u' - 4 - b'"u* -4- e'^M4-(-etc 


«4 *— etc. 1 


La -4“ br -4— cr* 
+ b'u + t"l 




s -(g) 


.(10) 


expression de laquelle on tire, en développent, une série double, de même 
que de la formule (4) du n.° 4^7, savoir: 

Ça -4- D.,Ça.t ■+■ p^.Ça.t^ -4- p3. <pa.f* -4- etc. • 

-4- d'.Ço.u -h p'.D.Ça.tu -f- n'.pA<p4.z=w - 4 - etc. 

-4- p'A^a.u» -4- p'Kp.Ça.tu^ -4- etc. ....(zi) 

+ p'î. <pa. -H etc. 

-4- ^tc. ; 
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mais ici, b et b', t et t", b et b"', n'étant égaux que quant à la valeur et non 
quant au signe, les dérivées n'.cpa et D.(pa, ou p’'.p'.<pa et p''.p'^a, »c sont 
plus égales , de sorte qu’on ne pourra pas réduire ( i ■ ) comme on a réduit le 
second membre de (3); mais, en mettant dans (ii) l’unité au lieu de tu^ on 
en tire • . 

<P\ee -+- Csin.r ■+■ ysinax -j- dsinSx -+- etc.} = (n) 

(p« -I- D'.o.tpa H- -J- p'î.p5.<pa -I- p'^.p^.Ç® + etc. 

-t- (D.<J>a D'.p’.(pa + p'».p3.(pa -|- p'3.pi.<pa p'4.pt.(pa -f- etc.)f 

. -+- (d'.<P« -f- p'*.D.<pa -I- p’î.p’.ipa H- p'4.p3.(p« -4- p'5.p'i.<pa -t- etc.)u 

• -+- fp’.<pa ri- D'.pî.tpa ri- p'^ pi<pa ri- p'3.p5.<ptt ri- p'*.p''(P« -t- etc.)4» 

ri- (p'’.<pari- p'î.D.tpa ri- p'^.p*.<pa -t- p'*.p5.(pa -+- ^'i.pi.<pa -i- etc.)a’ 

ri- (p^.Çia ri- D'.pt.<pa ri- p'=.p5.<pa ■+■ p'î.p'>.(pa -f- p't.pv.^a ri- etc.)t* 

ri- (p'^.tpa-t- p'4.D.<pa ri- p'5.p“.(pa ri- p'®.p’.(pa ri- p'7.p^.<pa ri- etc.)uî 

ri- etc. ri- etc. • ^ . 

Pour mettre à la place des t et u leurs valeurs en sinus et cosinus de x 
et de ses multiples , il est nécessaire de développer cette formule et de remettre 
à la place de b, b', t, c", etc. leurs valeurs (a>/— i)"*C, — (a»/— i)“'C, 
— (s»/— t )“*■/, etc.; mais, s^y faire les développemeiis 
réduits, il est aisé de voir qu’on peut se contenter des développemens en b 
et b', où l’on observera que d ne peut affecter aucun b' ni d' aucun b, et 
que p'.b"^ et p'*.b'' seront égaux à ( 2 ^/— i )-'p*.ff' et à (— 2 >/— i)“'^p*.S’'^, 
où les dérivées divisées de S seront simplement y, S, S, etc. ; et l’on aura 
ainsi pour le commencement de la formule ( 12 ), 

(p{tt ri- ffsinx ri- ysinax -f- ^sin3x -(- ssin 4 x ■+■ etc.} = ....(l3) 

<P«| -+- ddÇ«.Ç^ 2->| -t- DD(p<e.D.ff.D.C.î-» ri-'p“p'‘(pa.ff'' 2~^| -t- etc. etc. 
ri- D<p«.f.sinx| ri- DD.p<«. fo. ff. a~'cosx Dp^<pa.Câ.2-“sinx| ,-t- etc. etc. 
ri- D<p«.D.Cisinax — p=.p«.ff^.a-'cos9x| ri- DD^(*.Cp’.&a-*oosax 
ri- Dp'(p<».CD.ff^ a"’sinax — np5(p«.ffi. a-^cosax | ri- etc. etc. 
ri- D.ÿ(».p5. fi.sin3.'c — p“(p<*. D. C>. a”'cos3x — p5,pte.Cî.3-*sin 3x| 
ri- DD(pa-e'p5.C.a-'cos3x -+- np=(p«.^p’.ff 2 . a-’sin3x — np^jpæ.ffn.C^. a-5cos3x 
— Dp^<p«.ff3. 9-4sin3x| ri- etc. etc. 

ri- etc. etc. • • 

Il est aisé de pousser Ce développenjent aussi loin qu’on, voudra. 
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Bes produits de facteurs dont les premières différences sont 
• constantes, 

420. Les produits de la forme m(m — r){m — ir") (m — nr + r) ou 

m(m+r;(;n + 2r) (w»+nr— r) se présentent fréquemment dans l'Analyse; 

nous les avons rencontrés trop souvent pour fl’avoir pas désiré de les exprimer 
d'une manière abrégée, afin de simplifier les formules dans lesquelles ils entrent. 
Les signes de dérivation en offrent le moyen. Si nous n'en avons pas fait 
usage plus tôt , c’est que nous avons craint de présenter nos résultats sous des 
formes trop éloignée^ des formes ordinaires. 

yANDBRMONDE (*) et Kramp (**) , en Bssimilant'ces produits aux puLssances, 
ont été conduits à les exprimer commodément et à y remarquer plusieurs 
propriétés qu’on peut regarder comme les fondemens d’une théorie que ce 
dernier Auteur vient d’enrichir de plusieurs théorèmes, et à laquelle il a ajouté 
des recherches sur la manière d’évaluer ces produits par des séries convergentes. 

Ces produits et les coclFiciens binomiaux ont aussi mérité l’attention d'EuLSR, 
qui a donné sur ce sujet différeiH mémoires {***) , et des notations particulières 
pour les coëfficiens binomiaux. 

Sans entrer dans de tro^grands détails sur la théorie des produits dont il 
est question , notre dessein est de la ;-appeler aux dérivations tant en elle- 
tnéme que quant aux notations. Par ce moyen les expressions se lieront plus 
''étroitement aux différentielles ^ ou aux intégrales définies, et généralement 
aux formules dont ces produits tirent leur origine ; nous aurons en même 
temps des signes très-expressifs pour les coëfliciens binomiaux , et des moyens 
de rendre plus fiiciles certaines démonstrations par l’application de nos formules 
précédentes. 

421. Pour abréger nous nommerons quantité' factorielle , ou simplement 

factorielle , le produit nn^m — r){m — 2/-)(n» — 3r) {m — nr r), 

* - - 

(* ) Dans son mémoire tmr d'>t irrtuiomnelUê de difjfirrme ordrer avec une application au cercle t impriné 
penni ceux de TAcadèmie dee sciences de Paris, année première partie, pages 489 ei suivantea. 

(**) Dans le chapitre III de VAnaljrie det réfraction* a*tronomiquet et terrtttre* , Strasbourg, an VII. 

{***) Dans les ,dtta, surtout dans les tomes V'II et Vlli des nova Acta de l'Ar^démie de Péjersbourg. 
Comme cette matière est liée eux tniégrales définies^ on peut y rapporter plusieurs autres mémoires du 
même Géomètre répandus ^ns les CommeuUires dr Péiersbourg , eiiiii q«e dilféreaies parties du 1.** et 
«lu 4.* sulumee de son Calcul ioié|r«l et de ses Opuuula anafytica. 
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OU m(m+r)(wi+2^K'»+3r) (m+nr— r); nous appellerons factorielle 

J. . , „ m/m — r'(w — ar)....(m — nr+r» , . 

divisée 1 expression ^ ^ ^ — . Le premier facteur m 

s'appellera la quantité initiale ; r est la différence factorielle , et n l'indice 
ou le nombre des facteurs. 


433. Si l’on suppose o.» = f et zéro toutes les dérivées suivantes de u • 
on a , par ce ^ui précédé , 

D*.af" = = m(m — i)(m — fi)(in—3 ). . . . .(»» — n + j 

d’où il s'ensuit que , si l’on fait a = > < ? = d. i = i , on. aura 

D»i" = m(m— })(m—i)(m—3) (m—n+i), ....(i) 

pourvu qu’on ne fasse i* = i qu’après le développement. On aura pareillement 
{— ,i)*.D*t-“ = OT(m+i)(m+a)(m+3) (m+n— i), ...(a) 

£ • 

r*.D*i ' = 7n(»7»— ar)(m— 3r) (m—nr+t), (3) 

(— r)».D»i ' = m(m-i-r)(m-{-7r)(m+3r) (m-hnr—r). ...( 4) 

Ainsi, pour passer de (1) à (3), on divise dans d»i» l’exposant m par r et l’pn 

■ M . 

multiplie D*i ' par r*; pour passer de(i) à (4), on divise dans d*i* l'exposant 

• * 

mpar — r et l'on multiplie d*i~’’ par (— r)». • 

• 

Si par l’expression d*. 1 , où d'on a mis un point après le dénominateur 

— r de l'exposant , on convient d'enteodre que d. 1 , la première dérivé^ 
'de 1 , est égale à ce dénominateur pris avec le signe qui l'affecte [ o^. 1 , d^. 1 , 
etc. étant toujours zéro ] , on aura des notations fort simples. Les factorielles 

m m m 

(a) , (3) , (4I s’exprimeront respectivement par d». i , d». i , d».i ; ou bien 

parD*.i"=“*' , D».i*"'-, en mettant m:r au lieu de pour plus 

de facilité typographique ; et l’on aura 

. D».!"!'- = /■•.D*!"*' • et D».i*=-'- = (— ..;..(j) 


433 . Quant aux factorielles divisées , on a pareillement 
m(m—i)(m — >)^m — 3) (m — n-t-i) 

p'i" = 5 , 

= i.a.3.4 « 


Z Z Z ÿ 
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J.:,. _ wi {m-rXm - arX>?« - 3r) (m - nr-h r) 

= ’ 1 . a . 3 4 « ’ ' ' 

pa|»:r ■ . , ' - .. 

^ 1 • a • , 3 « r • ar . nr ^ 

ainsi les coëQIciens binomiaux s’expriment aussi très -simplement par nos 
notations. _____ 

424 - Recueillons k présent quelques propriétés des factorielles. 

Sans changer la Taleur de la factorielle on peut changer ou 

l'initiale m ou la difl'érence factorielle r. 

En elTet, puisque = i ", on a s*i“=' = s"i " ; or, numéro 

• .. Mr Mr 

M :—0 

précédent, — — -, et n"i = ; donc on a 

• - Mp 

dm - , (7) 

OÙ de m l’initiale est changée en M. 

mR ^ mR A 

: R -T* • R 

Pareillement, puisque i- = '= i , on a d*i" = ’' = d"i ; or on vient 

. mit 

• — ^ , B ■ * Ht 

. DM- = '- T' SM , 

de voir que s'i'lé'' = — — — , et s"i = — — ; donc on a aussi 

sM-‘'=-^s-.l“ , (8) 

où de r la différence est devenue R. 

4aS. Puisque la valeur d'une factorielle demeure la même si l’on écrit ses 
&cteurs dans un ordre renversé, c’est-à-dire, puisque 
7n(»»— rXm — Q7-). . . .(m— nr-Hr) = {m—nr-hr)(^m—nr-{-9r)....{m—ie)m, 
CO qui est représenté par cette équation 

dM"='- = dm (9) 

on a le moyen de changer le signe de la différence , sans changer la différence 
ni la valeur de la factorielle. 

426. Si la différence r devient = o, la Êictorielle dévient une puissance, 
et l'on a 

dm*:«- = /n* ; (10) 
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car-oM"!®- = m(m— o)(m— ■j.o)(m— 3.0). . . ; . (/n — / 1 . 0 - 4 - 0 ) m*j 

0-11 • 1 + = * 

Si , dans le quotient de DM divisé par d*. 1 , u et ('deviennent 

zéro , la valeur de ce quotient sera = — . 

En effet on a dans ce aas 

+ '•)(/' - 1 - 7 — ir)...(p^L — „r^r) 


et , en multipliant par zéro chaque facteur du'second membre , où il y a autant 
de facteurs an numérateur qu’au dénominateur, il est clair que ce second 

membre se réduit à — . . 


427. Après ces observations sur les initiales et les différences des factorielles, 
portons notre examen sur les indices. 

. TnéoaÉHE. On a pour d"+*. i"-'- ces deux expressions 


d* + M" = '- = nM" = '-XDM ("-»0 = '>, (il) 

et D" + *.-l* = f> ~ D'. 1" ='• X D®. 1 (n) 


En effet , on peut partager la factorielle proposée en différons grouppes de 
facteurs; ainsi l'on a 

D*+'. =m{m-r)(rn-<ir), . .(i»-nr+r) X (m-nr)(m-nr-r). . ,(m-nr-sr+r) 

= m(m-r)[m- 7 r). . .{m- sr+r)x{m-sr)(^rn-sr-r). . .{m-sr-nr+r), 
ce qui donne le théorème. 


428. De là on peut déduire les valeurs des factorielles lorsque l'indice de 
D devient négatif et entier , et même pour des cas d’indices fractionnaires. 
De ^12) il s’ensuit d’abord , en y faisant j ?= — /» ,. 

D°. = 0-». i" = '- XD». 


donc, puisque d°. i* = '- = i*’' 

D~*. = 


: 1 , on a 
1 

D*. 1 


> 


(i3) 


et, comme d». = n*. [formule (g)], on a aussi 

1 


D-?. l"!'- = 


D*. 1 + 


••>..(14) 
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£n déreloppant cette dernière équation , elle donne 

1 

^11.- — — .I. .1 — ^ f ™ ♦ 

(m-4-r)(mH-9/-)(w»-H3r) (to-(-w) 

La notation n-* a l'avantage qu'en la considérant comme une dérivation 
inverse de l’ordre n, elle fait trouver par sa nature même la valeur de 
n-M"='’*. Car, puisque dm*!-''- = r».n*i* = '’, on à, en changeant n èn — n, 
!■='•= r -•.n-‘ 1" c’est-à-dire qu’au lieu de multiplier par r lorsqu’on 
exécute la dérivation directe dans b. i" = '• , il faut diviser par r lorsqu’on exécute 
la dérivation inverse dans n~ ‘ , ce qui s’accorde avec ce qui a été observé 
au n." SS4 ; et, en-exécutant les dérivations inverses, on trouve 


». l"!'- = 8*. 1 ■ = 

4 + s 


8«-‘. l' 


m ■ 


i-t 


; 1 


• t-n 

8« -«. i'- 

(■/n-t-r)(wï-(-9r) 

1 


-h 3r) 

1 


(wi-t- r)(m H- ir ){ni -+- 3r). . .{rn -t- nr) 


On a donc 


1.9.3...» 


* * 

^ ^ D*l" ^ >• 


4ag. £n égalant entre eux les seconds membres de ( 1 1 ) et de ( 19 ) , on trouve 

D«. = D«. iC--»)"'- X — ; 

et si l’on change «en — », et m, r en M, ü , on a aussi 

1 )/^ lM;R. 

D'. I t ^ • ^)-^t ' 

Multipliant ensemble ces deux équations, il vient 

D". »" = '^ Xd-*. = = 

D'. = X D'. 1**: *. 


D~*. = D"*. 1 (**”'*)' *■ X 


.(15) 


D". l(*-")!' Xn“*. 


D*. 1 X D'. I ‘ 


Or, si l’on met au lieu de s (ou, comme on a coutume de s'exprimer , si 
l’on suppose que s devienne infini), il est visible, par les n.°* 496 et 49S, 

r* 


(■— — f):r, —Il (M — LR)tX. ^ 

que D*. 1 ° X D . 1 “ devient = ; donc , 


TnéoaiME. Quel que soit n, on a toujours 

» ê 

r* D®.!"»'- X Dr“. 1 


»*. I"!'- X D~». 1**‘ *• = 


ü- L i ’ 

D®. 1 (■-»') !'-XD°. 1 =*• 


..(16) 


OU 
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OÙ l'indice — de d, dans le second membre, indique que les factorielles sont 
composées d'un nombre infini de facteurs; et l'on a, en- développant, 

D". X D-». i**-*.- = (17) 

r^.m: M{m — r\M— R')Hm-—lir'){^M—lR'){in — 'ir'^M—ZR)- à rinlini 

R’.{tn-nr\AI-^nR)(tn-rir-r){^M-\-nR-R.\m-nr-'Xr\M-\-nR-iR). . . à l’infmi 
Toutes les fois que n est un nombre entier, le premier membre donnera 
une expression Gnie de l'expression en suites inGnies du second membre. 
On Voit que dans les seconds membres de (16.) n n'affecte aucun indice, 
mais qu'rl entre seulement dans les exposans de 1 ; ainsi lë développement du 
second membre de ( 1 6) se fait de même lorsque n devient une fraction ou une 
quantité irrationnelle ; donc ce second membre donne une expression en suitee 
infinies de n*. i” X n-“. , lors même que l'indice n est fractionnaire 

ou irrationnel , positif ou négatif. ^ 

Si r = i et R 1 , et si J est infini , on a ’ 


U-, -.U ^ ~ 

m. MÇm— i)(r?i— a)(iV/— 5). . à l'inGni 

{m — ny^AI-hrtXru — n— 1 )(M -t- « — 1 )(/;i — — i){M -f- n — s) ... à rinfini 
Si de plus on fait s négatif et inGni , on a ce théorème de YANbEnMONOE , 


D*l". D~* = 


‘ + . 

^ (w-n-b t)(-^f+«+ + + + + . 

(«1+ i)(d/+ i)(m + ‘j)(d/+î)(w4i3;(jV/+3). ... à l’infini ’ 

et il est facile de voir qu'en effet le .dernier membre de (1 8) est égal au dernier 
membre de (19), en multipliairt en croix ces deux expressions. 


43o. Appliquons à présent nos formules de dérivations aux -factorielles 
divisées. Ces factorielles ont des propriétés qui leur sont particulières : en 
voici quelques-unes. 

On a ■ p"i" = P"-"!"'. (i). 

La démonstration se tire des développemens. En effet on a 

m( m — i){m — i\ . . . .{m — n -i-.t) rnfm— j)(m — 9)...(/i-|-i) 

1 . 2 . 3 ..., « 1 . 2 . 3 . {m — rt) ’ 

comme on le voit en multipliant .en croix. , 

Aaaaa 
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43 i. d>i étant = — 1 , on a 

p>, _ p.-i, 

C'est un corollaire du n.° 3 1 3 , qu'on obtient en y faisant a = 1 et r = m. 

45 ». Puisque + — iMir^ si daifs la formule du n.<> 87 On fait 

a =!*<■' et a = = on a d'une manière bien simple cette proposition : 

Théqbème. P". |{" + **)!'■• = P". (!■“'•. iJ**"-) = . • ( 3) 

pii_ , M : /•. D. 1 1» : r. X P»-' . 1 ; r. p3. 1 ■ ; r. P«-J, , M : r._)_p3 . 1 m : r. X p»-S. I *t ; r. ^ etc. 


Si n est positif et entier la suite se termine , et son dernier terme est p”i*.‘''. 
On peut tirer de' ce théorème plusieurs conséquences remarquables. 

433. Si dans ( 3 ) on fait r = i et n = s + ilf « on aura 

+ Di«.p'-4-W-i -j- p^i", p^+ W-a I M _|... ç3|*, pf+M— 5 |A(, 

etc. + p"-3i“. p'+ït^-(- P"-* 1 ". p'+* i**-)-p"-' i“.p'-t-'i^4-p"t".p'i'*t J 
car p"+‘i" = O, comme on sait : donc, puisqu’on a, n.® 43o, 

p"t" = 1 , p“-'i" = D'i", p"-«i" = P’»", etc. , p"-*i" = p*i*, 
la suite précédente, écrite à rebours, donne ce théorème 

P>-f-M|a+M _ ’..... ( 4 ) 

l.p'i**-+-Dl’'. p'+' l**-+-p’i".p'+*i**-t-p 3 i*'.p'+Sl*'-f-p 4 l“.p'+ 4 i*-(-ètc. 
Cette suite est aussi égale à p"”'*"."^** p®r le n.® 43 o. (*) 


434. On )}|piontre au&si avec facilité le théorème suivant, auquel Lagkanob. 
parvint le premier (**), savoir: . 

— 7 • ^ • 3 . I- 

. ~ 1 . a . ,3 n ' ^ 

En effet, en faisant dans la formule ( 3 ) ci-dessus r=i', mz^n, cette 

formule devient 

P*i“ = p*(:*,i") = p"i» -(-•Di*.p*~* 1 ® -4- p’i'.p*-» i*-f- p3i*.p*.-3i* + etc. ; 


(*) Ce tbéo/éme «. été donné par Eolik dans le tome V, i.*« pertie des Aeta de l'.Acâdémie de 
Péiersbourgt 97* dérÎTaitoos nous y ont conduits d'one manière Tort simple. 

(**) Dans le tome V.des Mélanges de l'Académie de Turin, page 177. Evlu a'esi depuis occupé de ce 
tbéoréme dans diiïéreai endroits. Voyez les mémoires de l'Académie des scieoces de Paris, ana^ 1778, 
page &o6| et la tome des Acm de Pviersbourg , que oodi Tenons de citer. 
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et, pnisque(n.®43o)p*i» = d“i*= 1, p«-* i« = = p»f»,etc., ona 

p«i** = I -+- (dm)» -+-<p»M)» -I- (p*M)> -+- (p^i’)» -t- etc. ...‘.(6) 
Le second membre de cette équation étant égal au premier membre de (5), 
il n'y a plus qu'à démontrer que l'on a 

p*i‘« = a"p«.;("-0:<-, bu D»i« = a*D*. (7) 

On y parvient facilement au moyen de ce qui précède. En effet , en faisant 
dans (1 1) du n.® 427 r =z t , i z= n et rn = an, on.a d”i”. = ; mais 

D"i" = an(an— i’)(an — a)(an — 3) 6. 3. 4. 3. a. 1 = 

an(an — aX«n — 41...6. 4. a x(an — i)(an— 3). . .5.3. i=d*. dm ; 
or D*. = a*D*i», par la 1." des formules (5) du n.® 4aa; donc d”i*»=s 
a'.D»i*XD*.i(»"~*)!«- = D"i»*.D*t»; partant d"i” = aM>".i(” 

Si dans l'équation (4) m et Af sont fractionnaires et que n le soit dans 
l'équation (6; , puisque n> , Af et n n'entrent pas dans les indices de d des seconds 
membres de ces -équations , il s'ensuit que dans ce cas ces seconds membres 
seront .des suites infinies égales à des dérivées à indice fractionnaire. 

435. Remarquons, en passant, que, m étant entier positif, on a 
(i-+- i.x-+-i.x»-4-etc. -I- i.a^)".= (i.x* H- i.x*-* -f- etc. -4- 1 )■; 

et les -développemens des deux membres renfermeront les mêmes puissances 
de X, l'un dans l'ordre ascendant, l'autre dans l'ordre inverse; donc, puisque 
ces deux développemens doivent être égaux entre eux, quel que soit x, il foul^ 
que les coëfTiciens des mêmes puissances de x y soient égaux entre eux. Qr, 
dans la supposition den.1, p».i , etc. p'.izrt, etp' + *.i., p'+M, etc. = o, 
le coefficient de xf sera pM" dans le premier développement, et dans le 
second, il sera p*"-^. i", comme U est aisé de le voir (n.”81). Doqp on a. 
ici pr. i" = p*““r. I"., G'est une extension de la, propriété du n.*43o. 

A présent , si dans la supposition de d. 1 , p». 1 , etc. , p^ 1 = 1 , on met 
au lieu de _« et 1“ au lieu de a dans la formule du n.® 87, on trouvera, 
comme n.® 433 , que dans cette supposition on a aussi ' 

P* + — p/M— |i*-4- AT — » i • * • (8^ 

i.pM^ + n.i^-p'+M" + pM".p'-+-».i** + p3.i".p'+*.i^ -h etc., 
et, en mettant dans le n.® 87 i* et i* au lieu de oe et n, on trouvera encore, 
comme n.® 434 , qu’on a dans la supposition actuelle 

p'».t" = 1 -4 -(d.i®)» ■+■ (p».^)» -H (p*->®)“ -f- + etc (9) 
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Ainsi les propriétés observées dans les numéros cités pour les binômes , 
s’étendent aux polynômes de la forme ci-dessus. .Elles ont même encore lieu 
lorsque#!, Met n deviennent fractionnaires. Ces. propositions appartiennent 
k Eui.er : voyez le tome V, a'*' partie, des j 4 cta de l’étersbourg. Les dériva- 
tions , comme on voit , en rendent la démonstration fort simple. 

Après cette digression, revenons aux factorielles. 

456 . Si l’on met 11 ■' au lieu de « , et ir ’ ' au lieu de a , dans la formule 
du n.® 95 , D. 1 étant = /•, on en tire sur-le-champ 

D". + = (10) 

D*. -I-D 1 ’.D. H X D"-'. I »='• -f- P’ I *.D^. X D"”M »"'■ -t- 1 »;dÎ. I f: r.-y 1 f ;r. 

' -I- etc. 

Cette formule donne la conversion de la factorielle du binôme en une suite 
de factorielles de monomes : elle est aux factorielles ce que la formule ordi- 
naire du binôme est aux puissances. Nous y sommes arrivés d’une manière 
bien simple et sans induction. ’ . 

Elle suit aussi de (3 ) du n.® 432. 

467. Je, mets A/ nr au lieu de 9, et je multiplie tout par d-». !«!'•; j’ai 
D*.i(r + ^ + X = '■• = • 

D*. ! r- X D“". 1** = -4- Dl*. D. 1 ? = X D"->. X D“*. '• 

p’i'.D». !?='• X D"-*. 1 (‘'^+"')!'-x D-*. -t- etc. 

Mais on a d"-*. i(*' + "0>'’ x D-». i":'- = 0-*. c’est ce qui résulte de 

(11) du n.® 427 si l’on y met ~ n, n — k, Af au lieu de « , s et m. Ainsi 
la formule qu’on vient, de trouver , se réduit à celle du théorème suivant 
de Vakdermonub , important dans la théorie des factorielles, parce qu’il • 
sert à les lier aux , intégrales définies. , . • . 

TlléOHÈME. D". 1 + X D“*. 1*^1 '• = , ,....(ii) 

1 -h Dt».D.lf = ' XD-’.l" = '--f-p!l«.D^.ir>'^ XJ)-*.l*'-''-f-p 3 l*.D 3 .lfi'-XD-î 

-I- etc. 

’. Puisque «, />, M n’entrent pas dans les indices du second membre, celui-ci 
donnera la valeur de x quels que soient n, p et M, 

entiers, fractionnaires, irrationnels, positifs ou négatifs. 

En comparant avec (16) et {17) du n.® 429, où l’on fera ü = r, et m = 

P H- M -+■ nr, on aura deux expressions do 1a même quantité factorielle 

D*. 
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D*. i**"- l’une par une suite, l’autre parle quotient de deux facto- 

rielles qui se continuent à l’infini ; ce qui donne le moyen de convertir des 
suites finies ou infinies en produits continus. 

On peut modifier la forme de ce théorème de différentes manières ; on 

peut’, par exemple, changer d-*. en ^^it + nry.r. et alors 

D*. I (/ + St + «' ) ! >■• 

la suite donnera la valeur de nr-r — w ' <>*> peut exécuter la même 

chose sur ( 16) du n.” 429. 

' Si dans (1 1) du n.” précédent on change entre eux n et ^ : r , le second 
membre demeure le même ; donc on a 

ce qui donne une transformation d'indices assez remarquable. 

Du n.” 4^7 on peut aussi déduire la formule 

D*. = 

= D*. 1" = '• ’ 

en égalant entre eux les seconds membres de ( 1 1 ) et de ( 1 9 ). La formule 
du n.* 431 n’est qu’un cas particulier de celle • ci ; on 'l’obtient en fiiisant 
r= — 1, mzz — ï, s=m—i. 

Ces formules donnent le moyen d’avoir les valeurs des premiers membres, 
lorsque l’indice n est fractionnaire, pourvu que dans la première p : r soit 
un nombre entier et que s le soit dans la seconde. 

• *• ■ ■ ■— 

43 g. Quoique les applications qu’on peut faire de cette théorie des facto- 
rielles soient ce qu’elle présente de plus intéressant, je n3j>ourrai m'en occuper 
que pour en donner une idée. 

Soit proposé de ramener aux factorielles l’intégrale —i'j'dx, 

étendue depuis x = p jusqu’à x = 1. 

Je développe (1— x')*, et l'expression précédente devient 

rmfx'”-'{i—m*.x' -t- p’i'.x"' — pîM.xS' -+- etc.|dx, 

ou bien 

rm/x'“‘~'dx — oi*,rm/x'"'^'~'dx f‘*i*.rm/x'" + *'-^‘dx 

— p*»".rm/x'*’ + *''”'dx H- etc.; 

en exécutant l’intégration , on trouve 

x'"— Dt». — — — x«‘+' -i- p’i*. — ^ — x^+s' — p^i». — a/" + 3 '-!- etc. 

• B b b b b 
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Cette intégrale, étendue depuis æ == o jusqu'à x = i , se réduit i 

m m , m 

1 — DI". p’i*. p*l*. r-:r -i- etc. • 

C . m - 1 . a , c 




/» + 1 = • m + a 

Or cette expression est évidemment égale i 

J + etC. . . .(l3) 

Comparant à la formule (i i) en y faisant r = i, p=z — m,M=irn, elle donne 
pour la série (i3) l’expression et la formule (19) du n.® 459 donnera 

pour cette expression une fraction de factorielles d'un nombre itiHni de 
làcteurs. Ainsi 

l — x')’Jx, [depuis x = o jusqu'à x ï= 1 ] = . . .(14) 

I i)3(fn-l-«-4-Q)3(/w-4-/i-4-3)4(m-(-«-f-4).- 

I* srs 




(«+iX"».+ ‘X"+«X"»+sX'*+ 3X"»+3X"+4 )('w+ 4). 


4^0. Voici un exemple où l'indice n de o est une fraction. 

Soit I le rayon du cercle, x l'abscisse comptée du centre; on sait que la 
surface est =y(t — x’)'îrfx; et en prenant l’intégrale de x = o jusqu'à x = 1 , 
cette intégrale est égale au quart de la surface du cercle ; je désigne ce quart 
par Comparant /)[i—x»)î</x avec r77iy'x''"-‘(i—x'’)*<ia:, onar = 9, 
ti = ï, rm — 1 =0, donc m — mettant ces valeurs dans ( 1 3 ) et (14), 

10.10. IQ . 19 . . . . 


on trouve 


i i ' i 

1 - a ■ ï a • Il ^ 

9 . 4 . 4 . 6 . 6 . 8 

•i* — • 

3 . 3 . 3 . 3 . 7.7 

ce qui est l’expression connue de Wallis. 

A cause que, n.® 497, d 

1* = d"m 

on a aussi 


= 

j d’ 1 • ! , et D* 1 


= d”*i*.d'i* 


i3. 


ou D*l* = d”"!* , 


jr étant la surface du cercle dont le rayon = 1. 

• Je ne m’étendrai pas davantage : je n’ai voulu qu’indiquer Fusage qu’on 
peut faire des dérivées à indice fractionnaire et reveiller par là l'attention sur 
les différentielles à indice fractionnaire, sujet qui a été peu cultivé jusqu’à 
présent, i*) 


(•) On trouve tur lei di/T^reniiellet à indice fractionnitre une remerque de Lsianii à la fin de u lettre 

-à JtAïf BsnztooLU, du s8 décembre Comm«rc«u 0 i e^âro//c«m , tome i.«r, pa^e t<»7, et une remarque 

d’Evi.ra dam le tome Vdetanctcoi Commeoiaires dePéMraboni^s pa^56; c'eit à>ptu*pré< tont ce que 
}e connoia aur cette maûAce. • 
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(III) 

De la méthode direùte et inverse des différences , et de la transfor- 
mation, sommation et interpolation des suites. 

• 

44 >• On peut apponer de grandes simplifications à la méthode des diffé- 
rences par la séparation des échelles et par l’application des formules dé ' 
dérivation. Nous allons le faire voir succinctement , et montrer qu’on obtient 
ainsi avec la plus grande facilité les théorèmes généraux de cette méthode , 
et . que ces moyens sont très-propres à l’enrichir et à l’étendre à de nouvelles 
recherches. 

44!>- Commençons par fixer la signification d’une notation qui nous devient 
nécessaire. 

U ou (px étant une fonction quelconque de as, on a coutume de désigner * 
par a", w'% etc. uW, ou par a('), u(0, aP), etc. , a(*J, les valeurs ou les 
états successif de a ou de <px, lorsque x y devient successivement x -f- Ax, 

X üAa:, X -H -3Ax , etc. , x -I- a Ax,et même les états successifs de a lorsque 
X varie par des accroissemens quelconqnes'inégaux entre eux. On désigne aussi 
ces états successifs de a par des indices inférieurs, de cette manière : a, a,, 
Uni «nii etc., a,*, ou de celle-ci : a, a,, a<, as, etc, a.; et les états 
antérieurs à l’état primitif a sont alors indiqués para-,, a_„, a_,„, etc. a_,, 
ou bien par a_,*, u_i, a_$, etc., a_,., etc. Nous emplolrons ces notations ; 
mais nous désignerons plus souvent ces États successifs par Ea, E^u^^u, 
etc., E'a, etc. ; de sorte que Ea=a, , E’a = a», etc., E"a = a,, E~"adtf/^,, 
E”a = a ; et si x croit uniformément, on aura E°<px= <px, Etpx=ip(x-|-Ax), 
E’ipx = (p(i-haAx), etc., E"(p'x = (p(x -H nAi), E~'<pi=(<px — Ax), E~*^ 

= ^(x — sAi), etc., E-*«px = <p(x — tiAx). On peut désigner de même les 
valeurs successives de la variable x, par E"x, Ex, £'^x, eta , E'x. 

En se servant ainsi de la caractéristique E, on a l’avantage. de pouvoir 
la séparer des quantités qu’elle affecte , et la faire entrer dans les échelles 
détachées des fonctions. 

443 . Soit que X croisse uniformément ou non, on a E(px = <p(x -f- Ax) 

= (px -h A<Px; donc, en détqphont les échelles, on a 

£ — — X Al ^ — £ — - 1 1 ^ . -. . . .(1) 
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£■ = E-” = (n-A)-", 

A- = (E — 1)-, A-* = r" = (E- 1)- 

Si A* = ^ est constante , on a (n.® 404) E = = 


«A*‘^; et si l’on (ait 


dx = Ax (n.® 332) , onauraE = e'*; donc, si A x est constante , on a 

- d = Ax. b = logE = log(i -t- A), (9) 

c'est-à-dire que la difTérëntielle est alors égale au logarithme de l'état rarié^ 
et l’on a d» = (logE)». 

444. Si l'on a la fonction (p(x,^) de deux rariables x et^, ces variables 
étant indépendantes, ou l'une et l'autre fonction d'une même variable t, on 
désignera par e’'« l’état varié de <P(x,_y) lorsque x seul y a varié de Ax; par 
E’’ l’état varié de <p{x,j) lorsque seul y a augmenté de Ay ; et par E l'état 
varié de la fonction lorsque x et^ y sont devenus à la fois x Ax , et^ -|- 
de sorte que • 

E>.^(x,_y) = <p(x -t- Ax,_y), E>' <p(x,_y) = (p(x,j' A_y) , 

E^(x,^) = <p(x+Ax,^ + A^) = E'-E*'(p(x,j^) ; 
et en détachant les échelles , on a 

£'• = 1 -+-A’., et E-* = i-t-A-', 

E = 1 -I- A = (1 -)-A'>)(i -t-A'') = E'-E-'. ^ ' 

Puisque A = A'* -i- A'* -I- A'- A-' =A'--f- A<‘(i -I- A'.) = A«' ■+■ A'*(i 4 - A*'), 
il 4'ensuit que 

A = A'« -f- A>'E'«, ou A = A-' -+■ A'-e-' ; (4) 

et«^ appliquant l’une de ces équations à échelles à ^(x,_y), on a 
A<p(x,j) = A'-<p(x,_y) -+- A-'<p(x 
On tire aussi dos équations (4) V 

A* = (A'- -+- A.'E'*)"-, A" = (A-> -+- A'.&')*, 

2" = A-" = (A'* -h A-‘E!.)-», s» = (A-‘ -f- A'-E-')-«. 

Les équations (4) sont très-importantes; elles rapprochent le calcul des diffé- 
rences de celui des dÜTérentiellés. 

Soit U = z) , les variables x,jr, et 2 étant indépendantes ou 

chacune fonction d'une même variable r; si l'on désigne encore par E»' l’é.tat 
varié de u lorsque z y est devenu z -4- Az, on aura pareillement 
E‘> = 1-4- A't , Ê’* = 1 -t- A*i ,• É"! =1-4- A-*' , 

* K = £'*£•’£••' = (i -4- A'.)(i 4- A-*)(i - 4 - A-.‘). ^ ^ 

De 
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De U on tire E = (1 4 - A'» 4- A>‘E'«)(» -1- A»*) = i -4- A*- -4- A-»E'* 
-f- A"* E‘» -f- A>' A“' E'* ; donc , en' dtant l’unité de part et d’autre , 

A = A'* -+- A'*E>- 4- A-'E*'E»> ; ( 6 ) 


et , comme A*>, A>* , A»' entrent de la même manière dans A, on a aussi 
A = A>* 4- A'-E>‘ 4 - A*.> £'•£■' , A = A-' 4- A*-E«‘ 4 - A.'E”>E'«. 

On troureroit des formules pareilles pour quatre variables , et ainsi de suite. 


On peut k présent prendre uile fonction quelconque f des échelles 
dans les équations précédentes , et l’on aura 

fEX(p* = f(t 4- A)x<px, •••(«) 

f E X <p (x ,^) = f(E>. E-* ) X <p (x , = f { ( l 4 - A'.) ( I 4 - A.»)] X (p (x , ... (SS) 

fAx<P(x,j^) = f(A'. 4 -A.>E* 0 X<p(x,jr), . . . ((£) 

fEX(p(x,_y, s) = f(E‘"E-‘E-«)x(p(x,_;',s) = • 
f[(i4-A'0(l 4 -A.«)(t 4 -A-.')]x<p(x^^,s), 
fAx<p(x,j^,s) = f(A'. 4 -A*>E‘- 4 -A»‘E.‘E< 0 x<P(x,^,s). ...(C) 

Ces théorèmes, dont on pourroit augmenter le nombre, sont vrais, que 
les variables x , ^ et z croissent uniformément ou non uniformément ; et 
sous ce rapport ils sont plus généraux que leurs analogues (£) et (N) des 
n.°* 405 et 40g. On développera séparément les échelles , en observant que 
f n’affecte quelles et jamais les fonctions séparées par le signe x ; puis on 
multipliera par les fonctions. On observera aussi que A>'E<-x^x,^), par 
exemple, = A-*^(x 4- Ai,^) s= A*>ui^, si u = ^(x,_y); que A'*E''E''x« 
= A>»m,^. 


446. Donnons quelques développemens résultant des équations précédentes. 
On a, n.® 443, E*X« = (» 4 -A)»Xu, u étant = en développant 
l'échelle du second membre , on trouve • 


. n(n— 1) . 

E’u = ( 1 4 - «A 4 ^ — A» 

ce qui donne 

. nf«— 1) .. 

U, =■ U 4- «Au H — A’i* 


nfrt— iX« — 9) 
1 . 9.3 

n(n— iXn— 9) 


Aî 4- etc.)XM, 


A% 4 - etc, I • • (7) 


1.9 1.9.3 

Cette formule se termine si n est un nombre entier positif; si n est fraction» 
noire , elle ne se termine plus , et alors on s’en sert pour les interpolations. 

Ccccc 
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En procédant de même â l'égard de la formule E~*X« = (I -f- A)-:*x«, 
et en employant noa notations de factoriellea, on a ■ 

= U -I- di~*.A« -+■ -t- etc. . . .(8) 

447. La formule A*« = {E— i)"xu donne 

n(n— i) nfra— iVn— 9) , 

A“« — E"u — nE»“'u -I- — ^ E"~*« : 7— ^ E’-^u -+- etc. : ...(q) 

t . 9 1 . 9 . J » 

c'est la formule connue pour exprimer la diflérence d’un ordre quelconque 

par les états variés de la fonction. 

Si l’on fait n négatif, on a A-*« =(E— i)-'»x«; partaïit 

7t(/t+ i)iH + 9) 

= Z-"u -H n E-^'u H ' - E-^’u H i— — Z__i E-*-*u-+-etc. ..(10) 

1.9 1 . 9 . J ' ' 

C’est l'intégrale de l’ordre n en états variés de u qui précèdent l’état initial u. 
Si l’on fait n = i et Ax constante , cette formule devient 

Z<!>x = (p(x— Ax) -I- (p{x— 9 Ax) -4- <p(x — 3A_x) etc. ...(n) 
Nous ne dirons rien sur la manière de compléter les intégrales aux diffé- 
rences; on sait qu'il faut ajouter une constante arbitraire 4 chaque intégration, 
et que cette constante peut même être regardée en général comme une fonction 
arbitraire, continue ou discontinue; par exemple, si Ax est constante et = a, 

il faut ajouter à E®* la fonction arbitraire -v|/(sin-^^ , cos.^), jr étant le 

U U 

rapport de la circonférence au rayon. (*) 

Si dans les formules ci-dessus on écrit (— i)"(i — E)* au lieu de (E— i)* , et 
qu’on commence le développement par 1 ; on aura ces deux autres formules ; 

A‘u = (-l)'|u-nÉ» -4- — — ^ - "~*^^”~°^ E^u-l-etC.| .. .(19) 

E-it = ( - 1 ) - * { « + « E « -4- ^ E»u -t- ” ^ ^ E^u -4- etc. } . ..(t3) 

Ainsi l’on a, en faisant n =z 1 et Ax constante , 

2:(px=— {^)x-4- <Pfx + Ax) (p(x + 9Ax) -|-(p(x-f-3Ax)-4-etc.}^ • • •(>4) 

La sorte de paradoxe que présentent les deux valeurs (11) et ^4) de 
comparées entre elles , n’est pas difficile à résoudre ; ainsi je ne m’y arrêterai 
point. 


(*) Ott peut foir tur It maxtiér* de compl^i«r ces fortei d'im^gralei un mémoire d'Evum dam le tomeUI 
des nouveaux Commeniairea de Pëtersbourg, intitulé </e Jê/frminathne renêr«/n ; LAeLAca. Mémoirm 
présentés, etc* , tome VII • page 7S ; un mémoire de Monox tur U9 Jomthtu aH>krair»a rmtrrnt Janj 
U» mtégrüUt «ux différences finies • Mémoires préseotés, tome IX. 
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Si l'on fait ûx = i , dans le cas de x entier , U formule (i i) devient 


S(px = (jj) 

^(x-i)-f-<p(x-*a) (pfx-3)-t-etc. -l-(p(0 -f- <p(o) -t- <p(- i)-l-^(-î)-)-etc. 
Si donc on suppose que x soit le quantième du terme d’une suite, ^x son 
terme général; et si l’on suppose que la suite ne se. continue pas au -delà de 
^(o), qui répond au quantième zéro, (p(o) étant une constante; où si l’on 
fait (p(o) H- <p(—i) -1- <p(—3) H- etc. égale à la constante — C, on aura 
l’expression 

S<px -h C = ^(x— a) -4- ^(x— 3) + etc. (p(i); ...(i6) 

c’est la somme des termes de la suite depuis celui qui répond au quantième i 
jusqu’à celui qui répond au quantième x — i inclusivement. Si l’on veut que le 
terme <px qui répond au quantième x soit compris dans la somme, comme cela 
se pratique dans la sommation des suites, on aura Z(p(x + ■) + C égale à 
cette somme ; et l'on déterminera C par la condition que tout doit s’évanouir 
quand on fait x = o. On voit par là que £E^x C = -4- 2<Px -4- C. 

On a A'E'u = (E— i;"E'Xu; donc 

A'Ur = £*■♦■''« — /»E"4 -'’-*u -J- — LLE«4-'-tu _ etc. , ...(17) 

et , en changeant n en — /» , 

n(rt + i) , 

Z*Ur = E'-»i* -4- «£'-■-'« H i — — — E'-*"*u -4- etc. ...(18) 

i . a 

Remarquons en passant que la séparation des échelles, comme nous la 
pratiquons , présente un procédé plus simple et en même temps plus sùr que 
celui qui consiste à considérer les indices o, 1 a , etc. de A"u, A'u, A’u, 
etc. , et ceux des états successifs u(°), u('), u(0, etc. comme des exposans de 
puissances dans les développemens , et échanger, après les développemena 
réduits, ces exposans en indices; car on pourroit se tromper sur le moment 
où le changement doit se faire. Ainsi il est arrivé (*) qu’en suivant ce dernier 
procédé pour le développement de A-*u = («(•) — u(®))->, on a eu 


A~ ' U = U- ‘ - 4 - «“* -4- -4- etc. , qu’on a fait =, 


I I 1 

—7* H — I r - 

U* U-' 

puis , en convertissant les exposans de u en indices , on en a conclu 
1 I I 

wt') u(*) uW 


• etc. ; 


Zu = 


- 4 - etc. = 


n+A« n+aAu+A»w i/+3Au + 3A’«+a5« 


etc. 


<*) MAmoiret de rAcâdémie de Turio, pour 1786 01 1787, page 
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résultat erronné. H fiüloit âûre 1a conrenion des ezposana en indioes dans 
l’expression u~‘ -f- »-* t 4 - etc . , et l’on aurait eu = u(-') ■+• uC~*) 

-f. u(-S) •+■ etc. , ce qui est rrai. Par la séparation de* l’échelle on a 
A->u=(E— i)-‘Xu, et, en dérdoppant, A-*i*= (E-‘-+-E-»-t-E-* + etc.)Xu 

= (- — I î h r?r-F- etc.lxu; mais, comnteil faut exécuter une multi- 

' E E’ E* 

U U U 

plication par u, on aura A-*u = — -f- -p- -f- etc. = E“'w-+- E-*i* 

-h E-’u -H etc. , et non A- ' u= -pj- ■+- -+■ •+■ etc. ; car , pour arriTer 

à ce dernier résultat , il faudroit qu’on eût A diviser chaque tenue par u. 


'448. Quelle que soit Ax, on demande la valeur de la suite 
« -t- «, + «, -t- «5 - 4 - etc. + U, = U -f- Eu -+- E’u -+- E^u etc. -1- E*u 
en différences Au , A>u, etc.; u étant une fonction quelponque de x. 

£n détachant l’échelle, la suite proposée prend cette forme 


i l ) 

-j—p-î Xu. 

Or, en mettant i + A au lieu de E, ce second membre devient 

( 1— (i+A)*+' ) ,, . (u+i)/» (u+iWn-i) 

I jxu = j(«4-.)+ \~ ^ 3^ A»+etc.}xu. 

Donc , w étant = (px , on a pour la suite de n + 1 états sucGeasi& de u , 

u -4- u, -+- u, - 4 - U5 -I- etc. -4- u, = (19) 

(„+.)» 4. l”±L)f-Au + (»+0”("-0 a»u 

1, .3 1.3.3 1.3. 3 . 4 


etc. 


Si la suite u 

= ( 


+ Eu + E’u + etc. ne se termine pas , sa somme sera 
)xu = ~ — A-*u = — ju. 


i-E 


Puisque la suite u-|-Eu-4-E’u-4- etc. -4- E*u représente en général 
une* suite quelconque terminée , u étant une fonction qui en donne un terme 
quelconque; la formule (19) sert à trouver les sommes des suites au moyen 
des différences de u : elle se termine d'elle-méme si n est entier poshif. 

Pour donner un exemple , supposons qu’on demande la somme des cubes 
* 3 , (jc+r) 3 , (i+3r)î, (i+ 3 r) 3 , etc. (x+/ir) 3 . Dans ce cas u = x*, Ax = r, 
Au = 3 x’r + 3 xr“ - 4 - r* , A’u =: 6xr> -|- 6 r 3 , A3u = 6#^ , A 4 u , A*ii, A®« , 
•te. = o ; de sorte que la somme cherchée sera, par la formule (19) , 

{n + i)xS 
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(«+t)ï* 


(n+l)n(n-l) 
1 . 9.3 ' 


(n + i)«(«-i)(/i- 9 ) 
1 . 9 . 3 . 4 


Comptrez la suite (ig) avec la formule (7) ci-dessus, n.” 446. 

449. On aura de la même manière 

U — Am -4- A’« — Aîf* -f- etc. ± A'u = 


/ X (n-H «)«(/»— l) (n-H l)n(n— iV« — 9) , 

(nH-l)u — -i i- Eu -h ^ , '■ E^u — ^ ^ ■ — 5-^!^ -E^u 

' ' 1.9 1 . 9.3 1.9. 3.4 

-H etc. ± (ra- 4 -i)E"u E*+'u, 

les signes supérieurs étant pour n pair et les inférieurs pour n impair. 

£n effet , en détachant l'échelle , le premier membre peut être mis sous la 

i l — A • ) 

i -f X U ; or , en mettant au lieu de — A sa valeur 1 — E, 

1 -h A ) ’ ’ 

cette expression devient |-î — ^ xu, qu’il suiEt de développer pour 
avoir le théorème (90). 

Si on prend la différence , non en soustrayant l'état proposé u de l’état varié 
U, , mais l'état varié u, de l’état proposé , et qu’on désigne cette différence par 
,Au, on aura ,Au = u — Eu, , A>u = u — 9 Eu + E’u, ,A^u = u — 3 Eu 
-4- 3 E’u E*u , etc. , ,A = — A , et généralement ,A* = (i — E)» = (— A)* 
= (— i)*A* : de sorte que le second membre de (90) est aussi égal à la suite . 
u -+- ,Au -+- ,A’u.-H lA^u -t- etc. -I- »A»u. 

On trouve pareillement > 

u — zu -t- 2’u — - 4 - etc. ± Z'u = (91) 

(n -f- i)u + -i Eu ■+. ' ^ — 5—' E’u H ^ ■ E^u -4- etc. 

1.9 1 . 9.3 1.9. 3 . 4 

£n effet , en détachant l’échelle , le premier membre peut prendre la forme 

( i-(-A-')*+‘ ) . (A+(-A)-") (E-i -t-(i-E)-") 

j' ;-4-A-- S^“» ‘l'** devient j jxu=j ^ jxu; 

et, en développant , on a le théorème (91). La série se termine avec le terme 
affecté de E'u, si l'on suppose E'u un dernier terme. 

45 o. On trouve aussi bien simplement , au moyeu de nos notations , les 
règles pour prendre la différence et l’intégrale-somme d’un ordre quelconque 
des quantités factorielles , comme en va le voir. 
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Soit Ax constante et = r, en exprimant par pM'î'-, n,» 4a3 , la iàctoriella 

. , x(x — r)(i— ar) (x — nr+r) 

divisée — i ^ ^ — , on aura 

ApM*>'- = ; .^...(aa) 

car P". !* = '• = l»:r. _ .îiL p»-I. i»:r. — rp*->.l*:'- = 

p«.i(» + ')!'' — rp«-M»!'. Donc pM(»+')î'* — p». i»'' •= rp«-», 

Or le premier membre de cette dernière équation est = Ap*. i*-"'- , si x varie 
der par rapport à A et i de r par rapport A d; ce qui donne le théorème (a a). 
De plus, ûi’p'. »*’'• = rAp»-'. i»*'- = r=p"“*. !»='•, partant 

A"p*. !'='• = r“p*—. i*''-. (î 3 ) 

En multipliant par i . a . 3 n, il vient 

A"dM*s'- = !*!'•; (a4) 

et si dans cette équation on change m en — m , on a * 

.....(a 5 ) 

ou bien (n.*4a8) £“dM»î'- =— ° ^ 

' ' (n-+- 1 )(n-)-a)(n-(- 3 ) 

Si dans (04) et (aS) on fait n négatif, on a aussi 

A*d-«. !*='• = (a6) 

(a?) 

Ces deux dernières formules contiennent les règles pour prendre les différences 

et les intégrales des quantités de la forme î — s . 

“ (x-l-rXx-+-a/X*-t- 3 r;...(x-t-n/-) 

Pour ne pas avoir dans les factorielles de différences négatives, de l’espèce 

de celles dont noiis avons parlé au n." 449, et que nous avons désignées par 

,A; il ne faut jamais faire r négatif dans les notations par lesquelles nous 

représentons les factorielles. Si donc on a la factorielle x(x+rXx+ ar^x-f-Sr) 

(x H- «r — r), on ne la représentera pas par d». mais par 

; et l’on aura, comme précédemment, 

Ad».i<*+*'- 0 =' = nn>»-'.i(»+»'- 0 !'- = 

/ir(x-t- rXx ar^x 3 r). . . ,(x -4- nr— r) ; 

ce qui est en effet la différence de x(x ■+■ r)(x + ar) . . , . (x -+- nr— r), que l’on 

obtient en mettant x + r au lieu de x et en soustrayant l’état proposé de 

l’état varié. On aura aussi 

+ l(»+»r-r):». 
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Si 1 on fait H négatif, D-*. !(»-•«)='• étant = — -i— ; — =- i , 

(n.° 498); on aura pour les quantités de cette dernière fotme 
. » o±-i-«,r±« 

A •- - .im — ~^»^m . fjt î /- ' • ••a..(î9) 




Les signes supérieurs et inférieurs vont ensemble dans les deux membres de 
chacune de ces équations («S) et (ag). 


45 1. -Voici quelques intégrales • sommes qu’on trowre sur-le>champ par les 
formules du numéro précédent. 

1.0 On demande là valeur de £*z, Ax étant constante et = /-. 

On fera x = n'.i*:'-, et l’on aura, par la formule (si), 

S"x = = ; ; — o“ bien 

a . 3 . 4 . . . .(m H- i).r" ' 

_ *(x-Ax)fx-aAx) (x-mAx) . 

a . 3 . 4 (/»-+- 1). (Ax)“ ' ' 

a.® On demande la valeur de E^lAx)*, Ax étant = r. 

La formule (a 3 ) donnera, en y mettant r'oM*’'- au lieu de dm*:'-. 


D* + ". 1 *!'- 

S r'D .1 • ^ a)(/i -I- 3 ) (n-+-m). /*-» ‘ 

Donc, puisqu’on faisant n = o,.d*.i*='- = i* = '- = 1 , on aura 

= s , ou bien 

a . 3 . 4 m.r"-‘ ’ 

, . y Jfx— Ax)(x— aAx)fx— 3 Ax) .... fx— wAx -H Ax) 


^ a . 3 . 4 m.(Ax)«V 

On aura de plus S^E^fAx)* = E*Z“(Ax)' = ( 3 a) 

[x-4 - AAx][x -)-(^— »)Ax][x-M 4— a)Ax] [x-l-(A->-m-i-i)Ax] 

a . 3 . 4 m. (Ax)*— ' 


45 a. Donnons présentement quelques développemens des formules i échelles 
du numéro 444, 

Pour avoir la différence et l’intégrale -somme de l’ordre ’m de la fonction 
après avoir dévdoppé (A’’ -f- A’*E'«)“ et (A'‘ -H A’’ règle 
du binôme, on multiplie par 9(x,^), et l’on trouve sur- 4 e-champ , E'<(p{x,y) 
étant = <p(£'x,^) =<p(xj,jr) par la formule (O) du numéro 409, 
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ùr<p{xyy)= (I) 

A*’<P(x,>') ■+■ wA*-'-A’'<p(Ex,_y) -H - A — *’A’*<p(E»x,j^) 

H- + etc. 

E"<Ii(x..r) = («) 

2"’^(*f.y) — tn2" + ''A-'(p(Ex,j') -H • ”*,”* E- + **A'»<p(E»x,jr) 

- ■)(”» + ») j;,+5.^.3<p(Elx,^) + etc. 

l . 2 . J 

Si l’on développe (û*'E''-i-A'*)~“ = 2-“ ®" commençant par A*'E'>, on 
trouve , au lieu de ( 2 ) , 

Z"<P(x,^) = . . (3) 

Z-"<p(E-"x,_y) — OT2.- + ' A'.(p(E-"-' i,^) + S-“ + *A*»(p(E— -*x,j') 

m(w» -f- 1 Vm -I- 2) , .V 

— ‘ i — ; — i-E-" + îA5-ffl(E-"-*x, y) -h etc. 

Dans ces formules x et^ sont des quantités quelconques qui varient indé- 
pendamment l'une de l’autre ; elles peuvent être fonctions chacune d’une 
même variable r, ou de différentes variables ; Ax et peuvent être constantes 
ou variables , ensemble ou séparément. 


453. Si au lieu de la fonction on a le produit vw de deux quantités 

V et w qu’on peut faire varier indépendamment l’une de l’autre, y et tv pouvant 
être fonctions chacune de la même variable t ou x, ou de plusieurs variables; 
on voit que ce cas est renfermé dans le précédent : mais comme on peut 
séparer y de tv , on peut donner aux développemens uhe forme un peu plus 
simple par la suppression des virgules des caractéristiques A 1 E, £; et l’on aura 
A"(‘'M') = (a*' h- A''E’*)"x(yty) = 


(a-- -t- ni». A’""' A'>E>' •+- p»i". A’"~’A».E'» -f- etc.)x(yw') 

. . . m(m— I ) 

= y.A^tv ■+■ mAy.A^-'w, — > i- A’ v. A" “ * U', 

• 1.2 

. m(m— 1 )(ot— .2) . - 

-I i — 7^Aîv.A"-s»y5 H- etc, 

1 t 2 • J 

Changeant m en — m,* on a 


(4) 
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X" ( ^’ «V ) = 


+ I )(ot + 9 ) ,, 

• ! — J-Ê—'l x" + *M'3 + etc. 

1.9.3 

Dans le cas de ns = 1 1 cette dernière formule devient 

• x(vn') == (6) 

v.Xtv — Av.x’m’, - 4 - A’v.x^K’j — Aïv.x''i‘'s -f- A4 v.x*u' 4 — etc. 

Si dans la formule ( 3 ) du numéro précédent on met v au lieu de x , w 
au lieu dey, et vw au lieu de > o*t en tire 

i*(v«’) = (7) 


i'-».X*«' — mdiv. 


m(m H- * . . 

H i- An'_«_».x"+»M' 

1 . 9 

ni(ns-t- 1 )(n» -+- 9) ,» 

i ^ + etOk 

1.9.3 


Les suites (4) , ( 3 ) et (6) ont déjà été données par Tatlor dans le tome XXX 
des Transactions philosophiques de Londres , pages 676 èt suivantes ; mais 
elles y sont démontrées moins simplement qu'ici. Les autres suites du numéro 
précédent et de celui-ci me paroissent nouvelles. 


454. Si l'on veut avoir, pour les intégrales • sommes , des formules duh 
nombre limité de termes , on comparera A” ' = (A’’ -+- A’’ E ■* T" ' avec (o é )“ ‘ 


‘ du n.“ 3 gi ; et, en faisant a = A’*f é = A'>E*‘, 0 -f- é = A , la première 
valeur de (o é)-' donnera, en changeant A~‘ en x, 

X = X'* — xA'-e>*X'*; ( 8 ) 

panant X<p(x,_y) = x-'(p(x,_y) — x[A’’X-'^(x, E^)] , (9) 

et x(vw) = vxw — x[Av.xw>,]. ....(10) 

Si l’on faisoit a = A'«E»‘ , é = A-' et a -H ^ = A , on auroit 

X = x’>E--' — xA.'x’>E--' ; (il) 

partant Z(P(x,^_y) = £'.<p(x, E-'j^) — £[A.* 2 :'.(p(x,E-'_y)] , (19) 

et 2 (vw) = Zv.w.i — x[Zv.Atv_,]. (i 3 ) 


Les théorèmes ( 9) et ( 1 9 ) sont de la plus grande imponance dans la méthode 
inverse des différences : ils donnent la manière d'intégrer par parties les 
quantités aux düftrences. Comparez avec (11) du n.” 391. 

Eeeee 
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En prenant la puissance entière m des deux membres de (8) et (ii), on 
a pour l'intégrale-somme d'un ordre quelconque les formules finies suivantes 


\ - 2A«.E.'£-'|-x<P(x,^), (8) 

— ZA>'Z'.Ë.-‘}-X(p(x,^). («) 

Si l’on reprend les valeurs de (a -t- l>)-' du n.® 3y i , et qu'on fasse a = , 

i = , il est aisé de voir que la dernière de ces valeurs donne 

= (ft) 

partant , en élevant l’échelle à la puissance m , on aura 

Z-(P(x,^) = (3) 


,j;,i — A*>E*>z*5 — AÏ.E.ÎZ.4 -j- etc.) 

I ± A'-'-E.'-'j;.'- x(A'.E''Z'f) J 

Si l’on fait au contraire a = A'-E-' , b = A-' , on aura 




. = . W 

£..£,-1 _ a-'Z’'E--> + A’®E*’E'-5 _ X 

H- etc.' ± A-'-JZ^-E,--' Z(A.'Z'-E>-')K ’ 

et , en élevant pareillement l’échelle à la puissance m , on aura une formule 
pour Z^fPCxij')- 

Ces formules sont en général d’un nombre fini de termes. 


455. Faisons quelques applications des formules précédentes. 

Soit y une fonction de x, et Ax constante, on demande la valeur de 
Z_yAx par une suite. 

Qu’on fesse v =y et w = Ax dans la formule (6) du n.® 453 , elle donnera 

Z^Ax = 

y£Ax — A^.EZ’Ax + A>_y.E®Z*Ax — A^^.E^Z^Ax ■+■ etc. 

Or on a, par la formule (3a) du n.® 451 , 

j-.A [x-H «Ai][x-t-(n— i)Ax) [x - 4- Ax]x 

a . 3 . 4 •. (n-t- i).(Aij» 


Donc 

C xy — 


. Z^Ax = 

x(x -I- Ax) Ay x(x -t-Ax)(x-|- aAx) 
1 . a Ax 1 . a . 3 

x(x H- Ax)(x -f- a Ax)(x -4-3,^) 
1 . a . 3 . 4 


(M) 




etc. 
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Cette suite est aux différences ce que la première série de Jbak Bernoulli, 
rapportée mi n.° 38 g , est aux différentielles. 

Si l’on suppose Ai variable et A^ constante, et qu'on fasse dans la formule 
( 6 ) du n.* 453 w =-y et = Ai, on aura aussi 

r^Ai = 

Ai.z^ — A»x.EZ’^ -f- A*i.E»j; 3 ^ — A*i.E*r^_y - 4 - etc., 
et, par la formule { 3 o) du n.” 431 , 

'Zy Sx = . . . . . ( i5) 

^ I y^y-sy^sx _ (r+Ay).y<j'-Ay) . Cy+^A>')Cj'+'ÿ').yC>'-^.y) 

X . a Sy 1 . a . 3 _ (Ay)=* 1 . a . 3 . 4 <J^y'^ 

' _ (j'-i- 3 Ay)cjK-i- -f- Ay).y(j^-'^.r) s>*x . 

1 . . a . 3 . 4 . 5 (, Sy ')'> ' ' 

ce qui répond à la seconde formule de Jean Bernoulli du n.” 38 g. 

Si dans la formule (14) ci-dessus on suppose Ai = 1 , et qu'on y ajoute 
y de part et d’autre, elle devient* 


y ^Zy 


C -i- (i -t- \)y — 


i(i -H O 


A_y ■ 

i(i 


l(l rf- »)(J -I- 


1 

0(J- 


8 

«Xj- 


3 

■3) 


sy 

t^y 


.( 16 ) 


etc. ; 


1 . 8 - • 3 . 4 
ce qui est la formule pour sommer les suites au moyen des différences du 
terme général^, que Lorgna a trouvée par des considérations moins simples 
e^ moins directes dans les Mémoires de Turin pour 1786 et 1787, page 44 ^> 
et que Front a donnée dans le 4 <‘ cahier du Journal de l'école polytech- 
nûfue, page 543. 


456. Soit encore une fonction de i, et Ai constante, on demande la 
valeur de j:"/(Ai)"par une suite. 

Je fais w = (Ai)** et v = y dans la formule (5) du n." 433 , et j’ai - 


2 **7 '(Ai)" = 

yZ"(àx')" — mA^.E2**+’(Ai)- -t- A»>’. E»Z*-H(Ai)** 

^ ^ e3x** + *(Ai)*' 4- etc. , 

suite qui devient, par la formule (3a) du n.* 451 , 
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’ 3 L — ^y_ 

\ I .(»» -+- i) Ax 


•(‘7) 


x(x — Ax)(x — a Ax)....(x — m.Vr -+■ Ax) ^ 
1 . a . 3 — 


(x -t- Ax)(x -f- a Ax) A>y 
1 . a . (m H- a) (Ax)> 

(x 4- AxXx -f- aAx)(x-t- 3 Ax) I 
i . a . 3.(w-)-3) (Ax)^^ 

■ etc. 


C -4“ 0| X -f- ^7jX* ~+“ “H 6tc. Oi«_|X*'“*« 

Cette suite a aussi été trouvée par le Professeur Bdrmann (*). 

En faisant , dans la formule (7) du n.® 453 , tv = (Ax)" et v —y — ^x; 
on a l'expression suivante , 'dont l'usage dans les calculs numériques est un 
peu plus facile que celui de la suite précédente (17) : 

Z-j(Ax)- = .(18) 

0[x — mAx] [x — mAx] 

m ‘ (m-hi).Ax 

[x — mAxllx — (m-t- i;Axl , , ^A n 

4- 1 ü — ■ ■ . . — iA®(B[x — (n»+ a)AxH 

i . a .4.m + a).(Ax)’ v -r- / ^ 

[x->nAx]fx-(tn4- 0 Vr]fx-(fn4-a)Ax] , 

i . a . 3 . (r» 3) . (Ax)* 

h etc. 

Ces suites se terminent lorsque^ est un polynôme dans lequel il n'entre que 
des puissances entières positives de x. 

Pour éclaircir l'usage de ces formules par un exemple ; supposons qu'on ait 

•^ = 3x» -4- 3xr - 4 - r», ^ = 6x + 6r, 

Ax (Ax)» 


x[x-Axl...[i-(m - 1 )Ai] 
1 . a . 3 . . . . (m- j) 


■ A<p[x — (m-H i)Ax]l 


-A3 ^[x-(ot-|- 3 )Ax]| 


_y = x*etAx = r. On aura 

= 6 , = O ; et la formule (17) ou (14) donnera 

Zx3r = x.x3 _ (3x» + 3xr + r») + ^i£±lKi±^(6x + 6r) 

i.a' ' i.a.3' 

x(x-4- r)(x -4- ar)(x -4- 3r) ^ 

— O O. 


(* ) On ?oit ceita forniDle (Un* un rapport fait à l'Inititui naiioaa! de France lur deux mémoire* d'anal;** 
de BcnMANH» actuellement Profetieur de Mathématique* à Cologne, tome 11 de* il/rnto/rva der/Hstüatnstiuul, 
clajte dtM tciencet mathématique* et pf^tique* ; hùtotre , pa^ i6. Un de ce* mémoires contient une formel* 
qui paroît aembUble à (F) du n.* edti Je laUt* ccit* occasion pour obaerrer que mon travail sur la retour 
des séries a été fait long^tempt iTani que fe connusse Texistence de* mémoirerdu Professeur Bua*«*»ir : *n 
cemmenceneot de ran V, j'ai communiqué à F&ajrçais plusieurs de me* ütéoréroeesur cette laaiiére» entre 
autre* celui du a.* a5?. 

La . 
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La formule (18) donnera 

jiïr = i(x— r )3 — ^ j 3 (x— ar)> 3 (i — ar)r ■+■ r’ } 

. (/:/■_ o_N , c-i a:(x-r)(i-ar)(x- 3 r) ^ 

. a . 3 + 1 . a . 3 . 4 

Supposons qu’on demande la somme des cubes des nombres natureb depub 
1 jusqu’à loo^ inclusiyement ; il faudra faire r = 1 et æ = 101 dans ces deux 
expressions : tandis qu’en employant l’expression du n." 448 , il faudra y faire 
r = i,x=i etn = 9g; cette dernière expression est donc bien plus 
avantageuse pour ces cas. 

C’est de la formule (D) dun.” 404, développée, et dans laquelle on fait 
/ = 1 , qu’on se sert le plus pour la sommation des suites ; ainsi qu’on peutv 
le voir dans le Calcul différentiel d'EuLsa. 


457. On peut aussi employer les dérivaUons pour représenter les différences 
et les sommes d’un ordre quelconque. 

Ainsi, en supposant p*.u = 1/. = E*», p~*-u = u_. = E~‘'u, on aura 

= p».(i*.u) (1), E»m = p-*.(i-Ml) = p-".(u.i-") , .. (î) 

pourvu qu’on fasse la dérivée de 1 dans i* et dans i-* égale à — 1. 

On aura pareillement , en supposant p».« = A*m, p~*.u = A-*u =5;«u, 
et faisant la dérivée de 1 dans i* et i~* égale à + s , 

E*u = p".(i».u) (3), E-»M = p-*.(i-”.«) = p-*.(u.i-»). ...(4) 

Si l'on veut détacher les échelles, on peut faire p". E° = E*, p~*. E'‘=E~* , ' 
P". A" = A", p~".A'’ = A~* = 2*; et l’on aura sous cette condition 

A*« = p'’.(i*.Eo)xu (5), = p-».(i-».E")x«, ....(6) 

pourvu qu’on fasse n.i = — 1 ; pareillement 

E’u = p*.(i».A°)x« (7), E~*u = p-*.(i».Ao)x«, -...(8) 

en faisant n. 1 = 1 dans (7) et (8) , et E<> = 1 , A® = 1 après les développemena 
de ces quatre dernières formules. 

On a regardé u comme fonction de x; w et ses états variés Eu, E’u, E^u, 
etc. , ou U , U, , U, , u; , etc. , peuvent aussi souvent être considérés comme 
des quantités quelconques Ai, A^, v^5, etc., ou A, C, D, etc., 
indépendantes entre elles, et la plupart des formules -des numéros précédens 
seront encore vraies pour ces cas. 


Fffff 


Nous n’avons eu que peu d’occasions d'employer les dérivations dans ce que 
nous venons de dire des diO'érences : ainsi , sans nous laisser entraîner par 
la facilité que procure la séparation des échelles pour arrjver aux théorèmes 
qui constituent la méthode des différences, passons h des cas où se montre 
l'utilité des dérivations. 


458. Supposons que la fonction à échelle fE du n.° 4 (5 soit un polynôme 
ordonné suivant les puissances de F. : si l'on représente par Hm la quantité 
aM + ^EM-t-CE»M-t-etC.-f-rtrE'//, ou au -h tu, •+■ CUt-hdlr^ -I- etc. -hOrUr, ..(i) 
[ la capitale grecque H , mise au lieu de fE , est ici une caractéristique et 
non une quantité ] ; si l'on représente de plus par H^u ce que devient (i) 
lorsqu’à la place de it on y met Hu, c'est-à-dire, si l'on fait 

= aHu -t- ^EHu -+- cE»H« -I- rfF.ÏHu -+- etc. -t- a,E'H« ; ..(s) 

qu’on fasse de plus 

= flH’M -t- ^EHïu -f. cE = H=u -4- -I- etc. -l-OrE'H’u, . .(3) 

et ainsi de suite ; on pourra exprimer H'u, etc., H"u en u, Eu, E^u, 

E^u , etc. : car l'on aura généralement 

= {a -h 1>R -h CE’ -t- r/EÎ -1- etc. -+- < 7 ,E')"XM ( 4 ) 

=: -f- d.< 7 ".Em -h P^.o^.E^m + etc. -+- p'". a™. , •••(3) 

où a dans p'.a" doit être regardé comme un dernier terme. 

Cette proposition suit de ce qu’en détachant l'échelle de ( 1 ), on a 
Hu = (a -H iE -t- cE’ dE^ -I- etc. a,E')Xu-, 
donc , en mettant Hm au lieu de u dans le premier membre et sa valeur 
dans l’autre , on trouve H’u=(a-|-AE-+-rE’-)-</E5-4- etc. m, E')’ X u ; 
on continuera ainsi , en mettant de nouveau H u et sa valeur au lieu de m. On 
peut aussi appliquer, si l'on veut, à cette proposition la manière de démontrer 
du n.° 400 . 

45g. Si l’on écrit la suite ( 1 ) ci-dessus de cette manière : 

OtUf —4- CUf—t -t— yMr— 1 "4— etc. — f- etr~’%Uy - 4 - etr — \Ui -f- OCrM , 

où « , ff, y , etc. ccr-t , etr-i , etr sont respectivement égaux à a, , Mr_», etc. , 

c, b, a, et qu’on suppose p».M = u, = E"m; on aura aussi Hm = p^(<».u); 
Hm, = E'Hm = p'+».(a(. m), H"m = P”’'.(*".m) , a, étant une dernière 
quantité. 

Mais , comme il est utile dans beaucoup de cas de détacher les échelles , 
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remarquons qu'on a aussi H« = p'.(o.E'’)x u, II"« = p"'.(«’".E'')xu, en 
faisant après le développement E" = i , d.E“= E,p’.E" = E», etc., p’.E°ï= 

£' ; xr étant toujours une dernière quantité. 

¥ 

460. Si la relation entre les termes d'une suite est variable , si l'on a par 
exemple la relation 

« -t- Am -f- /). -HÇ(ma -f- pm -f- y (m> -f- / m + s).k* _ , = o , ..( 1 ) 

où m est la variable , m 1 étant le quantième des termes ou le nombre des 
termes de la suite; il est clair, que plus m devient grand , plus la relation (i) 
approche de la relation constante 

af.n* "f~ a — o, ...*.(q) 

qui est celle des termes d'une série récurrente. En effet , l'équation de relation 
( I ) peut être mise sous cette forme 

_ m’+pm+n m^+rm+s 

*•“- ^ m^+"A7„+r*"— *>' ma+Am+/ ' 

ou sous celle - ci , en divisant haut et bas les fractions par , 


X. u„ 


1+^+^ 

'm m» 

1 +- + -T 
m m» 


■ Um~i 




m 



. Um-1 


O. 


Donc , plus m devient grand , plus chacune des deux fractions approche de 
l'unité , et plus la relation approche de l'équation (a). Cette équation (a) se 
nomme la dernière relation des termes. 

On voit donc qu’il y a un nombre considérable de suites dont la dernière 
relation des termes est celle d’une suite récurrente. 

Dans les cas ci-dessus (1), le premier membre de (a) n'est point zéro, mais 
il approche de zéro si m devient considérable ; si l'on désigne xu^ 

y« par Hu, les quantités H«, hem, HE’u,.etc. HE"m, etc. iront en 
diminuant , au moins après un certain intervalle , et approcheront d’autant plus 
de zéro que m sera plus grand; Hu, H’m, etc. H"u, etc. iront aussi 

.et||Kiiminuant , et en général H^E"» approchera de zéro si n et m sont consi- 
dérables. Donc, si dans les cas pareils à celui de (1) on ordqpne une suite 
suivant H’t/, etc., ou suivant UEu, H’E’u, H^E^w, etc., elle 

sera ordonnée suivant des quantités qui iront en diminuant. Ces éclaircis- 
semens m'ont paru nécessaires pour ce qui va suivre. 
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461. Occupons-nous à présent de la transformation des suites pour des 
cas fort étendus. 

PaODLàMB. Soit proposée la suite 

Au -f- Bui - 4 - Cux -4- Z )«5 - 4 - etc. - 4 - A,.u,y (i) 

et la suite _ . . » . . . i. \ 

Cm -)- yM| -4- iuy -4- etc. -4- QrU, := Hu, (î) 

M , M| , M| , u; , etc. , A y B y Cy D, etc. , C, y, i, etc. étant des quantités 

quelconques ; transformer la première suite (1) en une autre qui soit ordonnée 

suivant M, EH"m, E’H*"'m, E^h5“m, etc. 


En détachant les échelles , on aura la solution par le théorème du n.° s 5 ;. 
En effet (1) et (3) deviendront 

{A -h BE -h CE’ -4- Z)Eî - 4 - etc. -4- .^,E')xm, 

(C -(- yE - 4 - JE’ - 4 - .sEÎ - 4 - etc. - 4 - C,E')xm. 

Comparant donc aVec le n.° 93 ; , on mettra E à la place de x , H à la place 
de ; 4 et l’on aura, par la formule (iv) , 

{A -h Be -h CE’ -4- De^ - 4 - etc. -4- ^,E')xM = 

A -4- C-"D..^.EH- -4- îB.(C-«-.D.yrf).E’H’- -4- jp’.(C-î-.o.y^.E3H5- 
- 4 - etc. - 4 - •^p*-'.(C-*".d..^).E»H"" -4- etc. 

ou bien 

Au — f- Bui -4- Cmj - 4 - D u^ - 4 “ etc. “ 4 — A^Uy — ( 3 ) 

Au - 4 - C-*‘D.A.H'‘Ui - 4 - ïD.(C-”*.D.^).H’"M, -4- ip’.(C-î".D.y^)H!"uî 

- 4 - etc. -4- -4- etc.: 

on développera les quantités affectées de n comme il est dit au n.** 937, en 
ayant soin d'observer qu'ici A, et Ç, sont des derniers termes qui n’ont plus 
de dérivées. Ce théorème ( 3 ) est bien plus étendu que celui du n.° 937. 

Si l'on propose de transformer la suite 

M -4- M, -4- u, -4- M5 -4- etc. - 4 - M,; 

il suffira de faire chacune des quantités , B, C, £>, etc. égale k l’unité 
dans le développement (vi) du n.° 9374 et l'on aura ainsi une formule ^ur 
la somme de la suite précédente. 

On peut tirer bien d'autres conséquences de l’application aux échelles des 
formules de l’article cinquième 4 mais, sans suivre ces détails , il nous suffit 
d'avoir tracé la marche de ces applications. Nous allons nous arrêter à des 
applications du méme genre qu’on peut ^e des formules de l'article quatrième, 

relatives 
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relatives aux suites récurrentes ; parce que les résultats qu’elles donnent sont 
liés plus étroitement à des théories connues. 


46a. Problème. Supposons qu'on ait 

au -f- bux -I- eu» -h dwi = Hu; (1) 

on propose de transformer la suite > 

« -f- M, -H U» + «î -H «4 4- etc. à l'infini (î) 


en une autre qui procède suivant Hu, etc., Hui, H>»,, etc., 

H«», H»«,, etc. 

Nous n’avons supposé que quatre termes au polynôme (1) , afin de simplifier; 
mais ce que nous en dirons s'étend à un polynôme d'un nombre quelconque 
de termes. 

Je détache l'échelle de ( 1 ) , ce qui donne 

rt -H. éE -+- cE> — H = o; (3) 

mais, afin de comparer avec (1) du n.° 904 , je mets « , ?, y, ^ à la place de 
d, c, b, a respectivement, et, multipliant par E*-*, l'échelle (3) devient 

teE" -h ^E— • H- yE-“* -H (<J-H)E"“î = o. (4) 

L’échelle détachée de (9 ) est 1 4- E - 1 - E» -H E* -i- E* + etc. Je compare 
(4) avec (1) du n.® 904 ; je vois qu’ici E" remplace Am , et que J — H remplace 
i pour l'instant ; en raisonnant comme dans le numéro cité , j'aurai 


+ C E +y) ^ ^ 4- .r^E» 4 -x^e 3 4- etc. ....(5) 

a 4- xC -t- x»y ■+■ x®(d — H) . ' ' 

Ici X n'est point affecté de E ou de H , il n'est introduit que pour ordonner 

les termes. 

Présentement , si l'on fait x = i , et qu'on multiplie (5) par w ; il est clair 
que’ l'on a 

. ...(6) 
c'est-à-dire que le premier membre est égal à la somme de la série ( 9 ). Je 

I I U 

fais »-f-C + y + J = A, pour plus de simplicité ; puisque -7 — T" 

• * K — H K 


H) ^3 

-I- ^ -f- etc. , je trouve sur-le-champ , en effectuant la division par le 

dénominateur du premier membre de (6) , et ordonnant par rapport à £ , 


Ggggg 
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(1 + E ^ 

f- f -• 

(« -+- 0 | -^E - 
t 4 - a|4-E’ 


H 


F 




-E>H- 


Â 5 

I 

Â 5 

I 


E^ 


H» 


EH» 


etc. )xu = 

H* + etc. I X U 


Ai 

I 

Âï 

I 


EHî - 
E»HÏ • 


etc. j X U 
• etc. } X « ; 


..(7) 


ou bien , en remettant pour «, f, y leurs valeurs d, c, b y et observant que 
E'H'u = H'Ut , on B , pour la solution du problème , 

M -h «I -I- -t- «s -f- “4 -i- etc. ^ 

U H U H’m 

T + "ÂS 

U, Hm, . H»»<, H5«, 


(A -H C -t- <i)j 
-+- (c -1- ( 


-t- H- etc. I 


ir 


At 

-liT + -p- + ^ - 
Si l'on veut avoir la somme de la suite terminée 

« H- «I -t- U, H- us etc, -t- U, y 


etc. 


etc. { 


....( 8 ) 


on multipliera (7) par E* + afin d'avoir la somme de la suite non terminée 
E» + 'u E* + ’« 4 - E'+ 3 u etc. ; on aura, pour cette somme, 


CA- 




■<^)1 , 


A 

«.+î 


Hu, + , 

A» 

A» 

Hu» + S 


A» 


—jr~ 

Ai 

H'u,+s 

Â 3 


A 4 

A 4 

H3w,4.s 

A 4 


etc.} 
etc.} 
etc.} , 


•(9) 


et l'on retranchera "cette suite (9) de (8). 

Ce problème a été résolu par Stirling dans son traité de summatione et 
Interpol atione terierum , propos, xiv ; ensuite par Euler dans son Calcul 
dÜTérentiel , page 33 o. Laplacb, dans son mémoire sur les suites y Académie 
des sciences de Paris, année 1779, pages 943 et 943 , en a simplifié la solution 
par une analyse dilTérente de la nôtre. 

Si l'on a Hu = O, la formule précédente (8) donne la somme ordinaire 
d'une suite récurrente. Il peut arriver que H u ne soit pas zéro , et que cepen- 
dant une des quantités H»m, etc. H'u, etc. devienne zéro; alors la 

formule se termine et donne la valeur exacte de la somme : mais si aucune 
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des quantités Hu, H’u, H^u, etc. H'u etc. ne devient zéro, alors (n.** 450) 
elle donnera la valeur approchée de la somme par des suites convergentes. 


463. Exemples. On propose de sommer la série . 

I -H 5*.pi ■+■ 7 ». p6 


etc. 


Si l’on fait ici u =: 1 , u, = , u, = etc. , l'équation de relation 

(n.“ 450) sera (9/»— (am+ i)^p‘.Um-i — o , où ot est la variable , et 

l'on aura, pour la dernière relation des termes, Um — p*un~t — o. Ainsi 
« = é= 1, ? = <* = —/?>, c = O, d=o, k= \—p^j Hu= —p^u-^-Ui=^%p\ 
H’M = u% — = 8/>4, h5u = us— 3/»4u, — u = o , HW = o, 

H^u, etc. = o; substituant dans la formule (8), elle donne, pour la somme 
exacte de la série ci - dessus , 

1 _5ZL_ j_ 6p^-i-p^ 


Soit proposé de sommer la série 

1" 9* 3 * ' 4" 

”i~ — ~ “i“ ' — ^ -f- — — 

P P* P^ pi 


etc. 


7 


etc. , 


en supposant n égal successivement à t , 9 , 3 , 4 , etc. 


1* {2* 

On fera u = — , «, = , etc. : l'équation de relation et celle de der- 

p p^ t * 


niëre relation seront 

(OT+lV 

m*.u* — > , 

P ^ P 

ainsi k = 1 — — Hu = — —u -i- «1 ; et l’on aura 


• I — O J 


Um O ; 


H'« = (-!)« -t- s(-i) 


Ui 


j(*~ 0 






etc. 


-4- sf — — )u»_, + II,; 

d’où l'on tire H>u=o,6in=i; H3u=o,sin = 94 H^u = o , si n = 3 ; 
et ainsi de suite. L’on trouvera ^si pour la somme exaète de la série 
proposée , savoir : • 

• ^ /« 

et ainsi de suite. Si l’on ne veut les sommes que jusqu’au terme indu- 


SgG 


su CALCCL 


siveraent , on les trouvera égales à 

P IP / » . 

— - — r — ; 7’ 1 s* « = • t 

(^- >)’ p‘ ip- O* p‘ P-^ 
p(,p-^~ O * pjp -4- O a/ P l* « 

(/» - o*~ ~F ip- O* ■ Pip-^y p^p-y 

et ainsi des autres. 


si n = a , 


464. Problème. Étant proposée la même suite que n.* 46a 1 savoir 


au -f- bui -H eu, -f- dui = Hu, . (1) 

on demande à interpoler les termes de la suite 

M H- «1 U, -H us -t- «4 -I- etc. ; (a) 


c’est-à-dire, m étant quelconque entier ou fractionnaire, on demande la 
valeur de u. par une suite, ordonnée suivant H u , u , u , etc. , Hu, , H ‘ u, , 
H^u,, etc., Hu,, H>u,, H^u,, etc. , etc. 


Tout demeurant comme au n.” 46 a , je reprends l'équation à échelle (3), 

.... fii 

« + x(,K -^0-4- y’> ^ -i- eic. 

» -t- H) ^ 

On voit qu'il s'agit d'avoir la valeur de E* par le développement du premier 
membre, c’est-à-dire de trouver le coefTicient de 1 “ dans le développement du 
premier membre ; le coefficient de x" dans le second membre étant E“. 

Je partage le dénominateur en deux parties, en faisant = et -t- €x -+■ yx^ ■+• 
J!c3j alors ce dénominateur devient P' — ; et, puisque 

-J = y-' ■+■ - 4 - -+- /^-4x* Sh 3 -h etc. , 


le premier 'membre de (3) devient 

( « 1 

^ -i x(aE-)-ff'» UJ-'-f- J^-» x 3H-+- J^-4x5-5HÎ-f-etC.) ..(lo) 

Or y-' étant = as-'’ -t- d. as-'. x -+- g^as-^.x’ p3, ^3 -(- etc. , où ^ est 

considéré comme un dernier terme ; il est clair que le coefficient de x" dans 
y-' est p"'.as“'; que ce coefficient dans y-'x, y-'x*, etc. est p"-'.as“‘, 
p"-».(»-‘, etc.; que ce même coefficient dans y~*x'^, y~*x‘>, y~*x^ , 
etc. est p'"-3.as”*^ p"-"^.as-», p“-3.as~*, etc. que dans ^-3x»-* , J’'-îx«-3+‘, 
f'"3x*.3+s, etc., U est p“-**3.as-3, p"-*-î-',s»-î, p‘*-««î-». s»-5, etc. ; et 

ainsi 


e— 
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ainsi de suite. Donc , en ordonnant pac rapport à E, on aura pour le Goëfficient 
de tiré de (lo) 

£■ = -4- fp"-’.»-* 4- yp"-*.«-' 

-+■ (ap^"^.«~* Cp"'“4.«~* H- <yp"-5. «“*). H 

4- («p"'®.«-* 4- ep"-7.(»-ï 4- ^P"-8 .«-ï),H> 


-1- (ap*-*.«-‘ -4- Cp"->.*-')-E 
4- («p"-i.«-» 4- Çp"-5.<»-»).EH 
4- (<*p"-7.«-3 -H ep"-8,«-!).EH>- 


,..( 11 ) 


4- etc... 


+ ap"-j. «-■.£’ 

4- <*p"-5.a-».E’H 
4- «p'-S.a-î.E’H» 


et , en multipliant par u cette équation à échelle | on a sur-le-champ , pour 
1a formule cherchée , * 

Um = («p".aî~* -f- Cp"~'.fls~> yp""*. 06 “ *). a 

4“ C«p"“^-«“’ 4- Cp"-<»-’ 4- yp“-*.«-»).HM 
4_ («p--6,û6-S ep"-7.«-ï -f- yp--8.6»-S).H»M 


4- (ap'"-‘.fl6“‘ 4- Çp“-.».fl6“‘)-"i 
4- («p—4.»-! -4- ep"-5.«-»).HM, 
4- («p"-7.«-î -4- ep"-8.a6-8).H>«, 

-4- etc 

-4- 06p"“*. 06“'. Mj 
4- fl6p'*“8.fle“''. HUj 
4- «P"“®.o6“^.H>w, 


où l’on aura en général le développement de H'u, par la formule 

a'. U, -4- D.aM6,+, -4- pa.aM<,^., + çi.a’.u.+s -+- etc., 
laquelle sera toujours terminée , parce que r est entier positif. On regardera 
d comme une dernière quantité. 

Hhhhh 
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Si m est entier positif, on peut développer les quantités affectées de n par 
nos règles de dérivation', ainsi qu'on l'a fait voir n.°* so 8 et 311. Si m est 
fractionnaire, ainsi que l'exigent les interpolations; pour développer en général 
on décomposera cc -h Cx -+• yx^ - 1 - Jx*, c'est-à-dire d -f- ex - 4 - 
^x^-l-ax^en facteurs binômes. Soit ce polynôme, ainsi décomposé, égal à 
• ^(a-x)( 6 -x)(c-x); 

on aura, par la dernière formule du n.° aty, 

• f — a)“'(t — a)-', a seul variant de — i,l 

J + b-"-'(a— b)-'(c— b)-', b seul variant de — » >> » 

(i3) ( -t- c-“'-'(a — c)-'(b— c)-', t seul variant de — i,J 

formule dans laquelle i est entier positif, et qui , par cette raison , est toujours 
développable quel que soit m. 


La solution précédente s'étend au cas où la suite ( 1 ) a un nombre 
quelconque de termes; car, si l'on avoit 

au -h 6 ui -f- cKj -f- dus ■+■ etc. -f- a,_,Wr-i •+■ a,u, = Hu,- ..(14) 
on écriroit aussi cet(^ expression de cette manière : 

ocUr -4- ÇUr~~i “i” *yUf_a -f- etc. —H aCr—iUi -4- ctrU — Hw = O, 
én faisant a, = cc, etc. a = at,\ et l'on formeroit , tout de même que n.® ao 5 , 
la fraction suivante 

où l'on aa=<», » = «E-hC, C = «E’-^CE-4-y, etc., R=<«E'-* 
•CE'-» ■+■ 7 E'-* -I- etc. «,.,E ■+■ ec„ 

On feroit le dénominateur de (i6) égal kV — x'H ; et après avoir développé 
x'H)-* , on chercheroit le coëflicient de x" dans le développement de 
la fraction qui forme le premier membre de (i6) ; coelHcient qui , en vertu du 
second membre, est égal à E". Multipliant ensuite par u l'équation à échelle 
que l'on obtiendroit , on trouveroit la formule 

- = ('?) 


■+- etc. -f- ep-->«-» -1- «p”.«->).M 
-+-(<*,_i.p“-»'+'.«-» p--»'+*.«-*-t-etc.-t-ep"'-'->.É*-»-i-«p'«-^.«-»).H« 
+ («,_,.p*-3'+ -a.p"**'^ •.<*- * -h etc. -t- f p"-»'-‘.fle“^-f-«p”-»'.«-’).H»« 
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•+ + 4- etc. -+- -t- ap"-‘.<i6-*)-«i 

-I- (a,-,. p — *'+’.«-» -f- etc. 4 - fp"-'-*.«-» 4- «p"-'’-’.<*->). H«, 

4~ etc ; 

4- («(■_î.p"“'+'.<*~‘ 4- etc. 4- ffp"“5.«“‘ + i*p*-*.«-').u, 

4- («r-s-p"'"^"^'-»-* 4- etc, 4- fp"-'-5.«-» 4 - «p"-'-*.«-').Hi<, 

4- etc. , etc. . . .- ' 

4 - _«p"-'+‘.«-'.«r-. 4- «p'*'-" + '.<*-».H«r_, 4- «p"-î'+'.*-ï.H»W,_, 
etc. 

Ici H* U/ est donné par la fonnule terminée * 

a\u, 4 - D.a’’.u, + t 4 - p^a*/;^, + j 4- pï./i".i/,+î 4- etc., 
n étant entier positif : on y considère a, comme un t^rnier terme. 

Supposons qu’en décomposant f' en facteurs simples, on ait 

« + ffx’ 4- yx* + etc. 4 - Ctrl' = /*(a— x)(b — x)(«— x)(b— x)x... ; 
on aura en général 

p-.»-' = -....( 18 ) 

— a)-'(c— «)-'(b— tt)-'X . . ., a seul variant de — 1 ,1 
-f-b-"->(a_b)-»(«— b)-»(b — b)-»x . . ., b seul variant de — 1 ,/ 

4- t)~'(b— t)-'(b — t)-'X . . ., t seul variant de — i ,/ » ' 

_l_ b-"-’(tt — b)-'(b — b)-'(c— b)-'x . . ., b seul variant de — 1 ,\ 

4- etc J 

expression qui donnera p*. lors même que m est une fraction, s étant 
entier positif. • 

La formule ( 17 ) sert ainsi à interpoler les suites dont la dernière relation 
des termes est celle d'une suite récurrente d’un ordre quelconque. 

466 . Si l'on a Hu = O , c’est-à-dire si l’on a l'équation 
au -f- bui 4- cui -4- dus 4- etc. 4- «<-«r = o , 

ou CCfU flfr— |.U, CCr—%»U 2 etc. 4" CUr—i 4“ OtUf O, 

à laquelle on peut réduire toute équation linéaire aux différences (finies), d’un 
ordre quelconque , dont les coëfficiens sont constans ; et que l’on suppose 
Ax = I , U = <px , partant Um = <p(x 4- m) ; en faisant x = o dans u , on 
aura u = (p(o) , u, = (p(i) , u, = <p(7) , etc. «m = j et la formule (t 7 ) 
deviendra 
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(p{m) = <p(o). (<*,_, p"-'+ '.<»-• -I- + 4 -etc. 4 -«p".«-') 

-+- -f- «,_îp- etc. -+- «P"- 

(19)... -I- (p(a).(«.^_îp"-'-+-*.œ-' -f- «,_4P"-'’+».ar‘ -t-etc. -f- <»p"-*.«-') 

+ etc -H <P(r— i).«p"'-'-t-'.«-' ; 

où m est la variable dans <p(w), à la place de laquelle on peut mettre x si 
l’on veut : et cette formule est l’intégrale d’une équation linéaire aux difi'é-' 
rences ( finies) d'un ordre quelconque , à coëfliriens constans ; (p{o), ^(i), 
<p(î), etc. (p{r— r) sont les r constantes arbitraires. En" faisant <p(m) = -i^m, 
cette formule coïncide avec (i3) du n.° ao6 pour le terme général d’une série 
récurrente d’un ordre quelcortque. 

La formule (17) s’accorde avec celle^fî) que Laplacb a trouvée au n.° v 
de son mémoire sur les suites, cité ci-dessus. Notre analyse est différente à 
quelques égards, et l’usage que nous y faisons des dérivations rend les notations 
plus expressives et les développemens plus faciles. 

4G7. On a l’expression ait l/F.it cE’u -f- dE^it = Hm sous la forme 
a' U -+- l/‘âiu -I- c'A'u -f- d'&?u = ^u, ....(20) 

V étant une caractéristique ; et l'on demande E*"» par une suite en V«, 
V3 m, Vî«, etc. , dans laquelle E n'entre pas, mais A, A», A* , etc. 


Ce cas se ramène à celui du n.® 464, de la manière suivante. Puisque l’on 
a ici Vu égale à Hu, l'expression Vu étant ordonnée suivant Aw , A>« , etc. , 
tandis que Hm l’est suivant E«, E’m, etc. ; en détachant les échelles et 
mettant E — 1 au lieu de A , on aura * 

«1 4- ^'(E-i) H- c'(E-i)= -H J'(E-i)î = V = H; (21) . 

et, puisque pour déduire * -4- Cx -|- yr» 4- J c3 de «E* 4- CE» -4-yE4- J, 
il suffit de mettre x-‘ uu lieu de E et de tout multiplier par x3 ; on mettra 
à la place de E dans (21), on multipliera par ,t 3, et l’on aura 

-x)x» 4- c’(i -x)^x-f-r/'(i - x)5i=«4-ffc4-yx=-^- ..(22) 
En ordonnant le premier membre suivant les puissances de x, on aura faci- 
lement les valeurs de «, f , y, J en a', c', «f', et réciproquement. 

Je reprends 1 équation (5) du n.” 464 , et j’en mets le numérateur sous la 
forme > (1 — x)^ 4- >5'(i — .j),c 4- C''x» , et au lieu de E je mets sa valeur 
1 -(- A. J’ai d’abord, eu ordonnant suivant x, 
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A' -+■ {B' — iA')x -h {C'—£' -h A')x^ = 

«■ 4 -*{ff+ae-t-<»Aj + *’jy-f-C+a! + (C-l-2«)A j. 

D'où , en comparant les termes , on tire 

A' = ect 3 ae -f" «A , O' = y + 2C+ 3 « - 4 -(Ç+ 3 af)A-+-afA’; 

et, en mettant d’, c', i>' au lieu de leurs valeurs tirées de l'équation (ai), 
le numérateur sera 

(i-xyd’ (i-x)xjc’ + J'ûj -h x’ji" -H c'A^-^^■A>} ; 
et le premier membre de l'équation (J ) du n.° 464 deviendra 

.,ci. 

Il ne s’agit plus que d'avoir le coëfllcient de x". Or , ce coêfGcient dans 
(i — x)’^~* est = A*p"“*.«“‘ , m étant ici 

la variable par rapport à A, et Am = i. Le même coëlHcient dans (1 — x)x^~‘ 
est p“-'.«-‘ — p"-*.«-* = Ap"-*.te-‘ ; dans (i — x)*A^-*x^ , il est 
et ainsi des autres. On formera donc facilement la valeur de 
£*■ , qui est le coëlHcient de x* dans le second membre de l'équation ( 5 ) ; et 
en multipliant par u , on aura , pour l'expression cherchée , 

E-u=«,= jA'p“-*.«-‘ -4- c'Ap"-».«-« + <i'A»p*-*.<»->}.M 
-4- j^'p»-S.«-» + c'Ap“-*.«-» -I- <i'A«p"-S.*-»}. Va 
-f- ji'p"~®.«~î + c'Ap *-®.«~5 - 4 - <i'A*p"“®.«~®j. V*a 

+ etc 

- 4 - jc'p"-».*-' -H </'Ap"’-».«-'}.Aa 

-4- jc^p--®.*-» -1- /f'Ap"-®.«-»j.AVu ,...(î 3 ) 

-4- jc'p"-®.*-® - 4 - <i'Ap"-®«-® j. AV»a 

- 4 - etc 

-4- cl'p"->.«-'.A*a 
-h <i'p"- 5 .*-*.A«Va 
-4- d'p"-®.*-®.A»V«« 

4- etc ; 

ce qui s'accorde avec la formule que trouve Lape ace à la fin du n.° vn 
du mémoire cité. Laplace a déduit de ses solutions plusieurs conséquences 
importantes, pour lesquelles nous renvoyons à son mémoire. 

468. £n partant des fofmules sur les séries doubles , triples , répandues 

1 i i i i 
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dans cet ouvrage , on peut étendre aux suites doubles , triples , les applications 
que nous avons faites aux suites simples depuis le n.” 45S ; et, en associant à 
ces mêmes formules les théorèmes du n.® 44Î , on peut donner aux résultats 
différentes formes, parmi lesquelles on pourra choisir celle qui sera la plus 
convenable aux recherches qu’on se propose de faire. 

En général, les principes que nous avons établis relativement aux échelles 
conduisent à généraliser plusieurs des théorèmes que nous avons trouvés sur 
les séries ordonnées suivant les dimensions d'une ou de plusieurs lettres , 
pourvu qu’il soit possible de détacher les échelles; car, si l’oii avoit , par 
exemple, <p{au -+- -f- yuj + etc.), il est aisé de voir ,' par le n." 407, 

que cette expression rt’est pas égale à <p(« -+-fE -f- etc. )x« : ainsi il 

n’est pas toujours pos.sible de séparer l’échelle. 

469 . Voici encore un théorème qui donne des transformations utiles dans 
plusieurs rencontres. 

TiiéoRÈstE. a, l, c, d, c, etc. étant des quantités quelconques, si l’on 
fait &a — 1 / — < 1 , z= c — il/ a , — d — 3c-f-3A — a, etc. ; 

on aura , (p étant une fonction quelconque , 

a(pa -4- bT>.(pa.x ■+■ cp’.ipa.i’ -|- dç^.pet.T'^ -f- etc. = ....(j) 

a(p(at-t-Ci + ya'’-t- etc.) i.\<7. D.<p(<* -f- Cj -f- yx> etc.) 

■+■' xVS^a. p>. <P(« -t- Cx -+- yx^ + etc. ) -I-' x5.\5rt. -hCx-i- yx= etc. ) 

etc. 

Pour démontrer cette proposition , il suffit de développer le second membre , 
lequel, en ordonnant suivant x, devient 

-4- ao.(pefX -I- ap>.<p«.x» + flp3.(p*.x5 - 4 - etc., 

■+- Aa.D.<f>cc’X -h Aa.D.D.Ç«.x' -4- Aa.n. pa.(p«.x3 -f- etc. 

+ A’û.p’.Çjae.x’ -4- A^a. p’.D.(pee-x^ + etc. 

-4- .A^û.pî.ipat.x* + etc. 

-4- etc. 

Or, 4 cause de a -4- An = 4, a - 4 - aAa -f- A’a = c, a -f- 3Aa -f- 3A“a 
- 4 - A^a = d , etc. ; il est évident que ce développement se réduit à 
atptx -h bo.tpatix -+- cp^<p*.x’ - 4 - <fp5.<p«.x3 -h etc. 
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vîyo. Corollaire. Par le n.” 3 G(j la formule précédente (i) devient aussi 
u<P« + H- cp’.ipa.x’ -4- rfpî.ipae.x-' -(- etc. = • • . (2) 

a(p(ae+ Cx + yx^ + etc.) + iûa.ô.<p(« + ffx + + etc.) 

-f- i’A^<7.J^Ç(i»+ffx+yx=+etc.)+ iWa.^\(p(a+£’x + ‘yx'+etc.)-|-etc., 
où ô nalTecte que x , qui varie de la constante dx. 

471. Exemples. Supposons que « -H Cx -t- yx’ -t- etc. se réduise à un 
binôme soit, par exemple, (p(<* -t- Cx r4- yx» -1- etc. ) = (as -t- Cx)"; on 
aura par la formule (2) 

ax’‘-\-b.mct"-'Qx-\-c. — ^af"-‘C^x’ -f- d. ~ * ^ g^x^ 4 - etc. 

1.2 1.3.3 


= <2 (« + Çi)" 


Aa.in(a + Cx)"-'ffx -+- A^a. — ^(« + 


_h: -4- etc. ,...( 3 ) 

• ■ ■ -( 4 ) 


De là 011 tire , en faisant m = — 1, «-+-fx=i — x, 
a -4- bx cx2 -4- i/x® H- ex^ H- etc. = 


a 

1 —X 


Aa. X 


A»a.x» 


t?a. 


etc. ; 


(i-x)^ (i-x)^ (i-x/< 

et si l'on fait x = H- s*, (« -f- ffx)" = (i.-i-z")-' , et qu’après le développe- 
ment on multiplie tout par z' , on aura 

• az’ — éz'+« -4- cz'+*” — i/z' + î” -4- etc. = ....( 5 ) 

*' ( A 2 “ 2 " 

!a — Aa. 

i+z"/ i+z" 


A’a. • 


— A*c 


etc.) 


(1+>*J“ (1+2")* 

De là on tire, par exemple, 

1o6(i-4-2) = z — {z^ - 4 - jzî — îzt -+- -jz* — etc. = ....(6) 

Z . Z 2 . ' zî , 2 ^ 


1 + Z 


etc. 


•(1 -1-z)2 ^ » (I +z)î ^ " (i + z)4 

Si dans (3 ) on suppose a=l, Ç = — 1, x=J,a=i, b = ^ ^ , 

_ {P + ^{P + ^+0 , _ (p + t){p -I- f + r){p + f -H 2 r) . 

t(r-l-r) ’ r(f + r)(f+3r) ’ 

aura Aa = A«a = A^a ^p(P-Q(P-?l) etc. Donc 

f’ t{C + r)' C{t +r){t + ir)' 

la formule (3) donne, dans le cas de m entier positif, 
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• etc. 


(/> + f).. ■(;>+< + ar) m(m- 1 )(w»-a) 
/ (f + r) 1 . a • «(« + r)(t +^ar) i . a . 3 

^ . 7» . * p(p—r)m(m—i), 

= -‘-fffci'TTT-' 

_ p(;>-r)(p-9r) (p-mr + r) 

f(f + r)(f+ar;.,..(/ + /nr — r) ’ 


(l — !)■-• etc. 

(?) 


car tous les termes du second membre, le dentier excepté , disparoissent, 
• parce qu’ils sont multipliés chacun par i — i = o. 

On peut consulter, sur l'usage des transformations ( 4 ) et ( 5 ), le chapitre 
1.” de la seconde partie du calcul différentiel d'EuLEn ; et l'on voit combien 
d'autres formules particulières du même genre on peut tirer de notre théorème. 


473. Nous nous proposions d'ajouter des applications du calcul des déri- 
vationa aux fractions continues , aux éliminations des inconnues dans les 
équations, et à d'autres objets; et de présenter des réflexions sur les opérations 
analytiques considérées en général. Mais cet ouvrage passe déjà les bornes 
que nous nous étions prescrites, quoique' nous ayons supprimé beaucoup de 
détails et d'exemples qui auroient pu faire ressortir l’utilité de nos méthodes 
et de nos formules ; et nous nous voyons forcés de remettre à d'autres occa- 
sions la publication de' ce que nous avions préparé sur les sujets dont nous 
venons de parler. Nous sommes bien éloignés de penser que nous ayons 
parcouru tout le champ d’applications et de recherches qu’ouvrent les méthodes 
de dérivations ; et il nous parolt que ce n’est pas trop présumer de ces 
méthodes que de dire avec Newton : Et his via ad majora tternicur. 

FIN. 
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